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I. INTRODUCTION 

§ 1. Les vingt-buit memoires que contient le present tome 7 de la premiere serie 
des Oeuvres completes de Leonard Euler ont ete rediges entre 1735 et 1781, tandisque leur 
publication se repartit, tres inegalement d*aillenrs, sur presque deux siecles, de 1741 a 1923. 
Cela tient en grande partie a la productivite d’EuLER. Elle etait si intense que bien sou- 
veut le celebre mathematicien eut de la peine a trouver un editeur pour ses livres et des 
revues oti pnblier ses ecrits. Aussi sont-ils disperses dans de nombreux recueils. II est 
naturel que les Academies des sciences de Berlin et de Saint-Petersbourg, dont Euler fut 
le directeur le plus illustre, en aient la part du lion. Ces circonstances se refletent dans les 
vingt-buit travaux qui nous occupent. De ceux-ci, en ejffet, sept ornent les Memoires de 
UAcademie royale des Sciences et Belles-Lettres de Berlin; six, dont Tun a pour 
auteur Daniel Bernoulli, ont paru dans les publications periodiques de PAcademie 
imperiale des Sciences de Saint-Petersbourg, un dans Neues hamburgisches 
Magazin et un dans les Verhandelingen de la Societe des sciences de Flessingue; six 
se trouvent dans des recueils de travaux Euleriens: Opuscula analytica, Gommentationes 
arithmeticaej Opera posiuma; Tun forme un livre a lui seul, Saint-Petersbourg 1776; un 
autre se trouve dans un ouvrage ob on ne le chercherait guere: dans EOrdre divin de 
Tecclesiastique Jean-Pierre StisSMiLCH.^) Bnfin, des cinq derniers publies ici pour la 
premiere fois, quatre sont extraits des Adversaria mathematica, c’est a dire des carnets 


1) Die goUliche Ordnung in den Verdnderungen des menschlichen OeschlecMs, aus der G-ehurt^ 
dem Tode und der Fortpflanzung desselhen erwiesen von Johann Peter Sussmilch, Konigl. Preuss. 
Oberconsistorialratb, Probst in Colin, und Mitglied der Konigl Academie der Wissenscbaften. Zwote 
und ganz umgearbeitete Ausgabe. Erster Theil, Berlin 1761, Zweyter Tbeil, nebst dreyfacbem 
Anhange und Register liber beyde Theile. Berlin 1762. Im Verlag des Bucbladens der Real- 
scbule. 
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mathematiques que, d’apres Monsieur Enestrom^); on designe par Hi, Hj, H,, . . . Hg. 
L’Academie des sciences de Saint- Petersbourg les fit parvenir a Zurich avec les autres 
manuscrits Euleriens conserves dans ses archives, les mettant obligeamment a la dispo- 
sition de la Commission Euler de la Societe helvetique des sciences natureUes. 

De ces 28 travaux, quatorze, et parmi eux les plus importants, sont ecrits en fran^ais, 
douze en latin et deux en allemand. 

La liste des travaux d’EuLER dressee par Monsieur Enestrom comprend 866 numeros, 
sans parler d’une volumineuse correspondance. Quand on cherche a se faire une idee de 
la rapidite avec laquelle Euler a du produire ses livres et articles, on comprend que des 
fautes diverses aient pu se glisser dans leur redaction. Cela ne porte pas atteinte a la 
grandeur de son genie, mais ne dispense point Tediteur de corriger ces fautes dont beau- 
coup, d’ailleurs, ne sont pas imputables a Euler lui-meme. Voir a ce sujet la preface du 
volume 1 2 edite par Monsieur Rudio. 

En ce qui concerne les matieres traitees dans ces vingt-huit memoires, elles se repar- 
tissent en cinq domaines distincts. 

1) Les recreations maihematiques, representees par huit travaux, les numeros 53, 309, 
476, 530, 738 et 795 de V Index d'ENEsmoM et deux notes extraites des carnets mathema- 
tiques d’EuLER. 

2) Le calcul des ^rdhabilites^ represente par neuf travaux, les numeros 201, 313, 338, 
412, 600, 811, 812 et 813 de VIndex d^ENEsi'ROM et une note extraite des carnets mathe- 
matiques. 

3) La theorie des erreurs d' observation^ representee par trois travaux, les numeros 488 
et 628 de VIndex d'ENEsmoM et un travail de Daniel Bernoulli, auquel le memoire 
488 se rapporte directement et dont la connaissance est indispensable pour bien suivre les 
raisonnements d’EuLER. 

4) La statistique mathematique, representee par trois travaux: 1) Le memoire 334 
auquel est jointe la table de mortalite de Willem Kersseboom. 2) Un travail paru dans 
Fouvrage (deja cite) de Jean-Pierre Sussmilch: Eordre divin dans les variations du genre 
humain . . ., travail qui ne parait pas avoir ete public separement sous le nom d’EuLER. 
II ne figure pas non plus dans VIndex I'Enestrom. 3) Une note de la main d'EuLER, 
extraite de ses carnets mathematiques, Sur la multiplication du genre humain, 

l) Voir G. Enestrom, JBericht an die Eulericommission der Schweimischen JSaturforschenden 
Gresellschaft uber die Eulerschen Manuskripte der Petersburger Akademie, Jahresbericht der 
Deutschen Mathematikervereinigung 22, 1913, Zweite Abteilung, p. 191—205. Voir § 19 
de cette preface. 

Leonhardi Euleri Opera omnia I? Commentationes algebraicae b 
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5) Les lases mathematiques des assurances sur la vie humaine, representees par cinq 
travanx. Ce sont les nunieros 335, 403, 473, 599 de V Index d'ENESTRou et le fragment 
inedit qui termine ce volume. 

Passons en revue ces divers ecrits. 


11. LES EECEEATIONS MATHEMATIQUES 

§ 2. Ce sont presqiie toujonrs des occasions speciales qni out amene Euler a s’occuper 
de ces sujets. Le memoire 53, Solutio proUematis ad geometriam situs periinentis, qui ouvre 
le volume, fut presente le 26 aout 1735 a TAcademie des sciences de Saint-Petersbourg, 
mais public seulement en 1741. Euler y resout le fameux probleme des ponts de Konigs- 
berg. Un pieton peut-il diriger sa promenade de maniere a traverser chacun des sept 
ponts, mais cbacun seulement une fois? Euler en prouve Timpossibilite, puis termine le 
memoire par la demonstration de ce curieux tbeoreme valable quels que soient les ramifi- 
cations du fleuve, le nombre des ilots, le nombre et la position des ponts: s’il y a plus 
de deux regions dans lesquelles on pent penetrer par un nombre impair de ponts, un 
chemin repondant aux conditions du probleme n’existe pas. S’il y a au plus deux regions 
dans lesquelles on pent penetrer par un nombre impair de ponts, un tel cbemin existe, a 
condition que le point de depart soit pris dans Tune de ces r%ions-la. Enfin, il y a tou- 
jours une solution, ou que se trouve le point de depart, lorsque la distribution des ponts 
et des iles est telle que c^est toujours par un nombre pair de ponts que cbaque region 
est reliee a ses voisines. II y aurait done toujours une solution, si les conditions du 
probleme exigeaient que ebaque pont fut traverse deux fois, et deux fois seulement. 

Une traduction fran 9 aise de ce memoire Eulerien, due a E. Coupy, a paru dans les 
ISTouvelles Annales de mathematiques 10, 1851, p. 106 — 119, sous le titre Solution 
d^un probleme appurtenant d la geometrie de situation, et une autre traduction franfaise se 
trouve en manuscrit dans la bibliotheque de Tobservatoire astronomique d’Uccle pr^s 
Bruxelles. On trouvera une analyse du memoire Eulerien dans les Nova Acta erudi- 
torum, Lipsiae 1751, p. 593 — 594. II fut reimprime dans les Commentarii academiae 
scientiarum Petropolitanae 8, editio nova, Bononiae 1752, p. 116—126 plus une table. 

§ 3. Le memoire 309, Solution dHune question curieuse qui ne paroit soumise d aucune 
analyse, fut, d’apres 0. G. J. Jacobi, presente a TAcademie des sciences de Berlin le 2 mars 
1758 et public dans ses Memoires en 1766, dans le tome pour Tannee 1759.^) Ce 

l) Sur Tordre de succession des tomes des Memoires de FAcademie des sciences de 
Berlin, voir la note 2 p. XXVIII. 
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memoire est consacre an probleme du saut dn cavalier sur reeluquier. II s’agit de par- 
courir avec un cavalier tontes les cases d'nii ecbiquier^ en commen 5 aiit par une case donnee 
et sans parvenir jamais deux fois a la meme. Euler s’est ^alement occupe de ce probleme 
dans sa correspondance avec Christian Goldbach^) (1690—1764) et Louis Bertrand de 
Geneve (1731 — 1812). Oe probleme, qui remonte sans doute an temps on le jen des ecbecs 
lui-meme fat invente, provient dun autre ou il s’agit d’abattre successivement, avec le meme 
cavalier, les 32 figures du jeu des echecs reunies sur une moitie de r&biquier.^) Quoi qu'il 
en soit, la premiere apparition de ce probleme dans la litterature est sur un parchemin 
(no. 10287) de la bibliotbeque Rationale de Paris, de la premiere moitie du 14^^"^® si^nle, 
D’apres ce manuscrit, un cavalier bat successivement les 31 autres figures supposees reunies 
dans la moitie inferieure de Teebiquier, en parcourant les cases dans Tordre oti elles sont 
num&otees dans la figure ci-dessous 


1 

22 

9 

26 

3 

— 

30 

11 

32 

16 

19 

2 

23 

10 

25 

4 

29 

21 

8 

17 

14 

27 

6 

31 

12 

18 

15 

20 

7 

24 

13 

28 

1 ^ 


II etait naturel de generaliser la question au cas de Tecbiquier entier. Des le commence- 
ment du 18^^“® si^cle, le probleme du saut du cavalier semble se repandre®) et Ton cite 
et reproduit souvent les solutions donnees par Pierre Reymond de Montmort (1678—1719), 
Abraham de Moivre (1667—1754) et Jean-Jacques d’Ortous de Mairan (1678—1771). 
Mais ce n’est que chez Euler que Ton trouve le commencement d*une tbeorie de ce 
probleme. 

Euler distingue deux sortes de routes: 1) celles ou le cavalier, apres avoir parcouru 
toutes les cases, pent sauter de la derniere a la premiere; elles rentrent done en elles-memes 
{routes fermees)^ elles permettent de resoudre le probRme en commen^ant par n’importe 
quelle case donnee d'avance; 2) les routes qui ne sont pas rentrantes en elles-memes et 

1) Voir la lettre du 26 avril 1757 publiee par P.-H. Fuss dans la Correspondance mathe- 
maUque et physique de quelques cSlebres geomUres du XVIIP^^ sidcle, 1, St.-Petersbourg 1843, 
p. 654—655. 

2) Voir A. VAN der Linde, Geschichte tmd Literatur des Schachspiels, Berlin 1874, 1, p. 101. 
Get auteur estime a mille ans a peu pres Tage du jeu des echecs. 

3) Voir J. OzANAM (1640—1717), BeerSations mathimatiques et physiques ^ Paris 1694; 
edition de 1725, p. 260. 

b* 
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qni, par consequent, ne sont valables que pour une case initiate determinee {routes ouvertes), 
Euler indique une methode pour trouver des routes ouvertes, puis un procede permettant 
de decouvrir plusieurs routes fermees lorsqu’on en counait une qui ne jouit pas de cette 
propriete. II expose ensuite une methode pour decouvrir des routes encore plus curieuses. 
Par exemple, Tecbiquier etant partage en deux parties egales par une parallele a Tun des 
cotes, arranger la route de maniere que le cavalier parcoure la premiere moitie entierement 
avant de penetrer dans la seconde, ou encore: de fa 9 on que la route soit symetrique par 
rapport au centre de Tecliiquier. Puis Euler considere des carres ou le nombre des cases, 
est different de 64. Pour w = 2, 3 ou 4, il n’y a point de solution. Le premier carre 
que le cavalier puisse parcourir est done celui de 25 cases, et dans ce cas, il faut ou 
commencer ou finir par une case angulaire. Pour n impair, il n’existe pas de route 
fermee. Enfin, Euler generalise le probleme a des ecliiquiers rectangulaires ou en forme 
de croix. 

Le memoire Eulerien fut reimprime en 1849, avee une ortbographe adaptee au temps, 
dans les Oommentationes aritlimeticae, t. 1, 23. 337—355. On en trouvera un extrait 
dans The journal of science and the arts, London 1817, p. 72—77, sous le litre: 
An account of Eulers method of solving a problem, relative to the move of the Jenight at the 
game of chess, 

Le probleme du saut du cavalier a donne lieu a de tres nombreuses publications. ’•) 
D’interessantes recherches ont pour objet les diagrammes du saut du cavalier, e’est a dire 
les lignes brisees ou les polygones qu’on obtient en joignant par des segments de droite 
les centres des cases successivement parcourues. Les solutions ou les chiffres qui indi- 
quent I’ordre de succession des cases se trouvent arranges de fafon a donner pour chaque 
ligne et pour chaque colonne une somme constante, qui est 



dans le cas de Techiquier ordinaire, constituent la categoric des sauts de cavalier magiques. 
On en connait 242 differents, les uns ouverts, les autres fermes. En void un exemple. 


1) On trouvera de nombreuses references bibliographiques dans Touvrage de W. Ahrens, 
Mathematische Unterhaltungen und Spiele, 2. Aufl., 1, Leipzig und Berlin 1910, Kap. XL 

2) Voir A. Or^taine, Etudes sur le probleme de la marclie du cavalier au jeu des dchecs, 
Paris 1865, avec 25 tables; voir aussi les recherches de Th. Parmentier, Association fran 9 aisc 
pour Pavancement des Sciences, 20 (Congres de Marseille) 1891, 21 (Pan) 1892, 28 (Caen) 
1894 (Publication sp4ciale). 
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260 

260 

260 

260 

260 

260 

260 

260 


Les carres en question ne sont eux-inemes qiie semi maglqiies, puisque les 8 cases de 
chacune des deux diagonales ne donnent pas la meme somme 260. Je reyiendrai ci-dessous 
a la connexion entre le probleme de la marche cayaliere et celui des carres magiques. 

Vandermonde^) (1735—1796) a le premier generalise le probleme a Tespace, imagi- 
nant un „echiquier a trois dimensions'^ ou les cases sont petits cubes que le cayalier 
parcourt toujours dapres la meme regie. Vandermonde a donne une solution pour le cas 
le plus simple possible qui est celui de 9^ = 4.^) Enfin, on a generalise encore la que- 
stion en admettant que le saut du cayalier, au lieu dayoir les composantes (2; 1) comme 
dans, le jeu des febecs, ait les composantes (2; 3) ou (2; 5) etc., ou en general (a; 6). 
On Yoit de suite que la condition de parcourir toutes les cases ne pent etre remplie que 
si la somme a + 5 des composantes est un nombre impair; sinon, le cavalier ne parcourt 
que des cases de meme couleur. Quant au nombre des solutions possibles pour un ecbi- 
quier de w* cases, il augmente tres rapidement avec w, suivant une loi encore inconnue. II 
est enorme, quelques centaines de millions, dans le cas de Tecbiquier ordinaire.®) 


1) Ch.-A. Vandermonde, Bemarques sur les probUmes de siiuaiion^ Histoire de TAcademie 
des sciences pour Tannee 1771, Paris 1774, p. 666—575. 

2) Bes solutions pour un ecbiquier tridimensionnel de 5®, 6®, 7® et 8® cases ont ete donnees 
par A. H. Prost, On the Kniglifs Bath, Quarterly Journal of Matk 11, 1877, p. 123 — 125; 
ibid. p. 354-359. 

3) Voir Pouvrage deja cite de W. Ahrens, Mathematische UnterJialkmgen und Spiele^ 2. Aufl., 
1, Leipzig und Berlin 1910, Kap. XL 


50 


24 

63 

14 

37 

26 

35 

23 

62 

51 

12 

25 

34 

15 

38 

10 

49 

64 

21 

40 

13 

36 

27 

61 

22 

9 

52 

33 

28 

39 

16 

48 

1 

60 

1 

20 

1 

41 

54 

29 

59 I 4 

i 

t 

45 

8 

i 

53 1 

1 

32 

17 

i 

1 42 

6 

47 2 

1 

57 

44 1 

j 

19 

1 

30 55 

3 

58 

5 

46 

31 1 

56 j 43 18 

! 


260 260 260 260 260 260 260 260 
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§ 4, Le memoire 476, Observatioms circa novum et singulars serierum genus, presente, 
d’apres les actes, le 4 jnillet 1771 a rAcademie des sciences de Saint-Petersbourg, publie en 
1776, est consacre a I’etude d’lme nouvelle et singuliere espece de series qu^ Euler decouvrit 
en cberchant la theorie mathematique dn „jeu de Josepb^^, appele aussi „jeii de saint Pierre^^. 
Saint Pierre etait une fois sur un bateau avec 15 cbretiens et 15 payens. Survint une tem- 
pete si effroyable que le capitaine declara tout perdu, a moins que la moitie de Tequipage 
ne flit jetee a la mer. Qui sacrifier? Saint Pierre proposa de proceder conune suit: les 
30 bommes etant postes en rond, Tofficier les denombre en comptant toujours de 1 a 9, 
et c’est cbaque fois le neuTieme bomme qui est jete a la mer. Saint Pierre pla^a les 30 bommes 
tres babilement dans Tordre suivant: 4 cbretiens, 5 payens, 2 c., 1 p., 3 c., 1 p., 1 c., 2 p., 
2 c., 3 p., 1 e., 2 p., 2 c., Ip.; et le resultat en fut que le sort tomba precisement sur les 
15 payens. La solution de ce probleme est contenue dans le vers nmemotecbnique: 

Populeam virgam mater regina tenebat, 

on dans ceux*ci: 

Mart, iu ne falliras pas 
JEn me livrant le tr^as, 

ob I’on doit faire abstraction des consonnes et ob les voyeUes a, e, i, o, u representent les 
nombres 1, 2, 3, 4, 5 respectivement 

Si des 30 bommes susmentionnes, un seul doit subir la peine, savoir celui qui restera 
finalement, quand on aura elimine les 29 autres de la mani^re ci-dessus decrite (cbaque fois 
le neuvieme), il importe de savoir determiner a Pavance le num&o fatal ob finira ce d^- 
nombrement par neuvaines. Dans le cas particulier, c^est a Tbomme qui occupait le 
2 ii 6 me Po^dre primitif. C’est de ce deuxieme probRme que vient le nom de „jeu 

de Joseph^. La legende raconte en efFet de Tbistorien juif Flavius Josephus, mort vers 
Tan 95 de Tere chretienne, que, lors de la prise de sa viUe par les Romains, il se refugia 
avec 40 autres Israelites dans une cave. Plutot que de tomber aux mains des Romains, 
ils deciderent de se donner mutuellement la mort, malgre les conseils de Joseph. Alors 
celui-ci, pour sauver sa vie, proposa de proceder comme ci-dessus indique, le neuvieme bomme 
etant cbaque fois tue par les survivants. Joseph resta finalement seul. 

L’etude de cette question et de ses generalisations fournit les series dont il s'agit. Au 
lieu de 30, prenez un nombre entier x quelconque et au beu du eliminez cbaque fois 
le vous obtiendrez alors les suites envisagees dans ce memoire. Euler etudie «la 

serie des rejetes» dans divers cas particuliers et en indique de curieuses proprietes. Pour 
n et X entiers positifs quelconques, on ne connait pas de metbode generate permettant de 
determiner le numero final par le calcuL 
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§ 5. Dans le memoire 738, Solutio quaestionis mriosae ex doctrina coYribinationum, 
presente a TAcademie des sciences de Saint-Petersbourg le 18 octobre 1779, mais pnblie 
seulement en 1811, Euler resout le probleme suivant: etant donnes n objets ' quelcoiiq[iies 
places dans un ordre determine, par exemple n lettres a, b, c, d, ,, tronver de combien 
de manieres differentes on pent intervertir leur ordre de telle fa§ 0 ]i qu’aucun des dits ob- 
jets ne garde la place qn’il occupait dans Tarrangement primitif. Designant par 11 (n) le 
nombre de ces permutations sp^ciales, on voit immediatement que JT(1) = 0, J7(2) = 1, 
17(3) =* 2, et Ton verifie que 77(4) =- 9, 77(5) = 44, 77(6) = 265 etc. 

Euler deduit la formnle de recurrence 

+- 1) = {77 (n) + n(n --• 1)} 

et demontre qu’elle est eqnivalente a cette antre 

n(n)==^n^ n(n-l)+(- 1 )«. 

Un complement de ces recbefcbes, pnblie pour la premiere fois dans ce yolume 
p. 542--545, s’est trouve dans le carnet mathematique Hg. Euler y resout le probleme 
snivant: ayant assigne a cliacun des n objets donnas nne place determinee, tronver de com- 
bien de maniferes differentes on pent les permnter de fafon qu onbien aiicun ne reste en 
place, ou qu’un seul ou 2 seulement ou 3 seulement ou 4 seulement etc., de ces objets, 
garden! la place qu’ils occnpaient dans rarrangeinent initial. Le nombre des objets qui 
doivent rester en place etant ^ 1, Euler trouve pour le nombre des permutations encore 

possibles la formule 

et Tapplique aux cas particuliers de 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, avec les diverses valenrs pos- 
sibles de L L’analogie de cette formule avec celle que trouve Euler dans le memoire 201 
montre la connexion qu’il y a entre ce probleme de permutation et le calcul de la proba- 
bilite dans le jeu de rencontre. 

§ 6. A r^tude des carr^s magiques, Euler a consacre deux memoires et de nom- 
breuses pages de ses carnets raatbematiques. Si Ton reussit a placer, dans les cases 
d’un carre dispos^es comme sur un damier, nombres entiers, dits les Aments du carre, 

de telle fa^on que la somme en soit la meme dans chacune des n lignes, des n colonnes 
et des deux diagonales da carre, on a construit «nn carre magique de n.» La somme con- 
stante est dite la constante magique ou la constante du carrL On ne connait pas Torigine 
de ce genre de speculations. Les carres magiques trouves en Cliine et dans les Indes re- 
montent a une dpoque qu’il est difficile de d^termiaer. En Occident, les premiers ecrits 
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relatifs aux earres magiqiies se trouvent chez les Arabes, au neuvieme siecle de notre ere.^) 
O’est probablement aux Arabes, peut-etre deja anx Israelites, qnll faut faire remonter Tusage 
de ces earres en astrologie et comme talismans, usage qui leur a valu le nora de magiques, 
Au et surtout au siecle, on rencontre en grand nombre des earres magiques 

sur des amulettes. Es ont joue un role important dans les sciences occultes. 

11 n’existe pas de earre magique de 2. Le carre magique le plus simple possible est 
done celui de 3. Sa constante magique est 15, comme le montre Texemple ci-dessons. 


4 

9 2 

3 

5 7 

00 

1 6. 


On conTient d’envisager ee carre comme equivalent anx 7 autres earres magiques que Ton pent 
en deduire en le faisant tourner, autour de son centre, dun on de deux ou de trois angles 
droits, et en regardant de bas en taut chacun de ces quatre earres. C’est dans ce sens 
que Ton p)eut dire: «il n^y a qu'un seul carre magique de 3». On etend la meme convention 
anx earres magiques de n. II existe 880 earres magiques de 4 essentiellement differents.^) 
Le plus ancien se trouve sur une gravure d’ALBRECHT DtlRER (1471—1528) intitulee Me- 

16 ' si 

I 1 

5 j 10 

9 I 6 

4 15 

lancoUa^ burinee en 1514, et cette date est formee par les quatre chiffres du milieu de la demiere 

1) Le premier traite sur ce siijet est attribue au matbematicien arabe Tabit ben Korbah, 
mort eu 901. Toir PEncyclopedie des sciences matbematiques pures et appliquees, 
edition fran^aise redigee sous la direction de Jxjles Mouk, t I, vol. 3, fasc. 1, Paris et Leipzig 1906, 
p. 63, note 349, Yoir aussi H. Sutbr, Ahliandl. mr Gesoli. d. Math. 12 (1900), p. 36, 93, 136, 
139, 146, 218. 

2) Ils ont tons ete donnes par B. Fr:]6nicle de Bessy, Table generate des quarrel magiques 
de quatre, pnbliee (apres la mort de Prj^nicle) par Ph. be La Hire, Divers ouvrages de 
Matbematiques et de Physique par Messieurs de FAcadeniie Royale des sciences, 
Paris 1693, p. 484. iTouvelle Mition dans les Memoires de TAcademie des sciences 
1666 — 1699, t. y, Paris 1729, p. 303. Voir aussi les lettres de Pr^nicle de Bessy et de 
Fermat a Mersenne, de 1640. Oeuvres de Fermat 2, Paris 1894, p. 182—199. 
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lig-ne. On voit en effet sur cette grayure, parmi toutes sortes d’objets et d’etres all^ori- 
qiies, le carre ci-dessus.^) 

Le nombre des carres magiques de n angmente tres rapid ement arec sniTant ime 
loi inconnue. On n'a pas meme encore determine lenr nombre ponr > 4. 

§ 7, Dans le trayail De qmdratis magicis qni s’est trouve dans le premier de ses 
carnets mathematiques, travail redige probablement en 1726 et publie pour la premiere fois 
dans ce volume, p. 535 — 539, Eulee enseigne a former, a Taide des termes d’lme progres- 
sion aritbmetiqne de raison donnee == r, le carre magique dont la constante soit un nombre 
6 egalement donne d’avance, puis a construire un carre magique dont on present la con- 
stante magique = 6 et Telement le plus petit = a. Generalisant ces «carres a progression 
aritlimetique», on a etudie les carres magiques a nombres triangulaires ®), ou a nombres 
non consecutifs quelconques en particulier les carres magiques dont les elements sont 
tons des nombres premiers.^) 

Le memoire 795, De quadratis magicis, fut presente a TAcademie des sciences de 
Saint-Petersbourg le 17 octobre 1776, mais publie seulement en 1849 dans les Commen- 
tationes arithmeticae, puis reimprime en 1862 dans les Opera postuma. Le manu- 
scrit qui est de la main de Golowin a ete examine pour la presente reimpression du me- 
moire, ce qui a motive quelques leg^res modifications au texte de Tedition originale. Euler 
y donne des regies nouvelles pour construire des carres magiques, a I’aide de lettres latines 
et grecques auxquelles sont attribuees des valeurs en progression aritbmetique. Comme ce 
travail a redige en 1776 et le memoire suivant, Recherches sur une nomelle espece de 
quarr^s magiques (no. 530 de VIndex d'ENESTR^u), en 1779, il est probable qu’on doive voir 
dans cette idee des lettres grecques et latines, elaboree en 1776, le germe de la notion de 
carre latin et du memoire 530. 

§ 8. II y a une connexion remarquable entre le problfeme des carres magiques et le 
saut du cavalier. Deja Manuel Moschopoulos, qui vivait vers Tan 1300®), indique la 

1) Sur la gravure de Durer se trouve par erreur a la place du cbiffre 9 le chiffre 2 pour 
la seconde fois, et dans le titre, Mdencolia, un e au lieu d^un a. 

2) Yoir Y. Coccoz, Carrds magiques d nombres triangulaires, Association fran 9 aise pour 
Tavancement des sciences, 15 (Nancy) 1886, II, p. 130; 21 (Pau) 1892, 11, p. 147; id. Carres 
magiques d mmbres non consecutifs, ibid. 23 (Caen) 1894, II, p 163, 

3) P. DE Lafitte, Le carre magique de 3, Paris 1904. 

4) A. GfeARDiN, dans SpMnx-Oedipe, Nancy 1920, p. 167, Questions 727 et 736; ibid. 
1921, p. 170--171. 

5) P. Tannery a publie Le traite de Manuel Moschopoulos sur les carries magiques, avec 
traduction en fran 9 ais, dans PAnnuaire de PAssociation pour Pencouragement des itudes 

Lbosthardi Euleri Opera omnia It Commentationes algebraicae c 
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12 
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metliode suivante permettant de construire immediatement tin carre magique de n, dn moins 
lorsqne n est impair. 1) Mettre le nombre 1 dans la case du milieu de la premiere ligne 
du carre; 2) faire un saut de cayalier, par exemple 2 pas vers le bas et 1 vers la droite, et 
placer le nombre snivant, 2, dans la case ainsi obtenne; 3) continuer a placer de la meme 
fa 9 on, par la marcbe cavaliere, les nombres successifs; 4) quand on arrive ainsi a une case 
deja occupee, il faut supprimer pour une fois le saut du cavalier et placer le nombre sui- 
vant (dans Texemple ci>dessus, ce nombre suivant est 8 ou 15 ou 22 on 29 etc.) quatre 
cases plus bas que celle qu’on vient de remplir; puis 5) continuer a nouveau et toujours 
par le meme saut de cavalier; 6) dfes que le cavalier sortirait ainsi du carre, on Vy fait 
rentrer par Textremite opposee de la meme ligne ou colonne. Pour 1, on obtient par 
exemple le carre magique ci-dessus, dont la constante magique est 

Y • 7 • (7* + 1) = 7 • 26 - 175. 

On peut aussi envisager le carre magique de 3 (voir § 7) comme forme par cette metbode. 

Ce carre magique de 7 est plus que magique, il est panmagique'^) ou pandiagonaV) 


grecques, 20, 1886, p. 88—118. Voir aussi P. Tannery, Bulletin des sc. math, et astro- 
nom. (2) 8, 1884, I, p. 263—277, et S. Gunther, V&rmiscUe Untersuch, zurGesch, d, math, Wiss., 
Leipzig 1876. 

1 ) ISTom du a G. Tarry, Carres panmagiques de base 3n, Association fran^aise pour 
Tavancment des sciences 32 (Angers) 1903, II, p. 130. Voir aussi Revue scientif. (4) 20 
( 40 i 6 me annee), Paris 1903, p. 373. 

2) Denomination due a E, Mac Clintock. Voir On the most perfect forms of magic squares 
with methods for their produciion, American Journ. of Math. 19, 1897, p. 99. Plusieurs autres 
denominations ont ete proposees. En Prance, on appelle ces carres generalement carris diaholiques^ 
d^apres Ed. Lucas, Bkreations mathematiques 1, Paris 1882, preface p, XVn. 
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ou diabolique^ c^est a dire qu’on tronve la constante magique 175 non seulement dans cha- 
eune des 7 Hgnes, des 7 colonnes et des 2 diagonales principales ad et mais aussi 
dans cEaque diagonale Irisee^ c^est a dire dans les 12 files paralleles aux diagonales ad 
on tc. Par exemple 

(32 + 17 + 2 + 36 + 28) + (13 -h 47) 

donne anssi 175. 

Euler a considere des carres pandiagonanx dans le memoire 530, et c^est ponrqnoi 
jlntrodnis cette notion ici. Les carres pandiagonanx constituent un type remarquable de 
carres magiqnes sonmis a des conditions supplementaires; ils restent magiques lorsqn’on 
les partage dune maniere qnelconque en deux rectangles, %aux on in%anx, par une paral- 
lele a IW des c6tes et que Ton transpose ensnite les deux rectangles. Oette op&ation 
transforme une diagonale brisee en diagonale principale et reeiproqnement. Si Ton imagine 
la figure ci-dessus decoupee et enroulee sur nn cylindre de maniere que les bords ac et hd 
soient reunis, on aura un cylindre magique. Enfin, ce cylindre etant recourbe de maniere 
que les bords ah et cd coincident a leur tour, on obtiendra un tore magiqiie, et la difference 
entre diagonale brisee et diagonale principale aura disparn entierement. 

Qnand n est iin nombre impair non diTisible par 3, la methode dn sant dn cavalier 
permet de remplir le carre on le tore magiqnes quelle qne soit la case initiale; mais si n> 
est impair et divisible par 3, on ne pent arriver a nn carre magique par cette metkode 
qu’en commen 9 ant par certaines cases, par exemple celle indiquee par Mosckoponlos, et 
dans ce cas le carre cesse en general d’etre pandiagonal, tont en restant magique. II n’y 
a pas de carre magique pandiagonal de 3, il en existe 48 de 4. Bn general, si y est un 
nombre impair, il n’y a pas de carre magique pandiagonal de n,'^) 

On appelle carre magique aux deux premiers degree nn carre magique qni reste 
magique, qnand on remplace chaqne element par son carre. Aucnn carre magique de 3 


1) E. Mac Clixtock, American Journ. of Math. 19, 1897, p. 110. 

2) En France, on les designe generalement sous le nom de carres sataniques. Voir Ed. Lucas, 
Recreations mathematiques 4, Paris 1894, p. 226. M. Frolov, jtgalites d deux degres, Bulletin 
de la Soc. math de France, 17, 1888/89, p. 69—83. V. Ooccoz, Association fran^aise 
pour ravancement des sciences 21 (Pan) 1892, 11, p. 136; 22 (Besan^on) 1893, II, p. 171; 
28 (Caen) 1894, II, p. 176; 24 (Bordeaux) 1895, II, p. 102; 81 (Montanban) 1902, II, p. 137. 
Voir anssi B. Portier, Le carrd diaholigue de 9 et sou derive, le carre satanique de 9 etc.] 
Alger 1895; 2®. ed., Paris 1902. A, Eilly, Etude sur les triomgles et les carres magigues aux deux 
jyremiers degres. Troyes 1907. 

On a envisage encore bien d^autres types particnliers de carres magiques et aussi de nom- 
breuses generalisations de ces carres. «La terminologie est, a cet egard, aussi variee que pittores- 
que», dit M. Maillet dans son article cite a la note suivante. 
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ni de 4 n’est magiqne au deuxieme degre, mais on en a construit de 8, de 9, de 10, de 14, 

de 16. (Yoir aussi le memoire 407, vol. le, p. 287.) 

Ajontons que, des le 17^^“® siecle, on a cRerclie a etendre les regies de formation des 

Carres magiques a d’antres figures que le carre. On a construit des rectangles magiques, 

des cercles magiques, des cubes magiques envisages deja par Feemat, des parallelipipedes 
magiques, des spheres magiques, des etoiles magiques etc. Les carres magiques ont re^u 
• des applications dans divers domaines et donne lieu a toute une Htterature speciale. 


§ 9. Le memoire 530, Becherelies sur une nouvelle espece de carres magiques^ lu, d’aprfes 
les actes, le 8 mars 1779 a TAcademie des sciences de Saint-Petersbourg, fut public en 1782 
dans les Memoires de la Societe des sciences de Flessingue dont Eulee etait 
membre depuis 1775. En 1849, on en fit une reimpression dans les Commentationes 
arithmeticae. C'est une reproduction litterale du memoire de Flessingue, sauf Fortho- 
grapbe modernisee. Parmi les documents envoyes a Zurich par TAcademie des sciences de 
Saint-Petersbourg se trouve un manuscrit qui n’est pas de la main d’EuLEE, mais qui parait 
etre une premiere redaction du memoire 530. En tout cas, le memoire de Flessingue suit 
ce manuscrit fidMement, presque toujours phrase apres phrase, mais exprime souvent les 
idees en d’autres termes. En void un exemple: Les deux derniers alineas de la page 391 
du present volume sont rediges comme suit dans le manuscrit en question: «Mais je dois 
avouer que j’ai trouve cette propriety par pure induction, et je ne vois pas encore comme 
on pourroit la deduire de la nature de la serie. Cependant, il y a un moyen dapprocher 
d’avantage de la verite de I’assertion que 


Q^nP — 


P± 1 

n 


Multiplions cette valeur, regardee un instant comme variable, par n; il y aura 

nQ = (nn — l)P ± 1, 

oubien en mettant pour plus de gen eraiite une lettre indeterminde f au lieu de I’unit^, soit, 
quelque valeur qu’ait la lettre veritablement 

n ^ == (nn — 1) P ± /*•» 

Ici, le manuscrit se termine brusquement. La fin du memoire 530 est done une adjonction 
faite plus tard. Dans la presente reimpression, je m’en suis tenu presque partout a 


1) Yoir Tarticle de E. Maiulet, Figures magiques^ dans TEncyclopedie des sciences 
mathematiques pures et appliquees, edition fran 9 aise t,I, vol. 3, fasc. 1, Paris et Leipzig 1906, 
p. 62—75; W. Ahrens, MathematiscJie Unterhaltungen und Spiele^ 2. Aufl. 2, Leipzig und Berlin 
1918, Kap. XII, Magische Quadrate^ p. 1—54; En. Lucas, Becreations mathematiques^ 4, Paris 1894. 
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Tedition de Flessingue, qni represente en general nne redaction revue et amelioree dn dit 
manuscrit. 

Le point de depart du memoire 530 est le fameux probleme des 36 officiers, de 
6 grades diff&ents et appartenant a 6 regiments diflferents. II s’agit de les ranger en un 
carre de 6 lignes paralieles, cliaciine a 6 officiers. mais de telle maniere que ni le meme 
grade ni le meme regiment ne soient representes deux fois sur une meme ligne ou colonne. 
«Or», dit Euler, «apres toutes les peines qu’on s’est dounees pour resoudre ce probleme, 
on a ete oblige de reconnoitre, qu’un tel arrangement est absolument impossible, quoiqu'on 
ne puisse pas en donner de demonstration rigoureuse,» Pour traiter le cas general od 
officiers, de n grades diff&ents et appartenant a n raiments differents, doivent etre re> 
partis en un carre de cases, conformement a Penonce ci-dessus, Euler introduit les 
notions nouvelles de formule directrice et de earre' latin, designes sous ce nom par Euler 
parcequ’il se servait de lettres latines pour les former. Ce terine a acquis droit de cite en 
Mathematiques. On appelle carre latin un carre de cases construit avec n elements 
seulement, disposes dans les cases de fafon qu’aucun de ces n elements ne figure deux 
fois dans une meme ligne ou colonne, mais que chacun figure dans cbacune. On 
rencontre des carres latins dans la theorie des substitutions. Euler parvient a la 
solution de son probleme general pour officiers en combinant des carres latins, a I’aide 
de ses «formules directrices», pour en former ce qu’on appelle aujourd’hui des carres eulmens. 

1) L’edition original© aussi bien que le manusciit susmentionne qui lui a servi de base, por- 

P + 1 . — P -j- 1 . 

tent a plusieurs reprises Q=nF — au lieu de Q^nJP-] — qui est seal exact. Be 

meme page 96 du present volume (mem. 334, § 26), Pedition originale a 1 — etc. au lieu 

de I -f. ~ “ etc. Toir Leoneardi ’Exileri Opera omnia^ series I, voL 6, p. 58, note 1. 

2) Voir W. Burnside, Theory of groups of finite order, Cambridge 1897, p. 20 et p. 49. 
E. Maillet a tent© un essai d^une theorie general© des carres latins et des carres magiques base© 
sur la theorie des substitutions entre n lettres. Voir Sur wne application de la theorie des groupes 
de substitutions d celle des carres magiques. Memoires de TAcademie des sciences de Tou- 
louse (9) 6, 1894, p. 258— '280; Sur les carres latins TEuler, Association fran 9 aise pour 
Pavancement des sciences 28 (Caen) I, 1894, p. 101—102; II, 1895, p. 244— 252. Applica- 
tion de la theorie des substitutions d celle des carres magiques. Quarterly Journ. of Math. 27, 
1895, p. 132—144. 

Le probleme fondamental de la theorie des carres latins consiste a determiner le nombre de 
carres latins que Ton pent former avec n elements. Ce probleme qui se rattaclie a la theorie des 
groupes n’est pas encore resolu. Voir i ce sujet les travaux de P. A. Mac Mahon, A new method 
in Combinatory Analysis, with application to Latin Squares and associated questions, Transactions 
of the Cambridge Philos. Soc. 16, 1898, p. 262—290; ComUnatorical Analysis. The foun- 
dations of a new theory^ Philos. Transactions R. Soc. of London, series A, vol. 194, 1900, 
p. 361-386. 
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On appeUe carre mlerien de n tout tableau carre dont les elements (k, m) sent formes 
de deux indices k et m (Exjler appelle le premier Tindice latin et le second I’indice grec), 
clioisis tons deux parmi les nombres 1, 2, 3, . . % mais de telle fa§on que dans chaque 

ligne et dans cliaqne colonne dn carre ne figure jamais deux fois le meme indice latin ni 
deux fois le meme in dice grec. Ces carres peuTent done etre envisages comme une generali- 
sation des carres latins. Oliaque carre eulerieu de n fournit une solution du probleme des- 
officiers. II n’y a pas de carre enlerien de 2; il y en a nn seul de 3, 

(2.1) (3,3) (1,2) 

(1,3) (2,2) (3,1) 

( 3 . 2 ) ( 1 , 1 ) ( 2 , 3 ) 

si Ton convient d^envisager comme equivalents ceux qubn en dMuit par rotation, par 
symetrie et par Fintervertion des indices grecs et latins. Eules demontre Texistence de 
solutions dans le cas oti n est un nombre impair ou un multiple de 4. II enonce la 
proposition que si =* 6 et en gen&al =4^ + 2, le probleme n’admet aucune solution. 
Mais Exjleu reconnait que «c’est la une induction bardie ». L’impossibilite dune solution 
du probleme des 36 officiers n'a ete demontree qu’au commencement du vingtitoe siecle. 

Dans le memoire 530 se trouve aussi une etude des carres enleriens diagonaux et 
pandiagonaux. Dans un carre diagonal, ni le meme indice latin k m le meme iudice grec 
m ne doivent figurer deux fois dans une des deux diagonales. De tels carres ont ete en- 
visages par Gauss. ^) Pour quW carre eulerien soit pandiagonal, ni le meme indice latin 
ni le meme indice grec ne doivent figurer deux fois dans une des deux diagonales princi- 
pales ni dans Tune quelconque des diagonales bris&s, pas pins que dans aucune ligne ou 
colonne, Les carres euleriens pandiagonaux, diagonaux et simples sont done dans la meme 
dependance que les carres pandiagonaux (ou diaboHques), carres magiques et carres semi- 

1) Par G. Tarry, puis par J. Petersen. Voir G. Tarry, Les perrmiations carries de lase S, 
Mem. soc. sc. Liege (3) 2, 1900, memoire no. 7 = Matbesis (2) 10, juillet 1900, suppl. 
P* 23 — 30; Le probleme des 36 officiers. Association fran 9 aise pour Pavancement des 
sciences 29, Paris 1900, I, p. 122—123; II, Paris 1901, p. 170—203. LTntermediaire des 
matbematiciens 7, 1900, p. 14—16; 12, 1905, p. 174. J. Petersen, Les 36 officiers, An- 
nuaire des matbematiciens 1901/2, publie par 0.-A,Laisant et A. Buhl, Paris 1902, p. 413—427. 

Pour le cas general on w=2 (mod. 4), la demonstration donnee par M. P. Wernicke, Las 
Problem der 36 Offissiere, Jabresberiebt der Beutseben Matbematikervereinignng 19 , 
1910, p. 264—267, a ete mise en defaut par M. Harris P. Mac Neish, ibid. BO, 1921, p. 151—153. 

2) Yoir Briefwechsel miscJien C, F» Gaitss md H. C. Scedmachek, berausg. von 0. A. P 
Peters, 4, Altona 1862, p. 63, lettre ecrite en 1842. Gauss a d’ailleurs exprinae dgalement la 
conviction que le probleme des 36 officiers n^admet point de solution. 
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magiques. Euler demontre qu’il n'y a pas de carre eulerien diagonal de 3. II constmit 
deux carres enleiiens diagonanx de 4 essentiellement differents et demontre Timpossibilite 
de carres euleiiens pandiagonanx de n, quand n est diyisible par 2 ou par 3. 

De tout carre eulerien diagonal de on pent deduire un carre magique de n, par 
exemple en y rempla 9 ant chaque elemenl} (Jc, in) par la valeur Et si le carre 

eulerien etait pandiagonal de n, la meme regie permet d'ea deduire un carre magique pan- 

diagonal. Mais Pinverse n’a pas necessairement lieu; il existe des carres magiques dont on 
ne peat pas deduire des carres euleriens, par exemple les carres magiques de 6. 

A la fin du memoire 530, Euler s’occnpe du nombre des solutions. Ce nombre 

augmente tres rapidement avec n. «Le parfait denombrement de tons les cas possibles de 
yariations semblables seroit un objet digne de Tattention des Geometres, d’autant plus que 
tons les principes connus dans la doctrine des combinaisons n'y sQauroient prefer le moindre 
secours», dit Euler. II fait lui-meme le premier pas vers la solution, en etabHssant deux 
formules de recurrence qu’il ramene Tune a Tautre. 


in. LE CALCUL DES PROBABILITES 

§ 10. Vers le milieu de sa vie, Euler consacra une partie de son universelle atten- 
tion a I’etude de la theorie des basards et de ses applications. En outre, Euler s’est 
occasionnellement occupe, dans sa correspondance, de questions relatives au calcul des pro- 
babilites. C'est ainsi qu’il a redige deux expertises sous forme de lettres adressees au roi 
de Prusse Frederic 11, la premiere en 1749 sur une loterie d’Etat dite Loterie genoise que 
preconisait alors un Italien nomme Eoccolini, la seconde en 1763 sur le projet d^un 
Hollandais nomme var Griethausen. Cette lettre de 1749 est le plus ancien ecrit 
d’EuLER sur les loteries. *) 

A ce propos, disons un mot de la fameuse Lcterie genoise ou Lotto des nonibres, ap- 
pelee aussi «Giuoco del Senimario». Laplace, on ne salt trop pourquoi, I’appelle « Loterie 
de TEcole militaire Cette loterie a inspire quatxe memoires d’EuLER et quelques pages 

1) On trouve ces lettres imprimees pour la premiere fois dans les Opera postuma, t. 1, 
St.-Petersbourg 1862, p. 550—562 (reponse a la lettre royale du 15 septembre 1749), et 
p. 553—654 (reponse a la lettre royale du 17 aout 1763). Voir Leonrardi Euieri Oj^era omnia^ 
series III. 

2) Voir la note 3, p. 101. 

3) P.-S. DE Laplace (1749—1827), Memoire sur les suites recurro^recmrentes et sm lews 
usages dans la theorie des hasards^ Mem. de Pacad. d. sc. de Paris (Savants etraugers), t. VI, 
1774, p. 365; Oemres completes de Laplace^ t. 8, Paris 1891, p. 16. 



XXIY 


PREPAOE D1 UEDITEUR 


de son carnet matMmatiqne H 5 , ecrit probablement de 1748 a 1750. Le bercean de cette 
loterie est sans donte la Yille de Grenes, on depuis des temps tres recules on pratiqnait les 
jenx de kasard. Le fait kistoriqne qni Ini a donne naissance semble etre la coutnme de 
faire decider par le sort qni anrait Fkonnenr d’etre Conseiller. Parmi les 100 candidats, 
tons senateurs, on tirait chaque annee an sort ponr designer les 5 qni occnperaient la plus 
haute charge. La population de la yille se mit a parier sur qui le sort tomberait. Lors- 
qne ce genre de paris devint genfcal, des banqnes privees, et pins tard le Gonyemement, 
organiserent ces jenx et en tirerent grand profit. Bientot, les noms des candidats etaient 
remplaces par des nnmeros. An lieu de 100, on en mit 90, et voila «la loterie genoiso. 
EUe consiste done a tirer 5 billets d’nne urne qui en contient 90, marques des nombres 
1, 2, 3, 4, . . . 90. On dit qne le ConseiUer Benedetto Gentile est I’inventenr de cette 
loterie et qn^en 1620 elle fut pratiqnee pour la premiere fois officiellement. L’Etat chercha 
a donner a ces tirages une certaine pompe en les faisant coincider ayee des ceremonies 
religienses. II semble cependant qne le penple de Genes ait jnge a sa juste yaleur ce jen 
anx consequences funestes, pnisqne la legende raconte que Satan, en guise de remerciements 
ponr services rendns, fit au Conseiller Benedetto Gentile Thonnenr de venir personnelle- 
ment le ckercher. 

Malgre les Inmieres de la raison, la participation a ces paris n’a cesse d’etre vive. 
Deja au 16'^“® siecle, des jenx de hasard furent interdits «comine etant immoranx et cau- 
sant la mine de nombrenses families ». Le Lotto aux 90 nnmeros fut prohibe a reiterees 
fois. Mais la Bepnbliqne de Genes, se trouvant a court d’argent, accorda elle-meme a un 
entrepreneur, contre bonne redevance, la concession d’exploiter ce jen (1643), et cet exemple 
fnt snivi dans bon nombre d’antres villes itahennes. Meme le Saint- Siege qni, d’abord, 
ayait banni cette loterie par les edits les plus severes, se yit entraine, par les doctrines du 
mercantilisme alors en vogue, a etablix nne loterie genoise dans ses propres Etats. D’ltalie, 
le Lotto des nombres prit le chemin du reste de I’Enrope, en une marche rapide et triom- 
pkale; il fut introdnit en 1751 a Tienne, en 1757 a Paris, en 1763 a Berlin par Frederic 
le Grand qui, au prealable, avait charge Eulee d’etudier la question au point de vue 
mathematiqne. En 1771 par exemple, 26 villes allemandes exploitaient ce jen de hasard. 
Apres avoir constate son infinence nefaste a pres que tons les points de vue, les Etats 
eurent mille peines a s’en debarrasser. Ce n’est qu’en 1861 qne la derniere loterie genoise 
disparnt d’Allemagne et au moment oii eclata la guerre mondiale, TAutriche et I’ltalie, 
malgre de lonables efforts, n^avaient pas encore renssi a extirper les pernicienx effets de 
cette institution officielle. 

§ 11 . Le memoire 812, Heflexions sur une espece singuliere de loterie, nommee Loterie 
gmoise, qui d’apres Jacobi fnt lu a TAcademie de Berlin le 10 mars 1763, mais public 



PEEFACE DE L^EDITEUR 


XXY 


seulement im siecle plus tard, en. 1862^ dans les Opera postuma, contient uue description 
et une tEeorie mathematique detaillees de cette loterie. Pour la presente reimpressiou de 
ce memoire, j’ai pu utiliser le manuscrit de Saint-Petersbourg*. J’ai constate que P.-H. voif Fuss 
(1798—1855), Tediteur des Opera postuma, a tres pieusement reproduit le manuscrit 
d’EuLEE, meme parfois des fautes de calcuL Je les ai rLaturellement eliminees; mais a part 
cela, je ne me suis ecarte du ananuscrit, pour suivre Tedition originale publiee par Fuss, 
que la oil elle constitue uue reelle ameHoratiou du texte du manuscrit. 

Eulee designe par n le nombre des billets couteuus dans Tume, uumerotes de 1 a 
et suppose qu’on eu tire t au basard. II salt donner aux fonnules qu’il deduit uue ele- 
gance remarquable. Specialisant eusuite les resultats trouves: 1) au cas ob w 90 et ^ ~ 5, 
ee qui correspond a la loterie geuoise historique, puis 2) au cas oil 100 et Euler 

calcule les probabilites de tons les cas qui peurent adrenir, puis dresse trois plaus com- 
plets «selon la loi d^egalite», puis trois plans arranges de telle sorte que, selou le caleul 
des probabilites, Fentrepreneur en tirera un profit fixe d’avance. La cause directe de ce 
memoire doit evidemment etre cbercbee dans Fexpertise que le roi de Prusse demandait a 
Eulee precisement en 1763, au moment de Fintroduction officielle de la loterie genoise a 
Berlin. Et I’ltalien auquel Euler fait allusion dans la premiere pbrase du memoire 812 
est le meme ROCCOLINI dont il avait examine le plan en 1749, a la demande de 
Fred^ieic II. 

§ 12. Le memoire 338, Sur la ^rolabilit^ des sequences dans la Loterie gmoise, redige 
en 1767, fut publie la meme annee dans les Memoires de FAcademie des sciences 
de Berlin. Pour la presente reimpression de ce travail, j’ai utilise le manuscrit eulerien, 
d’oti quelques modifications de detail au texte de Tedition originale. Eulee y traite le 
difficile probleme des sequences. On nomme ainsi le fait que 2 ou 3 ou 4 parmi les 
5 nombres qu’on tire de Fume, ou que tous les 5, se suivent dans Fordre naturel. Par 
exemple, si Fon sort les numeros 19, 20, 21, 40, 41, dans un ordre de succession quel- 
conque, il y a une sequence de trois qui est 19, 20, 21, et trois sequences de deux qui sont 
19, 20; 20, 21; 40, 41, Par des inductions merveilleuses que le raisonneinent vient ensuite 

l) Yoici les principaux germanismes 4liinines deja par Fuss, l) An probleme 4, p. 473 
de ce volume, le manuscrit porte: Des nombres A, J5, C, il se trouvent^ dans les hiUets tirSs, tous 
les 3, 2 seulement^ tm seul^ nul. C^est manifestement la traduction trop litt^rale de Fallemand 
„Es finden sich . . et j’ai ecrit le singulier; ,, .Use trouvCy dans les billets ... 2) A la page 470: 

. . Qu'aucun ne s^y troiwe, la probabilite est . . .; le manuscrit porte: qu'aucun ne s'y trouve pas, 
la probability est .. . 3) A la page 479, j’ai ecrit avee Fuss: ce qui nous mdne aux reckerches sui- 
vantes, alors que le manuscrit porte: ce qui nous mhne d des recJierches suivanteSy traduction trop 
litterale de Fexpression allemande „zu folgenden Resultaten^^ 

Lsonhabdi Eclbri Opera omnia It Commentationes adgebraicae 
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corroborer, Euler resout ce probleme general: le nombre des billets marques des nombres 
naturels 1, 2, 3, 4^ . . . etant quelconque = n', si Ton en tire m billets au liasard, deter- 
miner toutes les probabilites qui peuvent avoir lieu a Tegard des sequences. Ici de nou- 
veau, Euler decouvre des liens inattendus entre ce probleme et la theorie des nombres, 
notamment avec le nombre des decompositions possibles d'un nombre entier donne en une 
somme de nombres entiers plus petits que lui. 

§ 13. Dans le.memoire 600, Solutio qicarundam quaestionum diffbciliorum in calculo 
l?robdbiUum, qui d’apres les actes fut presente a TAcademie de Saint-Petersbourg le 8 octobre 
1781 et public en 1785 dans les Opuscula analytica, Euler s’occupe encore de la 
loterie genoise. Apres cbaque tirage, on remet dans I’ume les 5 numeros que Ton en a 
sortis. Quelle est la probabilite que, apres une serie de s tirages, tons les numeros de 1 
a 90 soient sortis sans exception, on au moins 89 d’entre eux ou au moins 88 etc. 
Rempla^ant les nombres 90 et 5 par m et i, Euler decouvre des relations remarquables 
entre ces nombres entiers, en utilisant un symbole special pour representer les coefficients 
binomiaux. Deja dans ses lettres au marquis DE CoNDORCET (1743—1794), des annees 
1775 et 1776, et dans son memoire 575 redige en ^776 (publie seulement en 1784), 
Euler avait vu la grande utilite qu’il y a a designer par un symbole special les fractions 
de la forme 

— 11 + 1 ) 

1 - 2 * 3 *. 

que Ton designe aujourd’iui generalement par Euler les represente par dans 

quatre memoires et par dans celui qui nous occupe. Le Comite de redaction a decide 
de remplacer les crockets par des parentheses rondes. ^) 

Le memoire 813, Analyse d'un probleme du calcul des probabilites^ dont on ignore 
Tepoque de redaction, fut publie en 1862 dans les Opera postuma. Pour la presente reim- 
pression de ce travail, j’ai utilise le manuscrit de Saint-Petersbourg, ce qui a motive quelques 
legers ckangements au texte de Tedition originale. Ce memoire est %alement inspire par 

1) Euler renvoie a ses reckerckes anterieures sur la decomposition additive des nombres 
entiers. II s^agit principalement des deux memoires suivants: l) Mem. 158, Observationes analyiicae 
variae de combinationibus , Comment, acad. sc. Petrop. 13 (1741/43), 1751, p. 64— -93; 
Leonmardi Euleri Opera omnia, series I, vol. 2, p. 163—193. 2) Mem. 191, Be partitione 
nmierorum^ Novi comment, acad. sc. Petrop. 3 (1750/51), 1753, p. 125— 169; Leonmardi 
Euleri Opera omnia^ series I, vol. 2, p. 254—294. L'editeur du tome I,, Monsieur Runio, a donne 
un excellent resume de ces deux memoires dans sa preface, p. XVIII— XX. Voir aussi la note p. 149 
du present volume. 

2) Voir la note siiu bas de la page 409 du present volume et la note 1 p, XXXVni. 
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la loterie genoise. II se rapporte a des tirages fails d’ane ume qui contieiit N billets 
marques des numeros 1, 2, 3, . . . N, doat on tire p au hasard. Les ay ant remis dans Tume 
et bieu meles aTCC les autres, on opere un nouveau tirage de p billets et ainsi de suite, a 
g reprises successives. Eulee determine la probabilite que le billet marque a, ou a est 
run des nombres 1, 2, 3, . . . ne soit jamais tire, ou ne soit tire qu’une seule fois ou 
deux fois ou trois fois etc., ou enfin quil sorte a chacun des q tirages. Dans la seconde 
partie du memoire, Eulee traite le probleme difficile que void. Quand des N billets on 
en aura tire p, et cela a q reprises suceessives, il est certain qu’au moins N -- qp billets 
ne seront pas sortis. Mais il est possible qu’un meme billet soit tire plus d’une fois et 
qu’ainsi le nombre des numeros non sortis soit JS! — qp ■+■ 1 ou N — qp 2 ou 
N ~ qp 'B etc., ou meme N—p, si Ton attrape par hasard les memes billets dans les q 
tirages. Par une induction merveilleuse, sans d’ailleurs donner la demonstration complete 
de ses resultats, Euler arrive a dderminer la probabilite de ces ditferents cas, a Taide 
d’une identite remarquable. 

La variete et la difficulte des problemes mathematiques qu’EuLEB sut voir dans la 
loterie genoise sont si gran des que, depuis lors, Tintdet des g^om^tres leur est reste acquis. 

§ 14. Dans einq autres travaux encore, on voit Tillustre geometre traiter des que- ' 
stions difficiles se rapportant aux jeux de hasard. D'apres G. Gr. J. Jacobi, un memoire 
intitule Galcnl des prdbabilites dans les jmx de Msard fut presente a TAcademie de Berlin 
le 8 mars 1753. O’est probablement le memoire 201: Colcul de la probabilite dans le jea 
de rencontre^ publie en 1753. Une analyse en parut dans les Nova Acta eruditorum, 
Leipzig 1754, p. 179. Eulee y suppose deux personnes, A et B, ay ant cbacune en main 
un entier jeu de cartes. Elies en tirent, simultandment chaque fois, une carte apres I’autre 
jusqu a ce que les deux personnes sortent la meme carte. On dit alors qu’z7 y a rencontre. 

Le joueur A parie que cela se produira; si une telle rencontre n’arrive point, c’est B qui 
gagnera. Pour generaliser, Euler remplace les n cartes par des billets num&otes 
1, 2, 3, 4, ... w et demontre que la probabilite de gain pour A est egale a 

1 _ -L 4- i- L 4. -i L . . 4 + i . i.. . 

Il en resulte que le rapport des probabilites est a peu pres comme 12 est a 7, plus 
exactement comme 1720 est a 1001. Sur 19 parties jouees, 12 feront done probablement 
gagner A. 

Quand le nombre des cartes augmente audela de toute limite, il s’introduit, chose 
remarquable, le nombre 6 = 2,718281828 459045..., base des logaritbmes naturels; la 
probabilite qu’il n’y aura pas rencontre est — • 

d* 


f 
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Daos son eamet mathematique Hj, eerit de 1748 a 1750, Eulek a redige snr le 
meme pxobleme une note en latin, on il arriTC naturellement an meme resultat. EUe contient 
en plus deux developpements remarquables en fraction continue, developpements qu’EuLEE 
avait deja deduits en 1737.^) 


«-l = 1 -f- 


2 + 


et 


4 + 


1 + ^ j 

1 -f-_ 


6 +: 


1 + 


8 ©tc. 


e — 1 1 




10 - 


14 - 


18 - 


22 -f etc. 


A signaler encore la connexion entre ce probleme du jeu de rencontre et celni des 
permutations sp&iales traite ci-dessns an § 5. 


§ 15. D’aprfes Jacobi, le memoire 313, Sur Vamniage du Bmquier au jeu de Phtwaon, 
fut presente le 27 fevrier 1755 a I’Academie des sciences de Berlin, et un second memoire 
portant le meme titre y fut presente le 20 juillet 1758. On ignore s’il s^agit du meme 
travail on de deux travaux differents. La puMeation^) eut lieu en 1766. Euler, apres 
avoir determine les probabilites dont depend Tavantage du Banquier, condense les resultats 
nummques en un grand tableau dont il deduit quelques regies pratiques pour les Pontes. 
«Un prudent Ponte conclut-il, «peut toujours faire en sorte que I’avantage du Banquier 

1) Toir le memoire 71 (de V Index d'JSnESTJio^i Be fractimibus continuis. Comment, acad. 

sc. Petrop. ^ (1787), 1744, p. 98--137, § 21 et 22; Leonhajldi JEuzert Opera omnia^ 

c 1 

series I, vol. 1 4. La fraction continue donnant — — se trouve aussi dans Ylntrodudio m analysm 
ififinitorumy Lausannae 1748, 1. 1, cap. 18, § 381; Leonhardj Puleri Opera omniay series I, vol. 8, 
p. 388. 

2) Il est tres cnrieux que le tome 20 des Memoires de PAcademie des sciences de 
Berlin ait paru en 1766, alors que le tome 16 ne parat qu'en 1767. Explication; Les 13 pre- 
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suipasse a peine un pour cent». La fin de ce memoire est remarquable: Euler y utilise 
le calcul integral pour arriTer a la sonunation de certaanes series de la forme 


oo 



Get artifice, dont il a freqnemment fait usage avec le plus grand succes, est devenu une 
veritable metbode d’investigation et a donne une celebre formule de sommation. Je rap- 
pelle qu’en 1741 pour la premiere fois^), Euler avait eu recours aux ressources du calcul 
infinitesimal pour la solution de questions relatives a la theorie des nombres, et Ton sait 
quelle moisson abondante fut le fruit de eette union de deux domaines qui semblent si 
disparates: celui du continu oil regne Fanalyse matbematique superieure, et celui du dis- 
continu ob regne le nombre entier. 

§ 16. Le memoire 412, Solution d'une question ires difficile dans le calcul des proha- 
hiliteSy fut d’apres Jacobi presente le 29 novembre 1770 a I’Academie des sciences de 
Berlin, qui le publia en 1771. Lldee en avait ete suggeree a Euler par Texpertise qu’il 

fit en 1763, a la demande du roi Erederic II, du plan de la loterie du Hollandais 

miers tomes des dits Memoires avaient paru regulierement cbaque annee, savoir 

le tome 1 (pour Tannee 1745) parut en 1746, 

le tome 2 (pour Tannee 1746) parut en 1747, 

le tome 13 (pour Tannee 1757) parut en 1759. 

Puis aucun tome ne parut plus pendant cinq ans. Le tome 14 (pour Pannee 1768) fut publie en 
1766 et le tome 15 (pour f annee 1759) en 1766 seulement. C^est alors qu'on decida, plutot que 
d^attendre jusqu^a ce que le tome 16 (pour Pannee 1760) fut entieremeut prepar^ de proceder de 
suite a la publication du volume qui dtait a ce moment deja pret pour Pimpression et dont, en 
outre, le contenu presentait un interet plus actuel; c^etait le tome 20 (pour Pannee 1764) qui 
parut ainsi en 1766. Pendant les trois annees suivantes, on publia deux tomes par an: 

le tome 21 (pour Pannee 1765) et le tome 16 (pour Pannee 1760) en 1767; 

„ „ 22 ( „ „ 1766),,,, „ 17 („ „ 1761) en 1768; 

„ „ 23 ( „ „ 1767),, „ „ 18 ( „ „ 1762) en 1769. 

Par le tome 19 (pour Pannee 1763), qui parut en 1770, le raccoi dement fut enfin opere. 

1) Voir la formule sommatoire d'EuLER, par exemple dans ses Institutiones calculi different 
tialis, Partis posterioris cap. V, § 130; Leoh^eabdi Ejtleri Opera onmiCy series I, vol. 10, p. 328. 

2) Voir le memoire 168, Observafioms analyticae variae de combmationibuSy Comment, 
aead. sc. Petrop. 18 (1741/43), 1751, p. 64—93; Zmonmardi Evleri Opera ormia, series I, 
vol. 2, p. 163. 
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DE GtBIETHOUSE ^), Car il sagit de noiiTeaTi d’une loterie composee de I classes ot. chaqne 
billet doit passer par tontes les classes et ou Tentiepreiieur s’engage a payer, outre les 
prix attiibues aux gagnauts, un ducat pour tout MRet qui aurait passe par toutes les 
classes sans rien gagner. Oela entraine pour Teutrepreneur ime depense supplementaire 
dont il s’agit d’evaluer le montant le plus probable. Par deux metbodes differentes, dont 
Tune consiste a faire le denombremeut mmutieux de tons les cas possibles et entraine par 
consequent des calculs extremement longs, Euler arriTe an resultat que la depense supple- 
mentaire en question doit etre estimee a 



o^ ^ nombre des classes de la loterie, p = nombre des prix dans cbaque classe et 
m =« nombre des billets «blancs» dans cbacune, de sorte que p + m est le nombre de tous 
les billets d’une classe. Dans le cas de la loterie DE Geiethouse ob fc = 5, jp = 8000 et 
m == 42000, etacune des 5 classes comprenant 50000 billets, la depense supplementaire, qui 
pent yarier entre 42 000 et 10000, doit etre estimee a 42000- =20910,6; son mon- 

tant probable est toujours plus pres de la limite inferieure que de la limite sup&ieure. 

Dans son expertise de 1763, Euler ne semble pas encore etre arrive a la tres simple 
formule ci-dessus. Il s’est oecupe de ce probRme dans son carnet matbematique ecrit 
de 1759—1760, p. 2 — 6.^) Eulee y attaque le probleme par une troisieme methode, en 
traitaiit d’abord le cas oil (X; — 1) jp = 1, ce qui donne 7c = 2, p = 1, m quelconque; puis 
les cas ot (/c — l)p = 2 (2 possibilites); (7c— l)p = 3 (2 possibilites); (7c — * l)p = 4 
(3 possibilites, h pouvant prendre les valeurs 2, 3, ou 5); puis (7; — l)p= 5, d'ou 2 possi- 
bilites; le nombre m des billets blancs est toujours quelconque. Mais comme Eulee, arrete 
peut-etre par les complications de plus en plus grandes, n'a pas resolu le probleme par 
cette m^tbode, je n’ai pas juge utile de reproduire ces developpements. 

§ 17. Le memoire 811, Vera aestimatio smiis in ludis, dont Tepoque de redaction 
est inconnue, fut public en 1862 dans les Opera p os turn a. Pour la presente reimpression 
de ce travail, j’ai utilise le mauuserit de Saint-Petersbourg, ce qui a motive quelques legers 
changements au texte de Fedition originale publiee par Puss. Ce memoire se rapporte a 
Fun des problemes les plus celebres dans les annales du calcul des probabilites, dit 
probleme de Saint-Petersbourg. Il a ceci de particulier que la duree du jeu est illimitee, ce 
qui entraine le fait que Fesperance mathematique de Fun des joueurs est representee par 

1) Voir la note 1 p. XXIII 

2) Les premieres pages sont rddigees en fran9ai8, les autres en latin, ce qui n'est pas tres 
rare cbez Euler. Voir le fragment qui tennine le present volume. 
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ime serie infinie. Des problemes de ce genre furent poses pour la premiere fois par 
XiCOLAS Beenoulli dans xme lettre qu’il ferivit le 9 septembre 1713 a PiEERE EetmoiH) 
DE Montmoet. Quand eette serie infinie est convergent e, ce qui etait le eas pour la 
plupart des problemes proposes par N. Beenoulli, il n’y a pas de raison pour ne pas 
accepter le resultat du calcuL Mais Tuii de ces problemes conduit a une serie divergente, 
de sorte que, d’apres la regie classique, la mise de celui qui accepterait ce jeu devrait etre 
infinie, alors que d’apres le bon sens commun «son esp&ance ne vaut pas meme vingt 
ecus». C’est ce paradoxe qui a attire Tattention des matbematiciens et des pbilosopbes. 

11 s’agit du probleme suivant: le joueur jL promet de dormer 1 ecu a JS si, avec un 
de ordinaire, il amene an premier coup un nombre pair de points, 2 ecus s’il amene le 
nombre pair de points an second coup, 4 ecus s'il Tamene an coup, 8 s’il Tamene 
au coup et ainsi de suite, 2”“^ ecus s’il amene le nombre pair de points au coup 
seulement. Quelle mise le joueur JS devrait-il payer equitablement en echange de ces engage- 
ments de A, la duree du jeu etant illimifee? La regie classique donne comme reponse: 

|.l+^.2+ 4 + ^.8 + ...+ •2«-^+ -- = oo. 

Les nombreux essais que Ton a faits pour resoudre ce paradoxe n’ont pas ete sans impor- 
tance pour le developpement de la theorie des probabilites. Daniel Bernoulli a le pre- 
mier traite ce probleme a fond, et cela dans les Commentarii de TAcademie des sciences 
de Saint-Petersbourg^), d'ofi le nom de «probleme de Saint-Petersbourg». Il est devenu fa- 
meux par les discussions matbematiques, pbilosopbiques et metaphysiques auxquelles il 
donna lieu aussi bien que par les noms illustres de ceux qui prirent part a ces joUtes, de- 
puis 1713 jusqu’a nos jours. 

Yoici Tidee nouvelle qu’EuLEE apporte dans la discussion. En mettant dans la ba- 
lance la mise d^une part, les chances de gain ou de perte d'autre part, on doit aussi tenir 
compte de la fortune du joueur, car personne ne dispose de moyens infinis. Pour ^valuer 
leur augmentation ou diminution, on doit admettre qu’ils varient non en progression aritb- 
metique, mais en progression geometriqne. Par consequent, il faut envisager non la diffe- 
rence, mais le rapport des dits moyens avant et apres la partie jouee, Euler deduit de 
ces premisses une regie nouvelle permettant de mettre en equation des problemes ofi inter- 

1) Yoir la note 1 p. 459—461 du present volume. 

2) Banieu Bernoulli, Specimen theoriae novae de mensma sortis, Comment, acad. sc. 
Petrop. 5 (1730/31), 1738, p. 175 — 192. Traduction allemande par A. Pringsheim, Leipzig 1896. 
O^est a propos de ce probleme que Daniel Bernoulli a introduit une notion nouvelle et fecon.de 
en definissant Vespercmce morale^ pour juger des gains ou des pertes qui dependent d'evfenements 
fortuits. 
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viennent des probabilites mathematiques. Dans le cas o^l Ton suppose infinie la fortune 
des jouenrs, cette regie conduit au meme resultat que la regie classique de Pesperance 
matbematique. 

§ 18. Dans son carnet matbematique H 4 dont les pages 186 et 187 sent publiees 
pour la premiere fois dans le present Tolume, Euler traite nn probleme qui a fait mettre 
en oeuvre toutes les ressourees de I’analyse matbematique superieure. C’est le probleme dit 
«de la duree du jeu». Son origirie remonte a Huygens, et les pins grands geometres j 
ont essaye la puissance de leurs metbodes, depuis les Bernoulli, Montmort, Moivre, 
Lagrange^, jusqu’a Laplace qui s'en est occupe a reitere^s fois. Le joueur A possede a 
pieces de monnaie ou jetons, le joueur JB en possede &; leurs chances respectives de gagner 
une partie sont entre elles comme n est b, m] apres chaque partie jouee, le perdant donne 
un jeton a son partenaire vainqueur. On demande la probabilite que Tun des joueurs gagne 
ainsi tons les jetons de son partenaire, en s parties ou en moins de 5 parties* Euler 
resont le probleme moins difficile de determiner la probabilite pour A de gagner tous les 
jetons de son adversaire, sans egard au nombre des parties. EUe est 

(m^ — n^) 

P xsss - ..A, • 

pour By elle est «= 1 — p, Dans le meme carnet H 4 , Euler a repris ce probleme et re- 
cherche la probabilite que le jeu se termine en s parties; mais il n*a pas pousse' ses 
recberches jusqu’au resultat final, raison pour laquelle je n'ai pas reproduit ici ses deve- 
loppements. 

§ 19. Euler a traite encore un grand nombre d’autres problfemes relatifs au calcul 
des probabilites, dans ses Ad'versa/i'ia mathematica qu'il ecrivait au jour le jour, sur les su- 
jets les plus divers. Ces carnets mathematiques, importants pour Tbistoire du developpement 
de la pensee d’EuLER, sont redig^s tantdt en latin, tantdt en franfais ou en allemand. 
Yoici les principaux passages qui se rapportent au calcul des probabilites proprement dit 
et dont il n’est pas fait mention aillenrs. 

Dans le carnet Hg (537 pages ecrites de 1736 a 1739): probabilites de tirer 0 ou 1 
on 2 ou 3 etc. cartes gagnantes, quand on tire au basard n cartes d’un paquet de m cartes 
dont h sont gagnantes. 

Dans le carnet (520 pages Ecrites de 1740 a 1748), Euler traite le jeu de la 
Poule, Trois personnes, -A, B et C7, dont les probabilites de gagner une partie sont entre 
elles comme a, i et c, jouent a la poule pour une mise == 1 , c’est a dire: A et B font 
une premiere partie a la suite de laquelle le perdant se retire et cede sa place a C. Il en 
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est de meme apres cliaque partie: le perdant se retire pour ceder sa place au troisieme 
joneur. Celui qui gagne deux parties consecutives gagne la mise. Determiner Pesperance 
matheinatique de chacun. Euler etend le protleme au cas de n joneurs. — Dans le meme 
carnet: determination de probabilites dans le cas oil Ton jette m des a n faces chacun. 

Dans le carnet Hg (353 pages ecrites de 1748 a 1750); application de la tieorie de 
la loterie genoise «an jeu des Ta/taux oil il y a 78 cartes ». Euler a repiis la tbeorie de 
ce jen dans le carnet Hg. 

Dans le carnet Hg (516 pages ecrites de 1750 a 1755) se tronye un traite math^ 
matiqne presque complet du jeu, de L'Homhre, repris par Euler a reiterees fois, avec de 
nombrenx developpements de formules. Pnis «Snr le jeu du JUfaricge on il y a 32 eliartes». 

Dans le carnet Hg, quelqnes resultats donnes sans demonstration, relatifs a des proba- 
bilites dans certains tirages d’umes. 

Des metbodes essentiellenient nouTclies ne sont pas mises en oenvre dans ces notes. 
Comme la plupart de ces problemes ont ete traites egalement par plusienrs antres geometres 
des dix-huitieme et dix-neuvieme siecles, surtout par MoivRE et Laplace, dont les ouyrages 
sont faeilement aecessibles; nne publication in extenso de toutes ces notes des Adversaria 
maihematica dans le present yolume n’a pas ete jugee necessaire. 


lY. LA THEORIE DES EEEEURS D’OBSEEVATION 

§ 20. La theorie des erreurs n’est pas non pins restee etrangbre a runiyersalite du 
genie d*EuLER. Ayant ini, tout le monde n'admettait pas qu’il fOt preferable de reunir 
plnsienrs observations contradictoires et d’en tirer nne moyenne, plutot qne de se eontenter 
d’une observation unique faite avec dautant plus de soins. Par son prestige, Euler a 
contribue dajis une large mesure a faire tiiompber le point de vue modeme: plus d y a 
d^observations , mieux cela vaut, ponrvu qu’on saebe les ajuster. Tin memoire public par 
Daotel Bernoulli en 1778 dans les Acta de TAcademie des sciences de Saint-Petersbourg, 
intitnle JDijudicatio maxime probaiilis plurium observationum discrepantium atque v&risimil- 
lima mdudio inde formanda, foumit a Euler Toccasion de s'occuper de ee sujet. C'est 
en effet a ce travail de Daniel Bernoulli que se rapporte le memoire 488 d’EuLER, 
Observationes in p^aecedentem dissertation&in iUustris Bernoulli, H fut presente le 5 de- 
cembre 1776 a rAcademie des sciences de Saint-Petersbourg et imprime en 1778 a la suite 
du travail snsdit de Daniel Bernoulli. 

Bernoulli critique la methode babituelle consistant a prendre, comme valeur la plus 
probable de la grandeur inconnue, la moyenne arithmetique entre les resultats foumis par 
Leonhardi Eulebi Opera omnia 1 7 Commentationes algebraicae e 
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plusienrs observations; car, dit il, cette moyeime aritimetique attribue la meme probabilite 
anx ecarts, qiielc[xie grands (jn’ils soient, alors quil est manifeste qne des ecarts tr^s con- 
siderables sent beaucoup moins probables qne de petits ecarts, qnand toutes les obser- 
vations sont faites avec le meme soin. Done, eonclnt Bernoulli, la moyenne aritbmetiqne 
n est pas la valeur la plus probable de rinconmie; pour la determiner, il faut attribuer a 
tout ecart x nne certaine probabilite y^p{^) dependant de la grandeur de Terreur; en 
d'autres termes: il fant adraettre nne «loi des errenrs». Elle doit satisfaire, selon Ber- 
noulli, a cinq conditions. Parmi l^in£nite de conrbes qui y satisfont, Bernoulli choisit 
nne demi- circonference qu’il appelle circulus moderator j d’eqnation y «= — rr*, oil le 

rayon r est une constante a determiner par experience dans ebaque cas particulier. Son 
centre, qni determine la valeur la plus probable de Tinconnue, doit etre situe de manieie que 
I’ensemble de toutes les observations, et par consequent des ecarts qu’elles entrainent, soit 
plus probable qn’il ne le serait pour toute autre position dn centre, on qne le produit 

Q {x) ^ ]/r^ — ^ — • ]/r^ — {x — - )/r^ — (a; — 

soit maximal; on tronvera done x en eberebant le maximum de Q{xy Qnand il y a 
n observations, cela conduit a une equation du degre cette equation donne la 

moyenne aritbmetique, comme valeur la plus probable de la grandeur inconnue, seulement 
dans le cas ou n = 2. Euler fait ressortir ce qu’il y a d’bypotbetique dans ce pre- 
cede de Bernoulli, puis developpe une metbode beaucoup plus simple pour resoudre le 
problemei La determination de x tHj depend plus que d’une equation du troisieme degre. 
Euler montre meme comment, dans bien des cas, on pent la reduire an second degre, 
puis applique la tbeorie des fractions continues pour trouver la valeur la plus probable, x, 
par approximations successives. 

§ 21. Le premier qui ait envisage une erreur d’ observation eomme un evenement 
fortuit et dont la probabilite depend de la grandeur de Terieur est Thomas Simpson, dans 
une section de ses Miscellaneous Tracts de 1757.^) Seize ans plus tard Laorange, ind^- 
pendamment de Simpson, reprenait ces problemes, dans un memoire qui a fait epoque et 
que Ton considers ordinadrement comme le premier travail dans le domaine de la tbeorie 
des erreurs. Dans les 8 premiers problemes de ee memoire, Lagrange s’occupe des cas 

1) T. Simpson (1710 — 1761), On some curious and very mteresting subjects in Mecha- 
nics, j^hysical Astronomy cmd speculative Mathematics, London 1757. La section dont il s'agit ici 
est iutitulee An Attempt to show the advantage arising by taking the Mean of a number of obser- 
vations, m practical Astronomy. 

2) J.-L. Lagrange (1736 — 1813), Memoire sur VutiliU de la methode de prendre le . 
milieu entre les resulfats de plusieu/rs observations, dans legteel on examine les avantages de cette 
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oii il y a un norntre fini n d’erreurs distinctes ; dans les 2 demiers proMemes, passant an 
cas qui se presente effectivement dans la nature, ot le nombre des possibilites d’errenrs 
comprises entre certaines limites est infini, Lagrange introduit la notion de «probabilite d’une 
errenr». C^est a la premiere partie de ce trayail fondaraental de Lagrange qne se rapporte 
le memoire 628 d’EtTLER, intitule Edaircissemens sur le memoirs de Mr, de La Grange^ 
ins^e dans le V\ volume des Melanges de Turing concsrnant la methods de prendre le milieu 
entre les resultats de plusieurs observations^ etc. Presente a I’Academie de Saint-Petersbonrg* le 
27 novembre 1777, il iie fut public par elle quen 1788, cinq ans apres la mort d’EuLEE. 
Notre mathematicien se borne a deyelopper en detail quelques cas simples pour lesquels je 
renvoie le lecteur an Resume qui precede le dit memoire, p. 425—426 dn present volume. 


V. LA STATISTIQXJE MATHEMATIQUE 


§ 22. Un mouvement general tendant a introduire le calcul des probabilites dans les 
domaines les plus divers prit naissance dans la premiere moitie du siecle. Eulee, 

entre a son tour dans la lice entre Bernoulli et Laplace, montra sa grande aptitude pour 
ce genre de recbercbes par buit travaux, dont plusieurs font epoque dans les annales de la 
science actuarielle. On se rend mieux compte des progres qubl a realises, si Ton fait usage 
d^une notation uniforme permettant la comparaison facile des formules euleriennes. C’est 
pourquoi je vais rappeler ici quelques notations universellement adoptees depuis le congr^s 
international des actuaires tenu a Paris en 1900. On a des symholes principaux et des 
symioles accessoires servant a preciser la signification du symbole principal conformement a 
certaines regies. Jbitiliserai dans la suite les dix symboles principaux suivants: a, a, A, dj 
i, Ij Pj P, q, V. La lettre d indiquera toujours un nombre de deces, I toujours un nombre 
de vivants, p une probabilite de vie, q une probabilite de deces et P le montant d^une 
prime ou cotisation. La lettre a designera toujours la valeur actuelle d^une rente de mon- 
tant 1 et payable en debut de periode, la lettre a la valeur actuelle de I’unit^ de rente 
payable en fin de periode. La majuscule A designera la valeur actuelle de Tunite de capi- 
tal ech^ant apr^s le dec^s d^une ou de plusieurs personnes nommees dans le contrat d’as- 
surance. Enfin, i representera I’interet que rapporte ] ’unite de capital pendant I’unite de 
temps, et le facteur d^escompte; par exemple au taux de 5% par an, on a 


0,05 et V 


1 


' 21 ' 


mitliode par le calml des prolahllMs, et ou Von resout differents probl&mes relatifs d cette matUre, 
Melanges de pbilosopbie et de mathematiques de la societe royale de Turin 5, 
1770—1773, p. 167—232. Oeuvres de Laobangb, puMiees par J.-A. Serret, t. II, Paris 1868, 
p. 171—234. 
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Premise regie: Une lettre ou un cMffre places an bas et a droite d’un symbole prin- 
cipal indiqueiLt un age. Exemples: == nombre des Tiyants d'%e X] =«= valear actuelle 
d’mie rente viagere de montant payable an commencement de cbnque annee anssi long- 
temps qne vivTa ime personne determinee actuellement d*age Ax — valenr actuelle de 
Funite de capital exigible a la fin de F a n nee contenant le moment du deces d’une personne 
actuellement d’%e x. 

Deuxieme regie: Une lettre ou un cbiffre places an bas et a gaucbe d’un symbole prin- 
cipal indiquent une duree. Exemples: = probabilite qu^une personne actuellement d'age 

X (regie 1) meure ayant d’atteindre lage ic 

iPqj iPo; zPo> * * • rPo 

representent les probabilites pour un nouyeau-ne d'arriver a F%e d’un an, de deux ans, de 
trois ans, . . . de r ans au moins. On ecrit, pour abreger, an lieu de ^p^j 

Troisieme regie: Si une lettre ou un cbiffire sont suivis a leur droite d’une barre yer- 
ticale, ils marquent le temps du diff&e, c’est a dire qufils indiquent pendant combien d'an- 
nees doit etre differee la cbose exprimee par le symbole principal. Exemples: 
presente la yaleur actuelle dune rente yiagere de montant 1, mais qui ne prendra cours 
que si une personne actuellement d’%e x yit encore 65 — x annfes an moins, c’est a dire 
si Tassure depasse Fage de 65 ans (rente de vieillesse)] represente la valeur actuelle 

d’une rente yiagere differee de 10 ans, ensuite temporaire pendant n annees au plus (regie 2) 
et reposant sur une tete d’age x (stipendium)] les termes de cette rente ne deyiendront 
done exigibles que si Fassure, actuellement d’age x, depasse F%e a; +10. Le symbole 
represente la yaleur actuelle de Tunite de rente yiagere payable a la fin de ebaque annee, 
commen 9 ant a courir apres le deces dune personne determinee actuellement d’age Xy rente 
seryie aussi longtemps que vivra une autre personne actuellement d’age y (rente de survie). 

Quatrieme et cinquieme regies: Lorsque plusieurs lettres ou cbiffres indiquant des ages 
se suiyent immediatement, ils indiquent un groupe s^eteignant au premier deces. Si, au 
contraire, ces lettres ou chiffres sont surlignes d’une barre horizontale, ils indiquent un 
gronpe s^eteignant au dernier deces, Exemples: le symbole represente le prix d’nne rente 
yiagere de montant 1, payable des maintenant au debut de ebaque annee, anssi longtemps 
que yiyront deux personnes determinees agees presentement de re et de ^ ans. Cette rente 
cessera d’etre exigible des que decedera Fune des deux tetes jointes, (x) ou (y), n’importe 
laqueUe (rente yiagere non reversible), Le symbole represente le prix d’une rente 

yiagere de montant 1, difif&ee de n annees (regie 3), payable au co mm encement de ebaque 
armee et exigible aussi longtemps que Fune au moins de deux personnes determinees (x^ et 
( 2 /) sera encore en yie. Cette rente ne cessera done de courir qu’apres Fextinction totale 
du couple (^); e’est une rente viagere r^ersihle en totalite, De meme, A^y represent© la 
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valeur actnelle de unite de capital exigible seulement apres lextinction totale da 
couple (5y). 

Enfin, pour indiquer la prime ecJielonnee d'une combinaison d’assurance, on ecrit la 
majuscule P devant une parenthese qui renferme le symbole exprimant la valeur actuelle 
de la dite combinaison, et Ton groupe autour de eette lettre P, s’il y a lieu, des symboles 
accessoires et des signes se rapportant aux modalites de paiement de la prime. Ainsi: 

-P^GoIA). etc. 

representent le montant des primes annueUes constantes qu’il faudrait payer aussi longtemps 
que vit la personne d’age 0 , pour acbeter les rentes viageres ci-dessus analysees. Pour iu- 
diquer que les primes annueUes doivent etre temporaires et exigibles pendant r annees au 
plus, on ecrirait 

rPsClOiw^a?)? 

A noter que lorsqu’il s'agit d'assurances au deces, et seulement dans ces cas, on pent 
supp rimer le symbole principal ainsi, on ecrit pour abreger P^ au lieu de P^(J.J, P^ 
au lieu de P^^ au lieu de P^y{A^^ etc. 

La notation internationale comprend, en outre, six «signes de commutation^ : JD^, 

8^ etc. qui seront definis plus bas, au fur et a mesure de leur introduction. 

§ 23. La statistique mathematique a fait Tobjet de trois travaux d’EuLER. Le me- 
moire 334, Recherches gen^ales sur la mortalite et la multiplication du genre Jiumain, fut 
publie en 1767 dans le tome 16 des Memoires de TAcademie des sciences de Berlin. 
Pour la presente reimpression, j’ai utilise le manuscrit de Saint-Petersbourg, ce qui a permis 
d’apporter quelques ameliorations au texte de Tedition originale. 

Ce memoire 334, auquel Euler renvoie souvent dans ses travaux ult&ieurs, est aussi 
tres important par Tinfluence qu'il a exercee sur la theorie formelle de la population. 
Euler y introduit les symboles 

(1), (2), (3), (4), ... (n) (al) 

pour representer les probabilites de vie d’un nouveau-ne*, dies s’ecrivent en notation modeme 
(voir § 22 ci-dessus) 

Poj 2 ^ 0 > sPo? 4Po> • •• 7iPo • 

La serie euMrienne 

IT, (1)N, i2)N, (S)N, ... ... (a2) 

est done une table de survivants et s'ecrirait en notation modeme 

Iqj Ij^j Zg, Zg, ... ... (1^2) 

1 ) La plus importante est mentionnee a la page 82. Au sujet de la date de parution, voir 
la note 2 p. XXVni 
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Eulee a utilise les memes symboles (al) dans les memoires 334, 335, 403, 473, 599 ainsi 
que dans le fragment qui termine ce Yoluirie; mais sa notation n’est pas consequente^); il 
attribne parfois a (7i) la signification de dans ce cas, la serie (a 1) est identique avec 
(b 2), le nombre de base etant tantot N === 1000, comme dans le memoire 335, tantot 
N = 100000, comme dans le memoire 403. Dans le memoire Sur la multiplication du 
genre humain, p. 545 — 552 du present Yolnme, les memes symboles (a 1 ) serYent a repre- 
senter les nombres des naissances annuelles. 

Apres aYoir etabli quelqnes propositions devenues classiques et introduit la notion de 
vie prolabhy Exjlee fait une application des donnees statistiques au calcul de rentes viageres. 
II deduit les formules qni donnent: 1®) le montant de la rente viagere immediate equivalente 
au capital O; 2®) le montant de la rente viagere differee de n annees, reposant sur la tete 
d^un nouYeau-ne et eqniYalente au capital C verse a fonds perdu au moment de la nais- 
sance. Traduites en notation modeme, ces formules donnent done 

C , C 
et "T" • 

«« n I 

Dans la seconde partie du memoire 334, Euleb enonce cette proposition devenue 
celebre: Quand aucun obstacle n’entrave Texpansion d’une population, celle-ci, recensee a 
intervalles eganx, augmente selon les tennes d’une progression geometrique. Quoique in- 
exacte pour de longues durees, cette lypotbese si simple, grace a la souplesse quEuLER a 
su lui donner, sert encore aetuellement de guide aux tbeoriciens de la demograpbie. 

Sans Texprimer toujours en termes expHeites, Euler suppose; 1®) que la population 
envisaged forme un ensemble clos, e’est a dire qu’il n’y a ni emigration, ni immigration; 
2^) que la loi de moitalite reste constante au cours des ages; 3®) qtiil y a proportionnalite 
direete entre le nombre de tons les vivants et le nombre des naissances annuelles. Apres 
avoir resolu quatre problemes preliminaires , Euler developpe une metbode qui permet 
dbbtenir tres simplement une table de mortalite immediatement applicable. II suffit d'un 
reemsemmt general et d'une lisle moriuaire pom Vannee qui suit ce recensemmt Cette me- 
thode d^EuLER a fait epoque, a cause de sa simplicite jointe a Texactitude qu’elle permet 
dbbtenir, quand on la perfectionne en tenant compte des migrations. 

§ 24. Euler s’est occupe a reiterees fois de questions demograpbiques. Dans son 
Introductio in analysin infinitorum, Lausannae 1748®), il mentionne deja Tbypotbese de la 

1) Dans le manuscrit du memoire 403, Euler a utilise les crochets, ecrivant \x] au lieu 
de (a). Pour des raisons d’uniformite, je m^en suis tenu a Tedition originale, oil les parentheses 
rondes ont ete mises (voir § 13 de cette preface, p. XXVI). 

2 ) Luoi^maudi Euleri Opera omnia, series I , vol . 8 , p . 116 . 
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variation d’lme population selon les tennes d'lme progression geoirietri(jue et en fait nn 
exeraple pour Femploi des logaritlimes. A. cet endroit se trouye une remarque caracteristi- 
que que je traduis ici: „Pour cette raison apparaissent bien ridicules les objections de ces 
hommes incredules niant la possibilite qn^en un si court laps de temps, les descendants 
d’nn seul couple aient pu peupler la terre entiere." On sait qu’ Euler, qui a garde jus- 
qua sa mort la foi de ses peres, a plusieurs fois fait de Tapologetique cbretieniie, notam- 
ment en 1747 et 1754.^) A la fin du memoire 334, Euler fait une mention elogieuse des 
travaux de Jean-Pierre Sussmilch, ecclesiastique qui fut son collegue a rAcademie des 
sciences de Berlin. 

Si je cite ces faits, c’est pour prourer qu’ Euler a largement inspire, sinon redige 
entierement, le chapitre YIII du livre susmentionne de SusSMiLCH.^) Ce chapitre VIII, 
intitule Von der Geschwmdigkeit der Vermehrung und von der Zeit der Verdo^pelung, qui 
contient des remarques matbematiques parfois tres profondes, constitue le deuxieme travail 
demograpliique que nous devons a Euler. Chose curieuse, il n^est releve dans aucune 
liste de travaux euleriens. Ni dans les autres ouyrages de Sussmilch ni dans les bio- 
graphies contemporaines, ce memoire d^EuLER n’est mentionne. 

En faisant des hypotheses variees sur la natalite et la mortalite, Euler a calcule 
plusieurs tables qui mettent en lumi^re le temps qu’il faut a la population pays pour 
doubler en nombre, toute emigration ou immigration etant supposee exclue. On sait que 
cette periode de duplication a joue un grand role dans le premier stade de revolution de 
la statistique mathematique. Je m’arreterai ici, a cause du memoire suivant, sur la plus 
importante de ces tables. Elle a ete dressee tres probablement en 1754, tandisque les 
autres parties de ce chapitre VIII ont dte redigees en 1740. Euler se base sur les hypo- 
theses simpUficatrices suivantes. 

1) Les manages se font tous quand les epoux ont vingt ans; chaque couple engendre 
6 enfants, 3 gar 5 ons et 3 fiUes. 

2) Les naissances ont heu tous les deux ans, dans les 22^^“®, 24^^*“® et 26**“® anndes 
d’%e des parents. II nait chaque fois 2 jumeaux. Tous survivenfc et tous se marient a 
Tage de vingt ans. 

3) On meurt a 40 ans revolus, ni plus tot, ni plus tard. 


1) Voir Bettimg der CrottUchen Offenbahrtmg gegen die EinwUrfe der JFreygeister. Berlin, bey 
A. Haude, und Joh. Carl Spener. 1747. Voir aussi la lettre d^EuLUR a E. Pontoppidan, du 11 mai 
1754. Of. les num^ros 92 et 218 de VIndex d' JE nestrSm. 

2) Voir la note 1 p. VIII et les pagei^ 507 — 608. 
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Bn prenaat comme point de depart deui conjoints ages de 20 ans, on voit que les 
hypotheses euleriennes conduisent anx nombres de naissances snivaats, de deux en deux ans: 


2, 2, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 4, 6, 4, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 6, 12, 14, 
12, 6, 2, 0, 0, 0, 0, 2, 8, 20, 32, 38, 32, 20, 8, 2, 0, 0, 2, 10, 30, 60, 90, 
102, 90, 60, 30, 10, 2, 2, 12, 42, 100, 180, . . . 


(c) 


Bn designant par le nombre des naissances pendant la unite de temps, on 
remarqne qne 

== ^^-13 + ^<-12 + ^<-11 

a pajtir du terme de cette suite. 

A la fin du § 161 , Euler fait remarquer que ces nombres de naissances forment une 
sme recurrente semblable a celles qui apparaissent, lorsqii’on developpe une fraction al- 
gebrique par la diYision. «Quelqn’ irregulieres que ces progressions semblent etre qnand on 
n^en considere que les premiers termes, elies finissent, prolongees suffisamment loin, par se 
transformer en progression geometrique, et les irregularites du commencement diminuent de 
plus en plus, pour finalement disparaitre presque completement.» 

Monsieur Gttmbel a demontre Texactitude de cette proposition pour le cas particulier 
dont il s’agit ici.^) 

La fonction generatrice est 

2 

1 ajll /pi* ^18 


En effectuant le developpement, on trouye en efiFet 

= ^ + Oa: + Oa:^ h Oa;i“ + 2 a;^i + 2 a 5 ‘* + 2 a;« 

+ -j- . . . -f -1- 

+ •+•••+ + 6 ^^ + 12x^^ + • * • 

Les coefficients de ce developpement, a partir du 12^^“®, sent precisement les nombres de 
naissances. Monsieur Gumbel, en appliquant la metiode de Graffe, demontre que I’equa- 
tion eorrespondant a cette fonction generatrice, savoir 

^ x^~- X -- I ^ Oj 

possede: 1^) trois racines reelles dont x^^ 1,0961 a la plus grande valeur absolue; 2®) dix 
racines complexes, et la pins grande de leurs valeurs absolues est 1,087. Des lors, on 

l) E. J. Gxjmbel, Mne Darstellung statistischer Beiken dtirch Euler. Jabresbericht der 
dents chen Matbematikervereinigung, 25, Leipzig 1916, p. 261—264. Dans ce travail, 1© 
facteur 2 au numeratenr de la fraction generatrice est omis. 
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peut appliquer le theoreme smTant coimti d’EuLER en 1744 deja^), enonce aussi pa: 
LAGRANaE®) et par Oapelli.®) 

Si Von develqppe en s&rie me fomtion rationnelle proprement dite {n < m) 


’\- aj + 




^ "f“ ^3^^ 4- . . . -f C^X^' + 


Cjj 4-1 « • 

le rapport tend vers tme Umite finie et deferminee pour n — ► cx), d condition qu 

Vequation 

4 * 4 4 - ci.,^^xX + 0 


possede une radne (simple ou multiple) dont la valeur ahsolue soil sup&ietire am valeur 
ahsolues de toutes les autres, De plus, si cette condition est satisfaite, 


Urn 

M-> 0 O 



est precisdnent egal d cette racine-ld. II resulte de ce theoreme que le rapport du term 
general an precMent, dans le developpement ci-dessus, tend vers la limite 1,0961 et qm 
par suite, les nom'bres de naissances (serie (c) ci-dessus) tendent effectivement a se confondi 
avec les termes dune progression geometrique de raison 1,0961. On demontre facilemei 
qull en est de meme de la serie des nombres de vivants, l^, resultant des hjrpotliesc 
euleriennes. II est vrai que pour s’apercevoir de cette convergence, il faudrait prolongs 
ces series extremement loin. Cela tient a la petitesse de la difference des yaleurs absolu( 
maximales des racines: 1,0961 — 1,087 =0,0091. 


§ 25. Dans le carnet mathematique Hg s’est trouve un complement important de C( 
developpements. C'est le memoire Sur la multiplication du genre humain, public pour . 
premiere fois p. 545 — 552 du present volume. Euler y doime la theorie mathematiqi 
des calculs qu’il fit pour StiSSMiLCH et montre comment il faut s'y prendre pour trouvi 
la formule de recurrence et la fonction generatrice. En faisant relativement a la natali 


1) Toir Introductio in analysin infinitorum, Lausannae 1748, 1. 1, § 338 et 339. Leonhar 
Euleri Opera omnia, series I, vol. 8, p. 342 et 354. 

2) J.-L. Lagranoe, Traite de la resolution mmerique des equations de tous les degres, Pai 
an VI, p. 147. Nouvelle edition revue et augmentee par Fauteur. Paris 1808. Oeuvres de L 
ORANGE publiees par J.-A. Sbrret, t 8, Paris 1879. 

3) A. CAPEiiRT, SulV uso delle progressioni ricorrenti nella risolumone delle equazioni algebrici 
Rendiconti delT Accademia delle scienze fisiche e matematiclie, serie 3a, vol. I, IS 
poli 1895; p. 206. Voir aussi Particle de N. E. Norlukd, Neuere TJntersuchungen ubcf Difference 
gleichwngen, Enzyklop. d. math. Wiss. II 0?, p. 677, Leipzig 1923. 

Ldonhardi Eulbri Opera omnia I? Commentationes algebraicae 


XL 


PREFACE EE L’EDITEUR 


En prenant comme point de depart deux conjoints ages de 20 ans, on Toit que les 
kypotkeses euleriennes condioisent aux nombres de naissances suivants, de deux en deux ans: 

2, 2, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 4, 6, 4, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 6, 12, 14, | 

12, 6, 2, 0, 0, 0, 0, 2, 8, 20, 32, 38, 32, 20, 8, 2, 0, 0, 2, 10, 30, 60, 90, (c) 

102, 90, 60, 30, 10, 2, 2, 12, 42, 100, 180, ... I 

Eu designant par le noinbre des naissances pendant la unite de temps, on 
remarque que 

a partir du 14^^“® terme de cette suite. 

A la fin du § 161, Eulee fait remarquer que ces nombres de naissances forment une 
serie recurrente semblable a celles qui apparaissent, lorsqu’on developpe une fraction al- 
gebrique par la division. «Quelqu’ irregulieres que ces progressions semblent etre quand on 
n^en considere que les premiers termes, elles finissent, prolongees suffisamment loin, par se 
transformer en progression geometrique, et les irregularites du commencement diminuent de 
plus en plus, pour finalement disparaitre presque coinpleteinent.» 

Monsieur Gumbel a demontre I’exactitude de cette proposition pour le cas particulier 
dont il s’agit iei.^) 

La fonction generatriee est 

2 

En effectuant le deTeloppement, on tronve en effet 

i _ -= 2 + OiT -h 0a;^ + • • • + 0x^^+ 2x^^+2x^^ 

+ + • • • + Qx^^ +2x^^+ 

+ 2x^^ + 0 ^^^ + • • * + + 6x^ + 12 + • • • 

Les coefficients de ce deyeloppement, a partir du 12^^“®, sont preeisement les nombres de 
naissances. Monsieur Gumbel, en appliquant la metkode de Geaffe, demontre que I’equa- 
tion correspondant a cette fonction generatriee, savoir 

^ — 1 0 , 

possede: 1^) trois racines reeHes dont rr ^ ~ 1,0961 a la plus grande valeur absolue; 2®) dix 
racines complexes, et la plus grande de leurs Taleurs absolues est 1,087. Des lors, on 

E. J. Gumbel, Eine Da/rsteV/ung statistischer Reihen dwch Euler, Jakresberickt der 
deutseken Matkematikervereinigung, 25, Leipzig 1916, p. 251—264. Dans ee travail, le 
facteur 2 au numerateur de la fraction generatriee est omis. 
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peut appliquer le theoreme suivaoit connu d’EuLEE en 1744 deja^), enonce aussi par 
LAQRAlfGB*) et par Capelli.*) 

Si Von devdoppe en serie me fondion raUonndh propr&ment dite (n < m) 


IB + 6, a:*' -| , , , , , , , 

a„ + Oi*-f + + |- CpX' + 


le rapport — fend vers une limite finie et determirtee pour n — >- oo, d condition que 
VSquation 

H f- = 0 


possede une racine (simple ou multiple) dent la valeur absolue soit superieitre aux valeurs 
ahsolues de toutes les autres. De pluSy si cette condition est satisfaite, 



est pre'eisement egal d cette racine -Id II resulte de ce theoreme que le rapport du terme 
general au precedent, dans le developpement ci-dessus, tend yers la limite 1,0961 et que, 
par suite, les nombres de uaissances (serie (e) ci-dessus) tendent effectivement a se confondre 
ayec les termes d’une progression geometrique de raison 1,0961. On demontre facilement 
qn’il en est de meme de la serie des nombres de vivants, 1^, resultant des hypotheses 
euldriennes. II est yrai que pour s’apereevoir de cette convergence, il faudrait prolonger 
ces series extremement loin. Cela tient a la petitesse de la diff&ence des valeurs absolues 
maximales des racines: 1,0961 — 1,087 = 0,0091. 


§ 25. Dans le carnet mathematique Hg s’est trouve un complement important de ces 
developpements. C’est le memoire Sur la multiplication du genre Tiumain, public pour la 
premiere fois p. 545 — 552 du present volume. Euler y donne la theorie mathematique 
des calculs qu’il fit pour StisSMiLCH et montre comment il faut s’y prendre pour trouver 
la formule de recurrence et la fonction generatrice. En faisant relativement a la natalite 


1) Voir Introductio in ancilysin infinitorum^ Lausannae 1748, t. I, § 338 et 339. Leonhardi 
JSuLEJRi Opera omnia^ series I, voL 8, p. 342 et 354. 

2) J.-L. Lagrange, Traite de la resolution mmerique des equations de tons les degres, Paris 
an VI, p. 147. iN’ouvelle edition revue et augmentee par Tauteur. Paris 1808. Oeuvres de La- 
grange piibliees par J.-A. Serret, t. 8, Paris 1879. 

3) A. Capellt, SuW uso delle progressioni ricorrenti nella risoluzione delle equazioni algebriche. 
Eendiconti deir Accademia delle seienze fisiche e matematiche, serie 3a, yoL I, Na- 
poli 1895, p. 205. Voir aussi Tarticle de N. E. Norlund, Lfeuere Untersuchungen ubet JDifereneen- 
gleichungenj Enzyklop. d. math. Wiss. II Ct, p. 677, Leipzig 1923. 

Lbonhirdi Eulbbi Opem omnia I? Commentationes algebxaicae 
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les memes hypotheses que ci-dessus, mais posant comme age ultime de la vie humaine 
50 ans (an lien de 40 ans comme ei-dessns), Euler arrive a Tequation 

X — 1 0, 

dont la racine de valeur absolue maximale est la raison de la progression geometriqne limite 
vers laquelle tendent* finalement les nombres de nais sauces et les nombres de vivants. 
Enfin, en snpposant nne fecondite pins grande: manage a 20 ans, denx jumeanx a 22 ans, 
deux a 24 ans et ainsi de suite jusqu’a 30 ans (10 enfants par mariage), Euler dresse 
nne table analogue a celle qn’il calcula pour StsSMiLCH, puis determine ponr les nombres 
de naissances la fonnule de recurrence et la fonction generatrice. Ces tables calculees par 
Euler et les remarques faites par lui a ce siijet constituent le premier essai connu de 
representer nne serie statistique par une fonction mathematique. Dans ce domaine anssi, 
Euler a fait oeuvre de pionnier. 

II ressort d’ailleurs de plusieurs passages dn livre de SiiSSMiLCH qn’ Euler a col- 
labore a la confection de la table de mortalite de Sussmilch-Baumanjst, bien connne et qui 
pendant plus d’un siecle fut utilisee en AUemagne. EUe n’y a ete detronee qne par les 
tables modemes basees sur les resultats acquis au cours du 19^^“^® siecle snr Failure de la 
mortalite dans les diverses couches de la population. 


VI. LES ASSURANCES SUE LA VIE HUMAINE 

§ 26. Euler s’est occupe souvent de questions relatives aux assurances en cas de vie 
on de deces. Plusieurs expertises qu’il fit n’ont pas ete conservees. Des travaux publies 
dans ce volume, cinq se rapportent a cette branche de la science actuarielle. Le memoire 
335, Sur les rmies viageres, dont on ignore la date de presentation, fut publie en 1767 dans 
les Memoires de FAcademie des sciences de Berlin. Apres avoir donne quelques 
details historiques sur le taux de Finteret, Euler, par la mMode de la sodeU fictive^ me- 
thods devenue classique, determine r ^ c’est a dire le prix d’une rente viagere immediate 
de montant r, payable a la fin de chaqne annee aussi longtemps que vivra une personne 
actuellement d’^e m}-) Pour faciliter les calculs numeriques, Euler a imagine un artifice 
consistant a faire usage d’une relation de recurrence entre et C’est la formule 

snivante, retrouvee apres Euler par beaucoup d'aetuaires^) 

+ ( 1 ) 

''m ^ 

1) PoTir la signification des symfioles actuariels, 7 oir le § 22 de cette preface. 
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Comme 1 et = 0, quand cd marque Vdge limite de la table de mortalite utilisee, 

la formule (1), tres importante pour la pratique, permet de dresser avec un minimum de 
travail un bareme complet des prix d'une rente viagere immediate; il suffit d’avoir a 
disposition une table de survivants 

^07 h) h) (rf U ' ■ ■ 

ou o est tel que 2^,4= 0, mais Euler etablit encore deux formules pour deter- 

miner le prix net d'une rente viagere differee de n annees, soit ^|a^. 11 complete ces de- 
veloppements par plusieurs tables numeriques qui donnent pour tous les %es ronds, 
puis 10 1 et ^ol^a; pour les %es x di visibles par 5. Le taux technique est 57o la table 
de mortalite celle de Kersseboom, utilisee par Euler a reiterees fois. Le lecteur la trouvera 
p. 98 — 100 de ce volume, avec quelques notes explicatives. 

§ 27. En 1768, Euler refut un livre publie a Gdttingue par le senateur J. A. Krittef, 
traitant d’une caisse de pensions pour veuves et en general d’assurances en cas de deces.^) 
Ce livre fut pour lui Toccasion de rediger le meinoire 403, Des Herrn Leonhard Eulers 
nothige JBerechnung zur EinricJitmg einer Witwencasse, presente a TAcademie des sciences 
de Saint-Petersbonrg le 3 avril 1769. D’aprfes les proces-verbaux, ce memoire fut depose aux 
archives et une copie envoyee a Grdttingue. Par I’intermediaire d’A.~Gr. Kastner (1719 — 
1800), depuis 1756 professeur a TUniversite de Grdttingue, ce travail d' Euler fut publie 
en 1770 dans Neues bamburgisches Magazin.^) Pour la presente reimpression, j’ai 
utilise le manuscrit de Saint-Petersbourg, ce qui a permis d’apporter quelques ameliorations 
au texte de ledition originale. Tandisque Kritter, desireux d’eviter toute formule mathe- 
matique, expose sa theorie tres prolixement (son Livre compte 156 pages dont 20 pages de 
preface), Euler la resume sur 9 pages, en langage alg^rique clair et concis. Euler fait 
mieux; en condensant la theorie, il la modifie du tout au tout. 

C’est dans ce memoire qn’apparait pour la premiere fois une methode geniale par laquelle 
Euler ramene a une meme equation deux problemes diiFerents que, jusqu*a ces demieres 

1) Johann Augustin Kritter, Senator und Kammerer zu Gottingen, Oeconomisch-Folitische 
Aufloswng der wichtigsten Fragen^ welche jetzo wegen der Einrichhmg dauerhafter Wihi'en-Cassen 
aufgeworfen toerden, Nach den Sussmilchischen Grundsatzen angestellet in einem Briefwechsel 
zweyer Patrioten, nehst einer Beurtheilung des neuen Bremischen lustituti einer Trauerpfennig- 
Beysteuer. GQttingen, verlegts Abram Vandenhoeks sel. Witwe. Universitats-Buchhandlung, 1768. 

2) Voir la lettre du septemhre 1769 adressee a Kastner par Jean-Albrbcht Euler, fils 

de L:^onard. Mitteilungen der Katurf. Gesellschaft in Bern, 1847, p. 164. Voir aussi 
L.-G. Du Pasqtjier, Eine deutsche Ahhandlmg Leonhard Eulers Uber Witwenlcassen , Viertel- 
jahrsschrift der Naturf. Gesellschaft in Ziirich, 65, 1910, p. 14, 

f* 
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annees, les actuaires traitaient separement: caleuler, pour line combmaison d’assurance don- 
nee, la prime unictue d’une part, la prime eebelonnfe constante d’antre part. La metbode 
eulerieime conduit a nne equation oti figurent deux indeterminees, disons 7v et a; suivant 
que Ton fait 0 on 7; = a, cette equation permet de calculer soit la prime unique, soit 
la prime niyelee exigible pendant n annees, n pouyant etre fixe d’avance ou dependre de la 
vie d’une on de plusieurs personnes. Dans le cas particulier dont il est question dans le 
memoire 403, Euleb precede comme suit. Un couple, compose du mari d’%e x et de la 
femme d’age i/, verse de suite a I’lnstitution une somme Jc a capital abandonne et s’engage, 
en outre, a payer annuellement une prime a, aussi longtemps que les deux epoux seront 
tons deux en vie. La Caisse, de son cote, s’engage a servir a la veuve ime pension an- 
nuelle p commen^ant a courir apres la mort du mari. Si la femme decedait avant lui, les 
sommes versees resteraient acquises a Tlnstitution qui n’aurait aucune obligation envers le 
mari devenu veuf. C'est done rente de survie unilaterale, qu'il s’agit de calculer. En 
appHquant des propositions elementaires du calcul des probatilites, Euler arrive a I’equation 


h -f- 21 • ( -f* — 2^ . j; =: 0 


( 2 ) 


ofi N et M^) representent deux series que je transcris ici, en utilisant la notation inter- 
nationale exposes au § 22. *) 


N 





' + 1 ^ ' ^a + 2 ■ +S ■ L + 3 ' ^y + 3 



(3) 


Lequation (2) permet de determiner Tune des trois grandeurs it, a, Py lorsqu’on con- 
nait les deux autres. Si Ton se donne d’avance le montant p de la pension de veuve, on 
en trouvera le prix de revient, p • en posant a = 0; la formule (2) donne 


It ' {N — M)y done ^ N — M . 


(4) 


Pour cette meme rente de survie, on trouve la prime annuelle nivelee exigible jusqu’au 
premier dec^ prime que nous ecrivons y) -= J) • P:,y{p>^ y)y en faisant ^ - a; la 

formule (2) donne 


a . 


K—M 
M-+ 1 ^ 


done 


N — M 
M-fi 




(5) 


Mais cette meme equation (2) permet de resoudre une quantite d’ autres problemes, une 
fois qu’ont ete calculees 2^ et My qui ne dependent que de la table de mortalite et du taux 
de Tinteret adoptes. On peut en effet fixer arbitradrement deux des trois quantites a, /c, 


1) Voir § 29 ci-dessous. 

2) Le signe ^ (doublement egal) signifie egal par definition. 
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ou fixer a volonte le montaat de Tune et etablir entre les deux autres une relation 
arbitraire, ou enfin, etablir entre elles deux relations arbitrages. 

On voit que la sagacite d’EuLER etait arrivee bien pres de la notion de „noinbres 
escomptes de vivants^^, nombres qui figurent aujourd’hui dans toutes les formules actuarielles ; 
mais le merite d’avoir reconnu clairement I’iniportance primordiale de ces nombres et de les 
ayoir designes par des sjmboles speciaux, dits ,,signes de commutation^^^ revient a TEcole 
anglaise et, sur le continent, an Danois Teteks.^) Introduisons ces nombres en posant 

et (6) 

Ce sont les deux premiers signes de commutation. La formule (3) devient 


Dy - 

N 

Or, on demontre en science actuarielle qne y d’ofi 


(3a) 


0 ) 


On voit par la que Tabreviation eulerienne N n’est pas autre chose que valeur actuelle 
de I’unite de rente immediate payable en fin de periode. C'est une relation remar- 
quable. 

L’introduction des nombres escomptes de vivants dans I’equation qui definit M donne 


“ + l ’ ^J/ + l + S "h -^aJ+S* "1" ‘ 

— ^ 1 ^ y 4. 1 "f" •Oa:4. 2 , y + 2 "t" 8 , y -f S H" * ‘ *) 


(3b) 


x,y 


D 




1) J,-K Tetens (1736—1807), apres avoir ete de 1776 a 1789 professeur de phdlo- 
Sophie et de math^matiques a rilniversiti de Kiel, devint Couseiller d^Etat et des Finances a 
Copenhague. II publia entre autres une Anleihmg 0ur Berechnung der Xeihrente^t imd Anwari- 
schaften, Leipzig 1785. 
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si Ton adopts les notatious modernes formees par analogie arec (6) 


^x,y — ^x, y -®*+»,si + 2 "I" ‘ ’ j 


( 8 ) 


Or, on demontre en science actuarielle que 

II s’ensnit que iH= a^y — 1 = c’est a dire que rabreviation enlerieime M n’est pas autre 
cbose que la yaleur actuelle de Tunite de rente yiagere immediate payable en fin de periode, 
reposant sur un couple de deux tetes et exigible jusqu’au premier deces. Les relations (4) 
et (5) deTiennent 

= «> - - fixv et „) = «,!, :a,^, (10) 

formulas qui sent classiques de nos jours. Je reparlerai de ce probleme a propos du me- 
moire 473 (voir § 29). 

La metbode eulerienne qui conduit a I’equation (2) est applicable a toutes les as- 
surances au deces. On pent meme utiliser cette metbode dans les assurances en cas de 
vie, du moins lorsqu’il s'agit de rentes viageres differees, et sans avoir recours au calcul 
des probabibtes. Bien que cette metbode soit aussi simple que puissante, elle n’a pas tout 
de suite acquis dans la pratique Timportance qui lui revient. II a fallu une occasion telle 
que TEdition complete des oeuvres d’EuLER pour la faire en quelque sorte decouvrir a 
nouveau et pour mettre en lumiere sa tres grande . fecondite. Jointe a la notation moderne 
intemationale, elle permet de donner aux formules une generalite et une elegance que beau- 
coup ne s’attendraient pas a rencontrer dans ce domaine. 


§ 28. Le memoire 599^ Solutio quaestionis ad calculum prolahiliiatis peHinmtis. Quan- 
tum duo conjuges persolvere deieant, ut siiis haeredibiis post utriusqiie mortem certa ar genii 
siimma persolvatur y fut presente le 10 juin 1776 a TAcademie de Saint-Petersbourg, mais 
publie seulement en 1785. Pour la seconde fois, Euler fait usage de sa metbode geuiale 
qui permet de resumer en une seule formule les. cas les plus varies. II s’agit de deter- 
miner la valeur actuelle 1000 • A^y ainsi que la prime annuelle nivelee correspondante, 
1000 * eontrairement a Thypotbese faite dans le memoire 403, cette prime ecbelonnee 
est payable jusqu’au dernier deces. 

1) D^apres Griffith Davies; ImUtute of Actuaries' TextbooJCy Fart II ly G. 2. ed., 
London 1902, p. 122. 

2) Voir L.-G. Du Pasquier, Introduction d la science actuarielle. Neucbatel et Paris, 1919. 
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La methode eulerienne consiste ici a snpposer: a) qu’un tres grand nom'bre de couples 
(^) se presentent au meme moment ciez le meme assureur pour signer des contrats iden- 
tiqnes; /3) que chacnn de ces couples (^) s'engage: 1®) a verser de suite la somme fc a 
capital abandonne; 2®) a payer en outre, annuellement et jusqu’au dernier deees, la prime 
constante a. Les obligations de Tassureur consistent a placer ces fonds a intfoet compose, 
de fa 9 on a pouvoir payer, lors de Textinction totale de ehaque couple, la somme assuree 
de 1000 roubles. 


Par des theoremes elementaires du calcul des probabilit^s, Eulek arrive a I’equation 






B 


1000 1 


i' ^ 

(x) ■ 


i - Q 

\v) 


-1. \ 
^ {^)(y) I 


( 11 ) 


qni montre la puissance de la metliode eulerienne. En etfet, pour repondre a la question 
posee, il suffit de faire ifc = a; et Ton pourra tirer de (11) le montant de la prime eche- 
lonnee constante, a = 1000 • P~, exigible jusqu’au dernier dee^s. 

Mais la meme formule (11) permet de resoudre encore quantite d^autres problemes. 
En particulier, faisant a == 0, on en tirera le prix de revient net de la dite assurance, soit 
1000 • A^. En plus, Tune des deux quantites k ou a etant fixee arbitrairement, (11) per- 
mettra de calculer I’autre, Enfin, on pent etablir entre a et h une relation a volonte, 
Tequation (11) permettra encore de repondre a la question ainsi modifiee. Et si, au lieu 
de 1000 roubles, on prenait la somme assuree d’un montant quelconque C, la vari^t^ des 
problemes resolubles par cette meme equation serait bien plus grande encore. 

Quant aux autres grandeurs qui figurent dans (11), i represente Tinteret annuel de 
Tunite de capital; les symboles (x) et (y), expliqu^s ci-dessus au § 23, d^signent des proba- 
bilites de vie; P, B sent des abrdviations qne nous allons examiner. 


P 


(a; 4- 1) j (a? 4 . 

X ^ ;l* ■ "X*™" 


( 12 ) 


Si Ton ecrit le facteur d’escompte v an lieu de y et qu’on tienae eompte de la formule 

I ^ 

(n) =« on voit que 


done 


P • ^0 ^ + a ‘ ■+* + 8 4 • • ' 

”■ + -^*+2 + + S + • • • 


N. 


x-f 1 ; 


en introduisant les sigiies de commutation d’apr^s la formule (6). Dans 1 equation (11),. 


(a;) 


devient done en notation modeme 
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de meme 

(2/J D, ’ 

caj, par definition, on passe de P a $ en rempla^aiit x par y. On constate done qne 
“ et ne different pas de la grandeur N introduite par Euler deja en 1768 (yoir la 
formiile (3 a) ci-dessns). Quant a I’abreviation 


elle devient 


+ , (x + 2)(y + 2) , (x + 3)(y+^} , 

" I ' ;'2 - - i - + • * 

h ' k k ' k ‘ h ' " >0 * 


(13) 


on, en introduisant les signes de commutation d’apres (6) et (8), 

R.ll. 'tf ^ -D^ + l • + s * ^y + 2 + ' * ’ iV‘^4.1 , y 1 ‘ 

II s’ensuib qne, dans Tequation (11), 

^ 1 

et ceci est preeisement le symbole M dn memoire 403. II y a done, entre les grandeurs 
M JR relatives aux memes ages x et y, la relation remarquable 

= (14) 

Le memoire 599 se termine par des developpements relatifs a ces trois grandeurs 
P, Q, i?. Euler introduit la difference d’%e x — y et indiqne un precede pour abreger 
les calculs numeriques, precede qu’il utilise dans le livre que je vais analyser. 


§ 29. Des travaux qu’EuLEB a consacres a la science actuarielle, le plus important 
est le numero 473 (de V Index dJEnfESTR^ii): Eclaircissemens siir les etaUissemens jpublics en 
faveur tant des veuves que des marts, avec la description d'une nouvelle espece de Tontine 
aussi favoraile au Puilic qu^dile d VEtat, Calcules sous la direction de Monsieur Leonard 
Euler. Par Mr. Nicolas Fuss. Oe memoire fut presente a TAcademie de Saint-Petersbourg 
les premier fevrier et 16 mai 1776 et publie par elle la meme annee sous forme de livre. 
Six ans plus tard en parut une traduction allemande due au senateur de Grottingue deja 
mentionne J.-A. KEirrER, auteur de plusieurs publications sur des institutions d’ assurance.^) 


l) JoHAJ^N Augustin ICrittbr, Senat. und Camerar. in G5ttingen, Erlauterungen Uher die 
^ffentliehen Anstalten ^um JBestm sowolil der Witwen ads Sterhefcille nebst der Beschreibung einer 
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Les Eclaircissemens d’EuLER comprennent trois parties qui n’ont entre elles d’ autre lien 
qne d’etre reunies dans un meme Tolnine et de traiter de questions d’assurance sur la vie 
Lumaine. line analyse en fut faite dans Allgeraeine dentsclie Bibliothek 36, I, 1778, 
p. 608--517. 

La premiere partie porte le titre Eun etdblissement j^ublic pour payer des pensions d 
des v&iives, fonde sur les principes les plus solides de la prdbdbilife'. Etjlek y traite a nou- 
veau le probleme deja resolu par lui en 1769 et analyse en detail au § 27 ci-dessus. O’est 
done la troisi^me fois qu’EuLEn utilise sa metbode universelle. II arrive a Tequation 

= (15) 

oti Jcj p et a ont la signification ci-dessus expliquee. Or, en examinant de pres la definition 
des grandeurs designees ici par B et G, on constate que le JB de (15) est identique au N 
de (2) et le C de (15) identique au M de (2), abstraction faite des diff&ences de notation. 
L’equation (15) est done la meme que Tequation (2) etablie sept ans auparavant dans le 
memoire 403- Ces deux equations, ecrites en notation moderne, reviennent a celle-ci: 

_ a- I— I p 

^ r/ar,j/ / 

que Fon pent ecrire sous la forme 

k + SL • a:cy ^ (cCy — Ctxy) ' P> 

Cette premiere partie des Eclaircissemens donne, en plus de la theorie deja exposee 
succinctement dans le memoire 403, de longs developpements relatifs aux calculs pratiques 
et quinze tables numeriques. Bien que les donnees statistiques qui ont servi de base a 
Eulee soient sujettes a caution, bien que, pour abreger les calculs num&iques, Euler 
fasse u«age d’un artifice diminuant Texactitude, sans recbercber quel est I’ordre de grandeur 
de I’erreur commise, les tables euleriennes, meme abstraction faite de leur valeur kistori- 
que, ne sont pas ddpourvues d’interet pour I’actuaire moderne. Aussi le Bureau federal 
des assurances a Berne a-t-il bien voulu se charger de verifier les tables des deux 
premieres parties de ce memoire. Uous lui reiterons ici I’expression de notre sincere gra- 
titude. 

neuen Art von Tontine, die fur das Publikum eben so bequem als fiir den Staat nuklich ist Be- 
recknet unter der Aufsicht des Herrn Leonhard Eulee durch Herrn Nicolas Fuss, Adjunktus der 
Kaiserl. Akademie der Wissensekafften zu Petersburg, Aus dem Franzosiseken libers etzt und mit 
einer Einleitung verseken. Altenburg, in der Eichterschen Buckkandlung. 1782. Ce livre est 
de 79 p, in -4®. Les pages 1 a 18 contiennent Tlntroduction de Kritteb. Une analyse de ce 
livre parut dans Allgemeine deutseke Bibliotkek 58, 1784, p. 558 — 559. 
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§ 30. La deuxieme partie des Eelaircissefnefis est intitulee Sur V etablissement d!une 
CaissG ^ouT les marts. G’est de nonYeau une cir Constance exterieure, la fondation dWe 
Fmi&rniUy qui fournit a Euleb Toccasion de s'occuper de cette question. La dite Fra- 
temite devait se composer de 550 memlres dont chacun s’engageait a payer 2 roubles 
toutes les fois qne run des societaires mourrait. De la somme de 1100 roubles ainsi re- 
Gueillie a ehaque deces, 1000 etaient verses a la famille du defunt, tandisque les 100 roubles 
restants servaient a rentretien d’une eglise et a couvrir les frais qu’un tel etablissement 
occasionne. Tout societaire defeat devait sans retard etre remplace par un nouveau membre, 
afin que le nombre total des adherents fut constamment de 650. Euleb demontre en de- 
tail qu’une Caisse etablie sur ces bases n’est pas viable a la longue, et rhistoire des Gaisses 
du franc an dms (Frankenkassen), qui ferent fondees pax centaines, lui a donne raison. 

Euleb applique ici pour la quatrieme fois sa metiode universelle et resout le pro- 
bleme de Fassurance simple au deces, en supposant que la personae assuree s’engage: 1) a 
verser de suite un capital I a fonds perdu; 2) a payer en outre, a fonds perdu egalement 
et aussi longtemps qu’elle sera en vie, une prime annuelle constante du montant de a 
Par la methode de la societe fictive, Euleb arrive tres facilement a Tequation 

P.a« 100{(^)~i.P} -=100(^)-~6P (16) 

ou i =* 0,06, puisqu’ Euler prend iei 6 % comme taux annuel de Tinteret. Si Ton pose 
a = 0, Tequation (16) donne la valeur aetuelle du capital assure (100 roubles), exigible 
apres le deces d'une personae actuehement d’age cc: 

1004=^=100-^- 
* (a?) 

Si Ton pose h Tequation (16) donne pour la prime nivelee correspondante, a, ou 
100 Pa; en notation modeme, Texpression 

On voit que la meme equation (16) permet de resoudre une quantite d’autres problemes, 
puisque Ton pent fixer arbitrairement rune des deux quantites a et qui y figurent, ou 
encore etablir a priori entre a et ft une relation a volonte. Si, au lieu de 100 roubles, 
la somme assuree etait laissee quelconque = (7, la variete des problemes resolubles par la 
meme equation (16) serait bien plus grande encore. 

Dans Tequation (16), le symbole (x) a la signification expliquee ci-dessus au § 23 
(voir le memoire 334), et P est defini comme suit: 

p _ + 1) , 2) 5) 


1) Le terme de m ort est pris ici, comme souvent chez Euler, dans le sens de d&es. 
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oii A repr&emte le facteur de capitalisation (1 + 1 ). En introduisant la notation modeme, 
on Toit qne 


(a:) 




a? + 1 




= — 1 




Done, P a ici la meme signification que dans le memoire 599 equation (12). 
L’equation (16) etant divisee par (x) devient, en notation modeme, 


Jc + a • = 100 |l - i 

Dx I D* J 

ou encore, en tenant compte de (7), 


(17) 


A a • == 100 (1 — i • a^). 

Appliquant ces formules, Euleh a calcnle ime table qui donne, pour les ages x divisibles 
par 5, le prix de revient 100^^ et la prime anmielle viagere correspondante 100 P^, les 
bases teebniques etant la table de mortalite de Kersseboom et le tanx annuel de 5%. 

A plusienrs reprises, Eulek insiste sur la necessite de ce que Ton appelle une reserve de 
surete pouvant contrebalancer I’effet des ecarts entre la mortalite reelle et celle indiquee par 
la table; pour constitner cette reserve, il propose: 1^) nne difference entre le taux teebnique 
de I’interet et le tanx effectif; 2^) nn ebargement des primes; 3®), comme dans le cas des ton- 
tines, line legere diminution des rentes; 4®), comme dans le memoire 403, un «vieillissement 
statistique» des bommes et nn «rajeunis6ement statistiqne» des femmes. 

§ 31. C’est dans la troisieme partie des Edaircissemens qn’EuLER developpe une des 
idees les plus originales qu’il ait eues dans ce domaine, le Tim dune nouvelle espece de 
Tontine, mssi favorable au Tublic qyH utile d VEtat. On connait le principe des tontines 
d’Etat ordinaires: TJn grand nombre de personnes forment une societe fermee qui verse a 
TEtat, a capital abandonne, une certaine somme, en echange de laquelle I’Etat paye ebaque 
annee une rente de montant fixe 5, a repartir entre les societaires survivants. Comme le 
nombre de ceux-ci diminue constamment par suite de deces et que la somme a repartir 
annuellement, s, reste la meme, la part de ebaque societaire augmente d’annee en annee, 
sans qu’on puisse dire a Favance de combien. Les societaires survivants sent les h&itiers 
des membres decedes, du moins pour ce qui conceme ces rentes. Le dernier qui demeure 
de la societe revolt a lui seul toute la somme s jusqu’a sa mort, et apres rextinction totale 
de la societe, le capital verse reste acquis a TEtat. 

Eulee a imagine une tontine perpetuelle dont Tacces est ouvert en tout temps et a 
n’importe qui, oil les membres peuvent savoir a Tavance de combien leurs rentes augmen 

g* 
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teront cRaqne annee. C^est la tlieorie de cette insidtutioa qui se trouve exposee dans les 
pages en question. Deux grandes tables numeriques, calcnlees au taux tecimique de 57o? 
indiquent ^Oombien ime personne dW age queleonque pent toucber d’interets croissans an- 
nuels pour un capital de 1000 roubles, mis a fond perdu, a la maniere des Tontines ». 
La deuxieme table est «rectifiee a Tusage publie». Euler j suppose que le 20 7o 
croissements de rentes produits par le fait du deces de membres tourne au profit de 
retablissement, ce qui revient a diminuer de ~ — 10 les rentes du montant de n. Dans 
Textreme yieillesse, les rentes des survivants atteignent des ebiffres enormes. 

Lidee des tontines a seduit Euler a plusieurs reprises. Preuye en soit le fragment 
Sur le calcul des rentes toniinihreSj publie pour la premiere fois dans le present volume, 
d'apres un manuscrit en possession de Monsieur D.-E. Smith a New-Tork. D s’agit probable- 
ment d’une expertise reclamee par le roi de Prusse Preueric II, qui eut souvent recours 
aux lumieres du grand mathematieien appele par lui a Berlin pour y reorganiser TAcademie 
des sciences. (Voir le commencement du § 10 de cette preface.) Le manuscrit eulerien 
est un brouillon otL parfois cbiflBres et formules s’entrecroisent dans divers sens; j’ai du par 
endroit relier par un texte sommaire des ehiffres dont on ne voit pas immediatement la 
signification, d’autant moins que Pordre des feuillets manuscrits n’est pas indique. Euler 
developpe I’idee de la tontine ordinaire, mais en lui faisant subir diverses modifications. La 
plus importante se rapporte aux montants des rentes eroissantes. La repartition d’une 
somme constante entre les societaires survivants produit des rentes fabuleuses pour Textreme 
vieillesse. Euler se propose d’augmenter les rentes des premieres annees aux depens de 
celles des demieres. II y parvient en repartis sant entre les rentiers survivants non pas une 
somme annuelle constante (comme c’est le cas dans la tontine ordinaire), mais des sommes 
qui vont en diminuant d’ annee en annee, une fois selon les termes d’une progression aritb- 
metique, une autre fois en progression geometrique. En plus de la tbeorie, le memoire 
contient de nombreuses tables numeriques, resumees finalement en un grand tableau qui 
indique «Combien pro cento on payera aux tontiniers de cbaque age, de 5 a 5 ans, depuis 
le commencement.^ Le maximum est 500^4) de la prime unique versee au debut a capital 
abandonne. 

§ 32. En r&ume, dans le domaine special des assurances sur la vie humaine, Euler 
a traite les problemes suivants: 

1) Conversion d'un capital C en rente viagere immediate, 

2) Conversion d’un capital C en rente viagere differee de n annees, 

n\^x 

3) Calcul du prix de revient d’une rente viagere constante et immediate, 
une table de ces prix. 


avec 
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4) Oalciil du prix d’nne rente viagere constante dififeree de n annees, avec des 

tables qui donnent et 20 1 

5) Oalenl d'nne rente de snryie nnilaterale (rente de venye); determination de son 

prix de reyient net et de la prime annuelle nivelee correspondante exigible 

jusqn’au premier deces. 

6) Oalenl de I’assnrance simple au deces; determination de sa valenr actnelle et 
de la prime echelonnee correspondante exigible jusqu a la mort de Fassnre (x), ayec 
des tables numeriqnes. 

7) Oalenl d’nne assurance an deces reposant snr deux tetes jointes (^); determina- 
tion de sa yaleur actnelle A~ et de la prime annuelle nivelee correspondante P~ , exi- 
gible jnsqn'au dernier deces. 

8) Oalenl de rentes qni croissent a la maniere des tontines, dans divers cas tres 
varies, avec de nombreuses tables numeriqnes. 

Ce sont les combinaisons les plus utiles, celles qui se presentent le plus frequemment 
dans la pratique, qui out ete traitees par cet esprit universel d'une fa^on claire, a Taide 
d’une metbode nouvelle aussi feconde qu’originale et qni revele toute sa pnissance presque 
nn sifecle et demi aprfes la mort du grand savant. 

Je ne voudrais pas terminer la preface de ce volume sans exprimer ma sincere 
gratitude k mes eollegues du Oomite de redaction, tout particulierement a Monsieur le 
professeur Rudio, redacteur en chef, et a.. Monsieur le professeur Keazee. Les difficultes 
a vaincre dtaient plus grandes et plus nombreuses dans ce tome que dans d^autres volumes 
de TEdition complete des Oeuvres d’EuLER. C’est grace a nne inlassable minutie alliee 
a nn d^sintdressement toujours renouvele et a nne perseverance sans home que nos efforts 
reunis ont dtd couronnes de succds. Enfin, j*ai Tagreable devoir d’exprimer ma profonde 
reconnaissance a la Maison d’ddition B. G. Teijbeer pour tons les soins qu'elle a apportes 
a la publication de ce volume. 

Neuchatel, juin 1923. 


L.-GUSTAYE Du Pasquier. 
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SOLFTIO PROBLEMATIS 
AD GEOMETRIAM SITUS PERTINENTIS 


Commentsitio 53 indicis Enestroemiani 

Comrnentarii academiae scientiarum Petropolitanae 8 (1736), 1741, p. 12 8-— 140 


1. Praeter illam georaetriae partem, quae circa quantitates versatur et 
Omni tempore suinmo studio est exculta, alterius partis etiamnum admodum 
ignotae primus mentiouem fecit Leibnitzius^), quam Geometrimn situs vocavit. 
Ista pars ab ipso in solo situ determinando situsque proprietatibus eruendis 
occupata esse statuitur; in quo negotio neque ad quantitates respiciendum 
neque calcirlo quantitatum utendum sit. Caiusmodi auteni problemata ad 
banc situs geometriam pertmeant et quali methodo in iis resolrendis uti 
oporteat, non satis est definitum. Quamobrem, cum nuper problematis cuius- 
dam mentio esset facta, quod quidem ad geometriam pertinere videbatui’, at 
ita erat comparatum, ut neque determinationem quantitatum requireret neque 
solutionem calculi quantitatum ope admitteret, id ad geometriam situs referre 
baud dubitavi, praesertim quod in eius solutione solus situs in considerationem 
yeniat, calculus vero nullius prorsus sit usus. Methodum ergo meam, quam 
ad huius generis problemata solvenda inveni, tanquam specimen Gieometriae 
situs hie exponere constitui. 


l) Vide epistolam a G. Leibntz (1646 — 1716) ad Chr. Huygens (1629—1695) scriptam d. 
8. Sept. 1679, Leibnizens MathematiscJie Sehriftm, herausg. von C. I. Gerhabdt, Eiste Abt, Bd. 2, 
Berlin 1850, p). 17 — 20, imprimis p. 19, Beilage p. 20 — 25. Epistola, qua Huygens respondit d. 
22. Nov. 1679, invenitiir ibidem p. 27. Vide porro G. Leibniz, De analysi situs. Leisrizens Mathe- 
matiscJie Scfiriften, Zweite Abt., Bd, 1, Halle 1858, p. 178 — 183. L, G. D. 
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2 SOLUnO PEOBLEMATIS 

2. Problema autem hoc, quod mihi satis notum esse perhibebatur, erat 
sequens; Eegiomonti iu Borussia esse insulam A, der Kneiphof dictam,^ flu- 
viumque earn cingentem in duos dividi ramos, quemadmodum ex figura (Fig. 1) 
videre licet; ramos vero buius fluYii septem instructos esse pontibus a, b, c, d, 
e, f et g. Circa bos pontes iam ista proponebatur quaestio, num quis cursum 
ita instituere queat, ut per singulos pontes semel et non plus quam semel 
transeat. Hocque fieri posse, mibi dictum est, alios negare alios dubitare, 
neminem vero affirmare. Ego ex boc mibi sequens maxime generale formavi 
problema: quaecunque sit fluvii figura et distributio in ramos atque qui- 
cunque fuerit numerus pontium, invenire, utrum per singulos pontes semel 
tantn m transiri queat an vero secus. 



Pig. 1. 


3. Quod quidem ad problema Eegiomontanum de septem pontibus attinet, 
id resolvi posset facienda perfecta enumeratione omnium cursuum, qui in- 
stitui possunt; ex bis enim innotesceret, num quis cursus satisfaceret an 
vero nuUus. Hie vero solvendi modus propter tantnm combinationum nume- 
rum et nimis esset difficibs atque operosus et in abis quaestionibus de multo 
plunbns pontibus ne quidem adbiberi posset. Hoc porro modo si operatio 
ad finem perducatur, multa inveniuntur, quae non erant in quaestione; in quo 
procul dubio tantae difficultatis causa consistit. Quamobrem missa bac me- 
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thodo in aliam inqxdsivi, quae plus non largiatur, quam ostendat, ufcrum talis 
cursus institui queat an secus; talem enim methodum multo simpliciorem fore 
sum suspicatus. 

4. Innititur antem tota mea mefchodus idoneo modo singulos pontinm 
trausitus designandi, in quo utor litteids maiusculis A, B, C, D singulis re- 
gionibus adscriptis, quae flumine sunt separatae. Ita, si quis ex regione A 
in regionem B transmigrat per pontem a sire b, hunc transitum denoto lit- 
teris AB, quarum prior praebet regionem, ex qua exierat viator, posterior 
vero dat regionem, in quam pontem transgressus pervenit. Si deinceps viator 
ex regione B abeat in regionem J) per pontem f, Me trausitus repraesenta- 
bitur litteris BD; duos autem bos transitus successive institutes AB et J5D 
denoto tantum tribus litteris ABB, quia media B designat tarn regionem, in 
quam prime transitu pervenit, quam regionem, ex qua altero transitu exit. 

5. Simili modo si viator ex regione D progi’ediatur in regionem C per 
pontem g, bos tres transitus successive factos quatuor litteris ABBC deno- 
tabo. Ex bis enim quatuor litteris ABBC intelligetur viatorem prime in 
regione A existentem transiisse in regionem £, bine esse progressum in re- 
gionem B ex hacque ultra esse profectum in G; cum vero bae regiones flu- 
viis sint a se invicem separatae, necesse est, ut viator tres pontes transierit. 
Sic transitus per quatuor pontes successive instituti quinque litteris denota- 
buntur; et si viator trans quotcunque pontes eat, eius migratio per litterarum 
numerum, qui unitate est maior quam numerus pontium, denotabitur. Quare 
transitus per septem pontes ad designandum octo requirit litteras. 

6. In hoc designandi modo non respicio, per quos pontes transitus sit 
factus, sed si idem transitus ex una regione in aliam per plures pontes fieri 
potest, perinde est, per quemnam transeat, modo in designatam regionem per- 
veniat. Ex quo intelligitur, si cursus per septem figurae pontes ita institui 
posset, ut per singulos semel ideoque per nullum bis transeatur, bunc cur- 
sum octo litteris repraesentari posse easque litteras ita esse debere dispositas, 
ut immediata litterarum A ei B successio bis occurrat, quia sunt duo pontes 
a et 6 has regiones A et B iungentes; simili modo successio litterarum A 
et C quoque debet bis occurrere iu nia octo btterarum serie; deinde successio 
litterarum J. et D semel occurret similiterque successio litterarum B et B 
itemque C et B semel occurrat necesse est. 
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7. Quaestio ergo hue reducitur, ut ex quatuor litteris A, B, C et D 
series octo litterarum formetur, in qua omnes illae successiones toties occur- 
rant, quoties est praeceptum. Antequam antem ad talem dispositionem opera 
adhibeatur, ostendi convenit, utrum tali modo hae litterae disponi queant an 
non. Si enim demonstrari poterit talem dispositionem omnino fieri non posse, 
inutilis erit omnis labor, qni ad hoc ejBficiendum locaretur. Quamobrem re- 
gnlam iuTestigavi, cuius ope tarn pro bac quaestione quam pro omnibus 
similibus facile discemi queat, num talis* litterarum dispositio locum habere 
queat. 

8. Considero ad huiusmodi regulam inveniendam unicam regionem A, in 
quam quotcunque pontes a, I, c, d etc. condueant (Fig. 2). Horum pontium 
contemplor prime unicum a, qui ad regionem A ducat; si nunc viator per 
hunc pontem transeat, vel ante transitum esse debuit in regione A vel post 
transitum in A perveniet; quare in supra stabilito transitus designandi modo 
oportet, ut littera A semel ocenrrat. Si tres pontes, puta a, b, c, in regionem 
A condueant et viator per omnes tres transeat, turn in designatione eius 
migrationis httera A bis occurret, sive ex A initio cursum instituerit sive 
minus. Simili modo si quinque pontes in A condueant, in designatione trans- 
itus per eos omnes littera A ter occurrere debet. Atque si numerus pontium 
fuerit quicunque numerus impar, turn, si is unitate augeatur, eius dimidium 
dabit, quot vicibus littera A occurrere debeat. 


A 



9. In casu igitur pontium transeundorum Eegiomontano (Fig. 1), quia 
in insulam A quinque pontes deducunt h, c, d, e, necesse est, ut in desig- 
natione transitus per hos pontes littera A ter occurrat. Deinde httera B, 
quia in regionem B tres pontes conducunt, bis debet occurrere similique 
modo httera D bis debet occurrere atque etiam littera C bis. In serie ergo 
octo litterarum, quibus transitus per septem pontes deberet designari, littera 
A ter adesse deberet, litterarum vero B, C et 2) unaquaeque bis; id quod 
in serie octo litterarum omnino fieri nequit. Ex quo perspicuum est per 
septem pontes Regiomontanos talem transitum institui non posse. 
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10. Simili modo de omni alio casu pontium, si quidem numerus pontium, 
qui in quamque regionem conducit, fuerit iropar, iudicari potest, an per 
singnlos pontes transitus semel fieri queat. Si enim evenit, ut summa om- 
nium vicium, quibus singulae litterae occnrrere debent, aeqnalis sit numero 
omnium pontium unitate aucto, turn talis transitus fieri potest; sin autem, 
ut in nostro exemplo accidit, summa omnium vicium maior fuerit numero 
pontium unitate aucto, turn talis transitus nequaquam institui potest. Regula 
autem, quam dedi pro numero vicium A ex numero pontium in regionem A 
deducentium inveniendo, aeque valet, sive omnes pontes ex una regione B, 
ut in figura (Fig. 2) repraesentatur, ducant sive ex diversis; tantum enim 
regionem A considero et inquire, quot vicibus littera A oceurrere debeat. 


11. Si autem numerus pontium, qui in regionem A eonducunt, fuerit 
par, turn circa transitum per singulos notandum est, utrum initio viator cur- 
sum suum ex regione A instituerit an non. Si enim duo pontes in A con- 
ducant et viator ex A cursum inceperit, turn littera A bis oceurrere debet; 
semel enim adesse debet ad designandum exitum ex A per alterum pontem 
et semel quoque ad designandum reditum in A per alterum pontem. Sin 
autem viator ex alia regione cursum inceperit, turn semel tantum littera A 
occurret; semel enim posita tarn adventum in A quam exitum inde denotabit, 
ut huiusmodi cursus designare statui. 

12. Conducant iam quatuor pontes in regionem A et viator ex A cur- 
sum incipiat; turn in designatione totius cursus littera A ter adesse debebit, 
si quidem per singulos semel transient. At si ex alia regione ambulare in- 
ceperit, turn bis tantum littera A occurret. Si sex pontes ad regionem A 
conducant, turn littera A, si ex A initium eundi est sumptum, quater occur- 
ret, at si non ex At initio exierit viator, turn ter tantum oceurrere debebit. 
Quare generaliter: si numerus pontium fuerit par, turn eius dimidium dat 
numerum vicium, quibus littera A oceurrere debet, si initium non est in re- 
gione A sumptum; dimidium vero unitate auctum dabit numerum vicium, 
quoties littera A oceurrere debet, initio cursus in ipsa regione A sumpto. 

13. Quia autem in tali cursu nonnisi ex una regione initium fieri potest, 
ideo ex numero pontium, qui in quamvis regionem deducunt, ita numerum 
vicium, quoties littera quamque regionem denotans oceurrere debet, definio, ut 
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15. Sint duae insulae .4 et jB aqua circumdatae, qua cum aqua com- 
municent quatuor fluvii, quemadmodum figura (Pig. 3) repraesentat. Traiecto 
porro sint super aquam insulas circumdantem et fluvios quindecim pontes 
a, I, c, d etc. et quaeritur, num quis cursum ita instituere queat, ut per 



Fig. 3. 


omnes pontes transeat, per nullum autem plus quam semel. Designo ergo 
primum omnes regiones, quae aqua a se invicem sunt separatae, litteris A, 
B, C, B, JS, F, cuiusmodi ergo sunt sez regiones. Dein numerum pontium 15 
unitate augeo et summam 16 sequent! operation! praefigo. 
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Tertio litteras J, B, C etc. sibi invicem subscribe efc ad quamque numerum 
pontium, qui in earn regionem ducunt, pone, ut ad A octo ducunt pontes, 
ad B quatuor etc. Quarto litteras, quae pares adiunctos habent numeros, 
asterisco note. Quinto in tertiam columnam scribo parium numerorum di- 
midia, impares vero unitate augeo et semisses appono. Sexto tertiae co- 
lumnae numeros inxicem addo et obtineo summam 16; quae cum aequalis 
sit numero supra posito 16, sequitur transitum desiderate modo fieri posse, 
si modo cui’sus Yel ex regione JD vel E incipiatur, quippe quae non sunt 
asterisco notatae. Cursus autem ita fieri poterit 

EaFhBcFdAeFfCgAhCiDhAmEnApBoElD, 
ubi inter litteras maiusculas pontes simul collocavi, per quos fit transitus. 

16. Hac igitur ratione facile erit in casu quam maxime composite iu- 
dicare, utrum transitus per omnes pontes semel tantum fieri queat an non. 
Hoc tamen adbuc multo faciliorem tradam modum idem dignoscendi, qui ex 
hoc ipso modo non difficulter eruetur, postquam sequentes observationes in 
medium protulero. Prime autem observo omnes numeros pontium singulis 
litteris A, B, C etc. adscriptos simul sumptos duplo maiores esse toto pon- 
tium numero. Huius rei ratio est, quod in hoc compute, quo pontes omnes 
in datam regionem ducentes numerantur, quilibet pons bis numeretur; refer- 
tur enim quisque pons ad utramque regionem, quas iungit. 

17. Sequitur ergo ex hac observatione summam omnium pontium, qui 
in singulas regiones conducunt, esse numerum parem, quia eius dimidium 
pontium numero aequatur. Fieri ergo non potest, ut inter numeros pontium 
in quamlibet regionem ducentium unicus sit impar; neque etiam, ut tres sint 
impares, neque quinque etc. Quare si qui pontium numeri litteris A, B, 
0 etc. adscripti sunt impares, necesse est, ut eorum numerus sit par; ita in 
exemplo Eegiomontano quatuor erant pontium numeri impares litteris re- 
gionum A, B, G, JD adscripti, uti ex § 14 videre licet; atque in exemplo prae- 
cedente, § 15, duo tantum sunt numeri impares, litteris D E adscripti. 

18. Cum summa omnium numerorum litteris A, B, C etc. adiunctorum 
aequet duplum pontium numerum, manifestum est illam summam binario 
auctam et per 2 divisam dare numerum operation! praefixum. Si igitur 
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omues numeri litteris A, B, C, D etc. adscripti fuerint pares et eorum sin- 
gulonini medietates capiantur ad mxmeros tertiae columnae obtineados, erit 
borum numerorum siimma imitate minor quam numenis praefixus. Quam- 
obrem Ms casibus semper transitus per omnes pontes fieri potest. In qua- 
cnnque enim regions cursus incipiatur, ea babebit pontes nmnero pares 
ad se conducentes, uti requiritur. Sic in exemplo Regiomontano fieri 
potest, ut quis per omnes pontes bis transgrediatur; quilibet enim pons 
quasi in duos erit divisus numerusque pontium in quamvis regionem dncen- 
tium erit par. 


19. Praeterea, si duo tantum numeri litteris A, B, G etc. adscript! 
fuerint impares, reliqui vero omnes pares, turn semper desideratus transitus 
succedet, si modo cursus ex regions, ad quam pontium impar numerus tendit, 
incipiatur. Si enim pares numeri bisecentur atque etiam impares unitate 
aucti, uti praeceptum est, summa barum medietatum unitate erit maior quam 
numerus pontium ideoque aequalis ipsi numero praefixo. 

Ex bocque porro perspicitur, si quatuor vel sex vel octo etc. fuerint 
numeri impares in secunda columna, turn summam numerorum tertiae colum- 
nae maiorem fore numero praefixo eumque excedere vel unitate vel binario 
vel temario etc. et idcirco transitus fi.eri nequit. 


20. Casu ergo quocunque projiosito statim facillime poterit cognosci, 
utrum transitus per omnes pontes semel institui queat an non, ope buius 
regulae: 

Si fuerint plmes duahns reglones, ad gnas dvicentium pontium numerus est 
impar, turn certo affirmari potest talem transitum non dari. 

Si autem ad duas tantum regiones ducentium pontium numerus est impar, 
tunc transitus fieri poterit, si modo cursus in altera harvm regionuni incipiatur. 

Si denique nulla omnino fuerit regio, ad quam pontes numero impares condu- 
cant, turn transitus desiderate modo institui poterit, in quacunque regione ambulandi 
initivm ponatur. 

Hac igitur data regula problemati proposito plenissime satisfit. 


Leonhardi Euleri Opeia omnia 1 7 Commentationes algebraicae 


2 
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21. Quando autem inventum fuerit talem transitum institui posse, quaestio 
superest, quomodo cursus sit dixigendus. Pro lioc sequeati utor regula: tol- 
lautur cogitatione, quoties fieri potest, bini pontes, qni ex iina regione in 
aliam dncnnt, quo pacto pontinm nninerus vehementer pleruinque diminuetur; 
turn qnaeratur, quod facile fiet, cursus desideratus per pontes reliquos; quo 
invento pontes eogitatione sublati hunc ipsum cursum non multum turbabunt, 
id quod paululnm attendenti statim patebit; neque opus esse iudico plura ad 
cursus reipsa formandos praecipere. 


CALCUL DE LA PEOBABILITE 
DANS LE JEU DE EENCONTEE') 


Commeiitatio 201 indicis Enesteoemia.ni 
Memoires de I'academie des sciences de Berlin [7J (1751), 1753, p. 255 — 270 


1. Le jeu de rencontre est un jeu de hazard ou denx personnes, ayant 
chacune un entier jeu de cartes, en tirent h la fois une carte apres I’autre, 
jusqu’h ce qu’il arrive qu’elles rencontrent la mSnie carte; et alors une des 
deux personnes gagne. Or, lorsqu’une telle rencontre n’arrive point du tout, 
alors c’est I’autre des deux personnes qui gagne. Cela pose, on demande la 
probability que Tune et I’autre de ces deux personnes aura de gagner. 

2. Pour fixer mieux nos idees, on pent supposer que ces deux personnes, 
dont Tune soit nommee A et I’autre B, ayent chacune un certain et mSme 
nombre de billets marques des nombres 1, 2, 3, 4, 6 etc., et que chacune 
en tire un billet apres I’autre, jusqu’h ce qu’elles rencontrent le mSme numero 
k, la fois; et que ce soit la personne A qui gagne alors. Or, s’il arrive que 
ces deux personnes tirent tons leurs billets sans rencontrer jamais le mSme 
nombre, que la personne B gagne. 

3. Comme il est indiffdrent de quel numero chaque billet soit marque, 
il est permis de supposer que A tire ses billets selon I’ordre 1, 2, 3, 4, 5 etc. 
Ou, pour faire I’application aux cartes, on concevra les cartes de Tun et 
I’autre jeu tellement numerotdes, selon I’ordre comme elles sont tirdes suc- 
cessivement par A, de sorte que n”. 1 sera la carte que A tire la premiere, 
n”. 2 celle qu’il tire la seeonde, n”. 3 la troisieme et ainsi de suite. 

1) Voir anssi les memoires 313, 811 et 813 de ce yolume. L. 6. D. 

2 * 



12 


^ ALCPL D E LA PROBABILITE 


— ^ — [ 256-257 

tire de son paqLt de at weLi l°^sque B 

“ -2, ou an troisieme n". s, ou au auatrit™ ““ 

le numero de la carte tiree par B ^ rdanT “ ' * 1”® 

teee par A an meme oonp, ce sera 

“oyen, il aemble qne la recherche de L ien e!*” *T* ‘® “ 

J apphqner le calcnl la pine aisde ponr 

qne S peer gagna- je ddpft^ qtl 9^"^“ ^ Probability qu'anra tant A 

nomb™ dee billets et qn’elle devient dSw wie selon le 

Mats sera grand. 11 conriendra d”^^e[. Pln« le nombre 

P ns petite nombres de billets et d’en uartir ““® rocherche par 

P'™ 81'ands. “ P^rtir ponr arriver sncccssinement 


Seule carte marquee T l! et°a Xl* t "i"’"”' 

e sorfce que A gagnera infailliblement Da^ ^ rencontre ne sauroit manquer 
gn^er de ^ sera erprimde par iTLfe T ^ <*< 

uenne esperance de gagner. « B par 0, pnisqne celni-cy n’a 

numerous de 1 et 2, erqurj°fe”e^ frf “* deni cartes, 

daT SreT“ “ [ ““ a 1”^“ [ ®‘ " 

} A OU dans 1 oxdre ^ i i deux cartes ou 

-e“Z”; rr- - 

qne J anro“° iwuu '^t“* 

e un et de I’autre sera exprimee par — la probabilitd 

pretendre a la moiti^ du ddpdt. ^ ’ *oit de 

nombLTsT :* '^"7 r:: cartes, marqudes des 

ueu a . en secoad n~ 2, 



257 — 258 ] 


DANS LE JEU DE RENCONTEE 


13 


en troisieme n™. 3. Or, B pourra tirer ses cartes en 6 mauieres differentes, 
de la sorter 


A 
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et il y a egalement de probabilite que chacim de ces 6 cas arrive actuelleraent. 

10. De ces 6 cas, il y en aura done deux, le premier et le second, qui 
fexont gagner A et ou le jeu finit par consequent an premier coup; des 
quatre autres cas, il n’y en a qu’un, savoir le cinquieme, qui fera gagner A 
au second coup et qui y finit le jeu. Parroi les trois autres cas, il y a en- 
core le troisieme, qui fait gagner A au troisieme coup. 

11. Ainsi en tout, parmi tons les 6 cas possibles, il y en a quatre qui 

sont favorables a A, et les deux autres, savoir le quatrieme et le sixieme, 
mettront B en possession du gain. Done, A ayant quatre cas pour gagner 
et B deux, I’espdrance de A est == 4" ^ T ^ I'! 

I’avantage de A est deux fois plus grand que celni de B. 


12. Donnons maintenant k ckacun de nos joueurs 4 cartes 1, 2, 3, 4; 
et pendant que A tire ses cartes dans I’ordre 1, 2, 3, 4, I’ordre des cartes 
de B peut varier en 24 manieres differentes, de la sorter 
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et cbacun de ces 24 cas est dgalement possible. 
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13. II est evident que les six premiers cas font d’abord gagner A an 
premier coup; et puisque le jeu s’y finit, j’ai raye les nombres suivans de 
ces 6 colonnes. Des 18 cas qui restent, il y en a 4, savoir les cas 17, 18, 
21 et 22, qui font gagner A au second coup, oti ces colonnes seront par con- 
sequent terminees. Quatorze cas continueront done le jeu jusqu’au troisieme 
coup; et il y en a trois, 10, 12 et 20, qui terminent le jeu en favour de A. 
Enfin des onze cas du reste, il n’y en a que deux qui donnent une rencontre 
pour le quatrieme et dernier coup. 


14. Ayant done 6 cas ou A gagne au premier coup, 4 cas oil il gagne 

au second coup, trois cas oil il gagne au troisieme coup et deux cas oti il 
gagne au quatrieme coup, il y aura en tout 15 cas favorables a A, et les 9 
autres cas feront gagner .B. Par consequent, la probabilite de gagner de A 
sera = ^ = y et celle de .B ^ I’esperance de A sera k 

celle de B comme 5 a 3. 

15. Si nous posons le nombre des cartes = 5, on auroit en tout 120 cas 
differens pour les variations qui pouxroient arriver dans I’ordre des cartes 
tirdes par B, pendant que A tireroit ses cartes selon les numeros 1, 2, 3, 4, 5. 
Or, cela meneroit trop loin, si nous voulions reprdsenter tous ces cas, pour 
voir combien en seroient favorables a A et k J5; et un encore plus grand 
nombre de cartes rendroit cette representation tout k fait irapraticable. 

16. D’ailleurs, un tel d^nombrement actuel ne serviroit pas beaucoup k 
determiner en general les esp^rances des deux jougurs A et B, quelque grand 
que soit le nombre des cartes. Pour cet effet, il faut faire des remarques 
gdndrales qui nous puissent conduire k la connoissance des [probabilitds pour 
les] plus grands nombres de cartes, sachant d4jk les probabilites pour les 
plus petits nombres. 


17. Je remarque done premierement en gdndral que, le nombre des 
cartes 4tant —m, il y aura autant de cas differens que le produit de tous 
les nombres 1, 2, 3, 4 jusqu’k m contient d’unitds; ou bien ce nombre de 
cas est 

= l-2-3-4---w. 
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Or, je suppose toujours que A tire ses cartes selon I’ordre des numeros 
1, 2, 3, 4, . . . m, dont elles sont marquees, et le produit l-2-3-4---m 
donnera le uombre des cas qui peuvent arriver dans I’ordre des cartes tirees 
par B. 

18. Cela est clair par les premiers principes des combinaisons, d’ou Ton 
sait que I’ordre de 2 cartes peut varier 2 fois, de 3 cartes 6 fois, de 4 cartes 
24 fois, ^e 5 cartes 120 fois, de 6 cartes 720 fois, de 7 cartes 5040 fois, de 
8 cartes 40320 fois, et en general de m cartes autant de fois que le produit 

1-2.3-4---W 

coutient d’unitds. 


19. Ce nombre de cas 1 • 2 • 3 • 4 • • • jn etaut posd pour abreger = M, je 
remarque, en second lieu, qu’il y aura ^ cas ou la premiere carte tiree par 
B est 1, qu’il y aura ^ cas oii la premiere carte tirde par B est 2, et quil 
y aura autant de cas oii la premiere carte de B est ou 3 ou 4 ou 5 etc., 
ou enfin m. 


20. De plus, si nous faisons abstraction que le jeu finit aussitot 
que B aura rencontrd la carte de A, et que nous supposions qu ils con- 
tinuent ii tirer leurs cartes jusqu’k la fin, quoiqu’il y fut arrive une ou plu- 
sieurs rencontres, il est aussi clair qu’il y aura ~ cas ou la seconde carte 
de B sera 2, et autant de cas on la troisieme carte sera 3 ou la quatneme 
4 on la cinquieme 5 ou la sixieme 6, et ainsi de suite. 


21. Done, dans cette supposition qu’on contiiuS de tirer les cartes^jos- 
qu’k, la fin, 11 J aura 2 cas que A gagne au premier coup, de mCme j cas 
qu-11 gagne an second coup, et toujours autant de cas qu’il g^ne au trorsieme 
coup ou au quatrieme ou an cinquieme ete., ou meme au dernier coup. 


22. Mais eu effet, quoiqu'il y ait 2 cas qui font gagner X au premier 
coup, il u’y aura pas autant de cas qui le fout gagner au second coup, puis- 
que des 2 cas qui le feroient gagner au second coup, dans la supposition 
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27. Puisque ce Bont les oaB ou B tae le 

et qu'il en fa«t retrauAer ce« ce nambre 

premier coup ou dans le secou , ^ ensemble les oas ou gag 

trouve des cas de trois car es, 
alors au premier coup et au secou . 


r. + — w et qu’on veuille 

28. Eu general douc, si le Z, f 

savoir de comtien il faut dimiuuer recours au nom re e 

centre b un coup quelcouque. > geguer ^ 'a .- gu “u 

cartes _»-! ct “ a too! ces cas ensemble sera celm dont 

riups prdoMens; et le -^r^^le u^re des cas gui feront gaguer 
il faut diminuer le nombre P ^ 
actuellement ^ coup propose. 


. et le nombre de tous les 

29. Posons douc le nombre des cartes 

cas qui lui couvient 
et soit 


• fnnt ffaener A au premier coup, 
a le nombre des cas qui second coup, 

h troisieme coup, 

c au qnatrieme coup, 

d 

^ etc,. 


au cinquieme coup 


, e . - ^ ■ P»” 

et nous avons vu que » 

"verrons bientSt leur progressio 


'ULO ~ - -- - 

, aps cartes d'une unite plus grand, 
30 Soit maiutenant le nombre des cart 
„+i, et le nombre de tens les cas sera 


.uisoit-H'. suit ensuite comme anp^vart 

^ •<. Te algeUraicae 

Uo»™ Et.t.KBt Opera emma I < Oomtne 
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a' le nombre des cas (^ui font 

V 

c' 

d' 

e’ 


gagner A an premier coup, 
au second coup, 
au troisieme coup, 
au quatrieme coup, 
au cinquieme coup 


etc. 


31. Oela pos4, nous aurons 



M.' 

»» + 1 


= Jf; 


et en continuant le jeu, nonobstant les rencontres dejh, arriv^es, il y aura 
Jf cas aussi oti arriyeroit une rencontre au second coup; mais de ceux-ci, 
il faut exelure ceux qui ont d4jk eu une rencontre au premier coup; et, ce 
nombre 6tant = a, comme nous avons vu (§ 29), nous aurons 

&' = Jf— a 


pour le nombre des cas qui font actuellement gagner A au second coup. 


32. Le nombre des cas ou la rencontre arrive au troisieme coup 4tant 
aussi =Jf, et qu’il en faut exelure ceux qui ont dejk eu de rencontre 
dans le premier ou second coup, e’est k dire ceux qui feroient gagner A au 
premier ou second coup lorsque le nombre des cartes seroit d’une moindre, 
nous aurons le nombre des cas qui feront actuellement gagner A au troi- 
sieme coup 

c' = Jf — a-ft. 

33. 11 en est de mSme des cas qui feront gagner A k quelqu’un des 
coups suivans; et partant, en eonnoissant les nombres o, &, c, d etc. pour le 
nombre des cartes ==m, nous en tirerons ais^ment les nombres a', b', c', d' etc., 
lorsque le nombre des cartes est = w -f 1 . Car on aura 
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a' = M, 

V =.M—a, 
c' — M — a — h, 

A' = M — a — h — c, 
e' =M — a — h — c — d 
etc. 

34. Sachant done que, lorsque le nombre des cartes est m = l et M = l, 
il est a == 1, on aura pour deux cartes 

«' = 1 et 1 — 1 = 0. 

Soit maintenant »» = 2; et ayant ikf = 2, a = 1, h = 0, on aura pour trois 
cartes 

a' = 2, r = 2 — 1 = 1, c' = 2-l— 0 = 1. 

Posons de plus m = 3; et ayant M=6, a = 2, & = l,c=l, nous aurons 
pour quatre cartes 

a' = 6, J' = 6 — 2 = 4, c' = 6 — 2 — 1 = 3, d' = 6 — 2 — 1 — 1 = 2. 

35. De cette fa^on, nous pourrons continuer ces nombres h des nom- 
bres de cartes aussi grands qu’on voudra, et pour en voir mieux la progres- 
sion, representons-les de la manibre suivante: 


NOMBRE DES CARTES 


I 

n 

m 

lY 

V 

VI 

YII 

) — 1 

a 

IX 

X 

a 

1 

1 

2 

6 

24 

120 

720 

5040 

40320 

362880 

b 

— 

0 

1 

4 

18 

96 

600 

4320 

35280 

322660 

c 

— 

— 

1 

3 

14 

78 

504 

3720 

30960 

287280 

d 

— 

— 


2 

11 

64 

426 ! 

3216 

27240 

256320 

e 

— 

— 

— 

— 


53 

362 

2790 

24024 

229080 

f 

— 

— 



— 



44 

309 

2428 

21234 

205056 

9 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

265 

2119 

18806 

183822 

h 

— 


— 

— 

— 

— 

— 

1854 

16687 

165016 

i 

— 

— 

— 

— 

— 

* — 

— 

— 

14833 

148329 

k 

— 

— 

— 

— 

— 

— ^ . 

— 

i 

— 

133496 


3 * 
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36. Si nous divisons ces nombres par les nombres de tons les cas pos- 
sibles qui repondent a cbaque nombre de cartes, nous en tirerons premiere- 
ment les esperances de A pour gagner au premier coup: 

Nombre des cartes 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 etc. 

Espdrance de A 1, j, ^ etc. 

D’ou aous concluous que, si le aombre des cartes est == n, I’esperaace de A 
de gagner au premier coup sera = 


37. Si nous considdrons les nombres de la table (§ 35), nous voyoas 
d’abord que cbaque nombre est la difference de celui qui est au dessus et 
de celui qui le prec'ede. Ainsi, si pour le nombre des cartes m le nombre 
des cas qui font gagner A 'a un certain coup, est p, et le nombre des cas 
qui le font gagner au mfeme coup, si le nombre des cartes est 

soit et le nombre des cas qui le font gagner au coup suiyant, = r, le 
nombre des cartes demeurant == m -f 1, on aura toujours 

r = 2 — P- 

38. Done, pour le nombre des cartes = m, le nombre de tous les cas (itant 

= l- 2- 3- 4- -- w = Jf, 

I’espdrance de A de gagner k, un certain coup sera 

_ P 

que je nommerai = P. Or, pour le nombre des cartes le nombre 

de tous les cas etant 

= M[m -f- 1), 

I’espdrance de A de gagner au m^me coup sera 

^ __S 

qui soit pos4e = Q, et I’espdrance de gagner au coup suivant 

r 
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qui soit = B. Oela pose, on aura 

n _ g-y 

ou bien 

i2= Q- -- 

39. Done, posant le nombre des cartes =n — 1, puisque I’esperance de 
A de gagner au premier coup est == — — - , pour le nombre des cartes = n 
I’esperance de A de gagner au second coup sera 

n (n—l')n (»—£')» 

4D. Or, I’esperance de A de gagner au second coup, quand le nombre 
des cartes est — etant , nous en concluons que, lorsque le 

nombre des cartes est = n, son esperance de gagner au troisieme coup sera 

n — ‘2 n — 3 nn—bn + l («— 2)^ — (w— 3) 

{n — l)n (ji — 2)(« — i)» (n — 2){n—i)n «(« — !)(« — 2) 


41. De la nous concluons de la meme maniere que, pour le nombre des 
cartes = n, I’esperance de A de gagner au quatrieme coup sera 

(« — 2)* — (« — 3) (w— 3)*— (w — 4) (n— 2 )^(m — 3) — 2 (« — 3)® -|- (m — 4) 

n{n, — 1)(« — 2) »(m — 1) (n— 2) («— 3) »(« — 1) (w— 2) (»— 3) 

et son esperance de gagner au cinquieme coup 

(n — 2)* (« — 3) — 2 (« — 3)- -t- (» — 4) (w — 3)* (n — 4) — 2 (» — 4)* — b) 

m(«— 1) (m— 2)(»— 3) »(w— 1)(»— 2y(«. — 3)(w — 4) 

_ (>t-2y(w— 3)(w-4) — 3(^ — 3)^(w-4)+ 3(w-4y — (w- 5) 
n(n — l'){n — 2)(n — 3)(w— 4) 


42. Pour peu qu’on rdflechisse sur la formation de ces formules, on 
trouvera que, le nombre des cartes etant = n, I’esperance de A de gagner 


sera 
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au premier coup 

n ’ 

au deuxieme coup 

1 1 
n »(«—!)’ 

au troisieme coup 

= A _ ^ I ^ 

n «(« — !) '«(» — !)» — 2 )’ 

au quatrieme coup 

_ , 3 1 

« n{n — n{n— l)(n—2) n(n — l)[n — 2)(n — 3)’ 

au ciuquieme coup 


n n{n— 1)' n{n—l)(n — 2) n(n — 1) (w - 2) (n n(n — — 

au sixieme coup 

n n(n — l)~^n{n — l)(n — 2) n{n—l)(n — 2) (n • (m— 4) ~ 

etc. 


43. Done, Tesperance de A de gagner en general, h quelque coup que 
ce soit, sera exprimee par la sorume de toutes ces formules prises ensemble. 
Or, le nombre de ces formules etant egal au nombre des cartes n, la somme 
de tous les premiers termes sera 



Ensuite, la somme des numerateurs des seconds termes etant 


= 1 + 2 + 3 4- 4 + . . • + (w - 1) = , 


la somme de tous les seconds termes sera 
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De plus, parce que 

1 + 34-6 4-10 4-... 4- («-l)(«-2) n(n-l)(n~2) 

^ 1.2 1 . 2-3 

la somme des troisiemes termes est 


et la somme des quatriemes 


des cinquiemes 


et ainsi de suite. 


1 

1.2. 3’ 

1 

1.2. 3- 4’ 

1 

1.2.3 - I- 5 


44. De Ik, il s’ensuit done que 


le nombre des 
cartes 4tant 

1 

2 

3 

4 
'5 

6 


I’esperance de gagner de A 
sera 


1 

U2 


1 — L 4 — ^ — 

1 • 2 ' 1 • 2 . 3 

•i _ _L . _i L___ 

1-2 1-2-3 1.2. 3. 4 


1-2 ^ 1.2-3 1-2-3-4 ' 1-2-3-4.5 

1 L + _i L__ + L_ 

1*2 ” l‘2-3 1*2*3*4 l-2*3’4* 


5 1-2-3-4-5-6 


prenant de cette suite toujours autaut de termes qu’il y a de cartes. 

45. L’espdrance de A est done la plus grande au cas dune carte, et la 
plus petite au cas de deux cartes. Ensuite on voit que, lorsque le nombre 
des cartes est impair, I’esperance de A est toujours plus grande que pour 
tout nombre pair de cartes. Or, si le nombre des cartes est pair, alors 
respdrance de A est moindre que pour tout nombre impair de cartes. 
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46. Ay ant trouve I’esperance de A, on n’a qu’k I’oter de I’unite pour 
avoir I’esperance de JB‘, car I’esperance de Tun et de I’autre marque la partie 
dn depot a laquelle I’un et Tautre peut pretendre en vertu de la probaMlite 
qu’il a de le gagner tout entier. Ainsi, Fesperance de A etant = x, celle de 
B sera == 1 — x. 


47. Les formules que je viens de trouver pour Fesperance de A se re- 
duiront aisement k des fractions decimales, d’oii Fon jugera mieux de leur 
veritable valeur. Ainsi, ayant fait ce calcul, je trouve: 


j 

nombre des cartes j 

1 Fespdrance de A \ 

Fesperance de B 

1 

1,000000000 

0,000000000 

2 

0,500000000 

0,500000000 

3 

0,666666666 

0,333333333 

4 

0,625000000 

0,375000000 

5 

0,633333333 

0,366666666 

6 

0,631944444 

0,368055555 

7 

0,632142857 

0,367857143 

8 

0,632118055 

0,367881945 

9 

0,632120811 

0,367879189 

10 

0,632120536 

0,367879464 

11 

0,632120561 

0,367879439 

12 

0,632120558 

0,367879442 

13 

0,632120559 

0,367879441 

14 

0,632120558 

0,367879442 

15 

0,632120558 

0,367879442 

etc. 

■ etc. 

etc. 


48. Done, si nous negligeons les fractions decimales qui suivent apr'es 
la neuvieme, on peut dire que, des que le nombre des cartes esh plus grand 
que 12, les esperances de A et de B ne varient plus, quelque grand que soit 
le nombre des cartes. Ainsi, lorsque le nombre des cartes n’est pas au-des- 
sous de 12, on pourra dire que Fespdrance de A est =0,632120558 et celle 
de ^ = 0,367879442. 



270 ] 


CALOUL DE LA PROBABILITE DANS LE JETJ DE RENCONTRE 


25 


49. Pourvu done qne le nombre des cartes ne soit pas moindre que 12, 
I’esperance de A sera toujours h celle de JB a pen pres comme 12 a 7, ou 
plus exactement comme 122 5, 71, ou encore plus exactement comme 1720 
k 1001. Ou bien, parmi 19 jeux qu’on joue, il j en aura probablement 
12 qui font gagner A et 7 qui feront gagner £. 


50. Si le nombre des cartes 6toit infini, Tesperance de A seroit exprimee 
par cette serie infinie 


1 1,1 1,1 1,1 

2 ^ 6 24 ^ 120 720 ^ 


et I’esperance de £ par celle-cy 
1 


^ 2 6 24 120 720 


Or, posant e pour marquer le nombre dont le logarithme est = 1 , on sait 

que — exprime cette derniere serie. Done, pour le cas n = oo, I’esperance 

] 

de A sera =1 — y et celle de [£ sera] = - ; mais on a 

c = 2,718281 828459045235360. 

51. Substituant cette valeur pour e, on trourera que I’esperance de A 
est k celle de £ comme 

1,718281828459045235360 a 1, 

et cette proportion sera juste aussitot que le nombre des cartes sera plus 
grand que 20. Par consequent^ elle sera tres exacte pour le cas de ce jeu 
comme il se jou6 ordinairement, en j employant un jeu entier de 52 cartes. 
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SOLUTION DWE QUESTION OUEIEUSE 
QUI NE PAEOIT SOUMISE A AUCUNE ANALYSE 

Gommeiitatio 309 indicis Enestroemiani 
Memoires de racademie des sciences de Berlin [15] (1759), 1766, p. 310 — 337 
Commentationes arithmeticae 1, 1849, p. 337 — 355 

1. Je me trouvai un jour dans une compagnie oil, a I’occasion du jeu 
d’echecs, (jnelqu’nn proposa cette question: 

De parcourir avec un cavalier toutes les cases (Dun &Mquier, sans parvenir 
jamais deux fois a la mime, et en commenganf par une case donnee. 

On mettoit pour cette fin des jettons sur toutes les 64 cases de FdcMquier, 
a I’exception de ceUe ou le cavalier devoit commencer sa route; et de cliaque 
case oil le cavalier passoit conformement k sa marche, on otoit le jetton, de 
sorte qu’il s’agissoit d’enlever de cette fa(jon successivement tons les jettons. 
II faloit done eviter d’un cote que le cavalier ne revint jamais k une case 
vuide, et d’un autre c6te il faloit diriger en sorte sa course, qu’il parcourkt 
enfin toutes les cases. 

2. Ceux qui croyoient cette question assez aisee firent plusieurs essais 
inutiles sans pouvoir atteindre au tut; apres quoi celui qui avoit propose la 
question, ayant commence par une case donnee, a squ si Men diriger la route, 
qu’il a heureusement enleve tons les jettons. Cependant, la multitude des 
cases ne permettoit pas qu’on ait pu imprimer k la m^moire la route qu’il 
avoit suivie; et ce n’^toit qu’apres plusieurs essais, que j’ai enfin rencontre 
une telle route qui satisfait a la question; encore ne valoit-elle que pour une 
certaine case initiale. Je ne me souviens plus, si on lui a laiss^ la liberty 
de la ctoisir lui-m6me; mais il a tres positivement assure qu’il 4toit en etat 
de I’executer, quelle que soit la case oti Ton voulut qu’il commen^kt. 
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3. Pour eclaircir mieux cette question, j’ajouterai ici une route ou, en 
commeiiQant par un coin de Pecliiquier, on pareourt toutes les cases: 


42 

69 

44 

9 

40 

21 

46 

7 

61 

10 

41 

58 

45 

8 

39 

20 

12 

43 

60 

55 

22 

57 

6 

47 

53 

62 

11 

30 

25 

28 

19 

38 

32 

13 

54 

27 

56 

23 

48 

5 

63 

52 

31 

24 

29 

26 ' 

37 

18 

14 

33 

2 

51 

16 

35 

4 

49 

1 

64 

i 15 

34 

3 

50 

17 

36 


J’ai marque ici les cases par I’ordre des nombres suivant lequel elles sont 
suecessivement parcourues. Ainsi, le cavalier ayant 4te pose dans la case 1 
saute en 2, de Ik en 3, et depuis en 4, 6, 6 etc., jusqu’a ce que, venant 
enfln dans la case 64, il aura passe toutes les cases. 11 est evident que cette 
route satisfait egalement, quand on veut commencer par quelqu’un des autres 
angles. 

4. En retournant par la mSme route on pourra aussi commencer par 
la case 64 et de Ik, en passant suecessivement par les cases 63, 62, 61 etc., 
on parviendra enfin, apres avoir parcouru toutes les cases, k celle du coin 1. 
Mais cette route ne servira de rien, quand on doit commencer par quelque 
autre case; et alors on sera oblige de chercher par des essais une nouvelle 
route, dont le commencement soit dans la case donnee. Or, on reconnoitra 
aisement qu’une telle solution du problems propose seroit trop penible, et 
ne conviendroit pas au but en vue, ob il s’agit de trouver promtement la 
route qu’il faut suivre. D’ailleurs une telle reeberche ne merite aucune at- 
tention, k moins qu’elle ne soit fondle sur quelques pxincipes, ou qu’on ne 
la puisse soumettre k quelque espece d’ Analyse qui en dirige les operations. 

5, Ce n’est aussi que dans cette vue que j’ose proposer mes recbercbes sur 
cette question, auxquelles j’ai dte conduit par une idee toute particulLere que 

4 ’ 
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Mr. Bebtrand^) de Geneve m’a foumie; car, qnoiqu’elle soit legere en elle-mSme 
et tout a fait etrangere a la Geometrie, elle doit 6tre regardee comme tres 
remarquable, des qu’on aura trouve moyen d’y appliquer TAnalyse. Or, je 
ferai voir qu’elle est susceptible d’une analyse toute particuliere, qui doit 
meriter d’autant plus d’attention que cette analyse demande des raisonnemens 
peu usites ailleurs. On eonvient aisement de I’excellenee de I’Analyse, mais 
on la croit communement bornee a de certaines reeberches qu’on rapporte 
aux Matbematiques; et partant, il sera toujours fort important d’en faire 
usage dans des matieres qui lui semblent refuser tout aeces, puisqu’il est 
certain qu’elle renferme I’art de raisonner dans le plus baut degre. On ne 
sauroit done etendre les bornes de I’Analyse sans qu’on ait raison de s’en 
promettre de tres grands avantages. 

6. Or, d’abord je remarque qu’on pourroit satisfaire a la question, si 
Ton trouvoit une telle route, ou la derniere case marquee par 64 seroit 
eloignee de la premiere, 1, d’un saut de cavalier, de sorte qu’il pourroit sauter 
de la derniere sur la premiere. Car, ayant trouve une telle route rentrante 
en ebe-mSme, on pourra commencer par quelque case que ce soit, et de lb 
continuer la course suivant I’ordre des nombres jusqu’a la case marquee 
par 64, d’ou, en sautant a celle qui est marqude par 1, il acheveroit la 
course jusqu’a retoumer a celle d’ob il etoit parti. Or, voilb une telle 
route rentrante en elle-meme: 


42 

57 

44 

9 

40 

21 

46 

7 

55 

10 

41 

58 

45 

8 

39 

20 

12 

43 

56 

61 

22 

59 

6 

47 

63 

54 

11 

30 

25 

28 

19 

38 

32 

13 

62 

27 

1 

60 

23 

1 

48 

5 

53 

64 

31 

24 

29 

26 

37 

18 

14 

33 

2 

51 

16 

35 

4 

49 

1 

52 

15 

34 

3 

50 

17 

36 


1) Louis Bertkand (1731 — 1812), professeur a I’aeademie de Geneve, veeut longtemps a 
Berlin; il y devint membre de Tacad^iaie des sciences. L. G. D. 
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7. Ayant done bien imprime h, la mdmoire une telle rente, on sera en 
etat de satisfaire k la question en commen^ant par une case quelconque. 
Car, soit par exemple la case marquee par 25 d’oii le cavalier doit partir, 
on n’aura qu’k le faire marcher successivement par les cases 26, 27, 28, . . . 
jusqu’k 64, d’od, passant k la case 1, il poursuivra sa route par les cases 
2, 3, 4, . . ., jusqu’k, ce qu’il soit parvenu k celle qui est marquee par 24; 
et ainsi, il aura parcouru toutes les cases de I’dchiquier. J’indiquerai cette 
route en reprdsentant les nombres qui marquent les cases, en sorte 

25---64-1-- -24, 

et il est Evident qu’on reussira dgalement en commen^ant par toute autre 
case; ainsi cette disposition 

46 ... 64 • 1 - 45 

servira, quand on doit commencer par la case 46. 


8. Il est aussi evident que la meme disposition fournit, pour chaque 
case oil Ton doit commencer, une double route; puisqu’on pent dgalement 
passer de la case marqude centre I’ordre des nombres jusqu’k celle qui con- 
tient 1, et de Ik, sautant en 64, continuer la course par les cases 63, 62, 61 etc., 
jusqu’k ce qu’on parvienne k celle oh Ton a commence. Que le nombre 40 
indique la case d’oti il faut partir, et on aura ces deux routes k poursuivre 


et 


40.41 ... 64- 1 • 2 ..• 39 
40-39 1.64. 63 41, 


ou la premiere finit par la case 39 et I’autre par 41. 

Toute autre disposition rentrante en elle-mgme foumira les mfimes avan- 
tages, et il suffit d’en savoir une seule par coeur; mais on comprendra aise- 
ment que ce seroit un ouvrage extrSmement embarrassant que de trouver 
en tktonnant j)ar plusieurs essais une telle disposition, et qu’on risqueroit 
de n’y reussir pent 6tre jamais. 


9. Je m’en vais done expliquer une m^thode certaine qui nous conduira 
infailliblement an but propose, et par le moyen de laquelle on sera en 5tat 
de ddcouvrir autant de routes satisfaisantes qu’on voudra; car, quoique le 
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nombre de ces routes ne soit pas infini, il sera tonjours si grand qu’on ne 
le sanroit jamais epuiser. Mais il faut ici distinguer deux especes de routes, 
Tune qui parcourt simplement toutes les cases de recMquier sans que le 
cavalier puisse sauter de la demiere k la premiere; I’autre espece est ceUe 
des routes reutrantes en elles-m&mes, oil le cavalier, aprbs avoir parcouru 
toutes les cases, pent sauter de la demiere k. la premiere. J’ai doim^ un 
exemple de la premiere espece dans le § 3 et un de la seconde dans le § 6. 
L’on peut regarder Tun et I’autre comme trouve par hazard en tatonnant; 
mais la methods que j’expliquerai servira k en trouver autant qu’on voudra, 
tant de Tune que de I’autre espece. 

10. Comme il est beaucoup plus difficile de trouver par les seuls essais 

une route de la seconde espece, je commencerai par donner une methods par 
le moyen de laquelle on pourra, aprbs avoir trouve une route de la premiere 
espece, en decoavrir non seulement une, mais plusieurs de la seconde espece. 
Pour cet effet, je remarque d’abord qu’on peut en plusieurs manieres changer 
la demiere case, celle du commencement demeurant la mfeme. Considdrons 
la route rapportee § 3; et qu’on marque les cases anxquelles le cavalier 
pourroit passer de la demiere marqu4e par 64; or, on verra que ces cases 
sont 63, 31 et 51, dont la premiere, qui renferme le saut dejk employd k 64, 
n’est d’aucun usage. Mais, puisqu’on peut passer de la case 31 k la case 64, 
qu’on fasse ce saut aprbs btre parvenu de la case 1 par les eases 2, 3, 4 etc. 
a celle de 31, et depuis, qu’on poursuive la route par les cases 64, 63, 62 etc., 

jusqu’k ce qu’on parvienne a la case 32, qui sera k present la demiere; cette 

nouvelle route sera reprdsentee en sorte 

1 • 2 • • • 31 - 64 • 63 • • • 32. 

11. De meme, le saut de 64 k 51 nous donne k connoitre qu’on peut 

passer de la case 51 k 64; et de Ik en poursuivant la route par les cases 

63, 62 etc., la demiere sera ceUe qui est marquee par 52; cette route entiere 

sera done reprdsentde en sorte 

1 • 2 • - • 51 ■ 64 • 63 - - - 52. 

Maintenant, puisque cette demiere case 52 foumit un saut k la premiere, 
cette route se rapporte k la seconde espece et est rentrante en elle-mbme; 
et e’est prbeisement la route ddcrite au § 6. . 
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Quand on ne seroit pas encore parvenu k une route rentrante, on poux- 
roit de nouveau transformer celle que nous venons de trouver au § pr^c^dent 

1 . . . 31 . 64 - . . 32, 

oil, la demiere [case] etant 32, le cavalier en peut sauter aux cases 

43, 11, 31, 33; 

ainsi, on n’aura qu’k renverser la partie de cette route comprise entre I’un 
de ces nombres et le dernier 32. 

12. Le nombre 43 foumira done cette nouvelle route 

1 . . . 31 • 64 • • • 43 • 32 • . . 42, 

oil la case angulaire 42 est la demiere. Le second nombre, 11, donnera cette 
route 

1 . . • 11 . 32 • • • 64 • 31 • • • 12, 

oil la case marqude de 12 est k present la demiere. Le troisieme nombre, 
31, rend la route principals d’oti nous avons tird ces nouvelles, savoir 

1 ... 31 • 32 - • • 64; 

et le quatrieme nombre, 33, ne change rien dans la route que nous traitons. 

La route prdeddente, qui finissoit par 12, puisque le cavalier peut sauter 
de 12 k ces cases 

59, 41, 11 et 13, 

foumira ces transformdes 

1 . - . 11 . 32 • • • 59 . 12 • - • 31 • 64 • • • 60, 

1 • . . 11 . 32 • • • 41 . 12 • . . 31 • 64 • • • 42, 

et celle-lk, puisque 60 conduit aux cases 

61, 59, 9 , 46, 25, 27, 13 et 53, 
nous mdnera k plusieurs nouvelles routes, oil les demieres cases seront 


10, 46, 26 , 28, 14 et 54. 
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13. Yoila done une source Men riche d’oh Ton pent puiser quantite de 
nouvelles routes, en ay ant une fois trouye une seule; et le nombre des 
transformations devient encore plus grand, quand on renverse I’ordre de la 
premiere route en sorte 

64 . • • 1, 

oti la derniere case, tenant k, .52, fournit cette ti’ansform^e 

64 . . - 52 . 1 • • . 51, 

et puisque 51 donne un saut a 64, cette route est rentrante en elle-mfeme; 
mais elle n’est que la renversee de celle de dessus [§ 11]. Or, 51 etant lid avec 

64, 52, 54, 56, 26 et 50, 

fournit ces transformees 

64 • • ■ 54 . 51 1 • 52 . 53, 

64 • . . 56 • 51 • • • 1 . 52 • • • 55, 

64 •••52- 1 ... 26-51 ••• 27, 

et de celles-ci, si Ton yeut, on peat encore trouver quantite d’autres, parmi 
lesquelles on ne manquera pas d’en decouyrir qui sent rentrantes en elles- 
mSmes. 

14. Or, en ayant ddja trouve une qui est rentrante en elle-mdme, comme 
est celle du | 6, il n’est pas difficile d’en tirer plusieurs autres de mdme 
natrme; on n’a qu’k arranger les cases en sorte que tant la premiere que la 
derniere se trouye dloignee des bandes, puisqu’alors I’une et I’autre permet 
8 sauts. Ainsi, si nous rangeons les nombres de la route [du] § 6 en sorte 

31 ... 64 - 1 • - . 30, 

la derniere case, 30, etant jointe k celles-ci 

45, 59, 23, 29, 31, 13, 43, 41, 


fournit ces transformees 
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I. 

31 - 

■ .45 

30 • • 

• 1 

64 • 

•46, 

IL 

31 . 

. 59 

30 • 

• 1 

64- 

• 60, 

m. 

31 . 

. 64 

1 .. 

•23 

30- 

•24, 

IV. 

31 . • 

•64 

1 •• 

• 13 

30- 

•14, 

V. 

31 . 

. . 43. 

30 • . 

■ 1 

64 • 

•44, 

VI. 

31 . 

. .41. 

30 • • 

• 1 

64 • 

•42, 


ou la 11. et la IV. sont rentrantes en elles-memes. Et, taut de celles-ci que 
des autres, on pourra trouver par des transformations ult^rieures plusieurs 
autres. Comme la III. donne 

31 ... 64 • 1 • - . 13 - 24 • • • 30 . 23 . . • 14, 

31 ... 33 • 24 ... 30 - 23 . 1 • 64 • . • 34, 

31 ... 64 . 1 ... 15 . 24 ... 30 . 23 ... 16. 


15. Mais, quand on n’a pas encore une route de la premiere espece, 
voyons comment il faut s’y prendre pour en trouver une sans se livrer au 
seul hazard. En commen^aut par une case quelconque, qu’on continue h vo- 
lont^ les sauts du cavalier aussi loin qu’on pourra et qu’on mette dans les 
cases qui sont rest^es vuides des lettres qui leur servent de signes, comme 
dans cette figure: 


34 

21 

54 

9 

32 

19 

48 

7 

55 

10 

33 

20 

53 

8 

31 

18 

22 

35 

62 

a 

40 

49 

6 

47 

11 

56 

41 

50 

59 

52 

17 

30 

36 

23 

58 

61 

42 

39 

46 

5 

57 

12 

25 

38 

51 

60 

29 

16 

24 

37 

2 

43 

14 

27 

4 

45 

1 

1 

13 

26 

3 

44 

15 

28 


Ici, j’ai pu continuer la route jusqu’k, la case marquee par 62, et dans [les 
deux cases qui sont resides vuides, j’ai mis] les lettres a et 6. 
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16. Maintenant, ayant 62 cases parcourues par le cavalier, je les repre- 
sente de cette naaniere 

1 • • • 62; 

et regardant la case 62 comme la derniere, je cherche des transformees qui 
finissent par d’autres cases, d’oii il y ait im passage sur Tune des cases a on h. 
Or, la case 62 communique avec celles-ci 

9, 53, 59, 61, 23, 11, 56 et 21, 

d’ou nous tirons ces transformees 


d’oti Ton passe en a, 
d’od Ton passe en a, 


d’od Ton passe en a, 


I. 

1 . 

. . 9.62- 

• .10, 

n. 

1 • 

• •53.62- 

. .54, 

ni. 

1 • 

• .59.62- 

- . 60, 

lY. 

1 • 

• • 23 . 62 . 

. . 24, 

Y. 

1 . 

• - 11 • 62 . 

. . 12, 

VI. 

1 . 

.•55.62. 

- . 56, 

vn. 

1 . 

• • 21 • 62 

• . - 22. 


Done, les routes I, II et YI s’etendent dejk jusqu’a la case o, et il n’y reste 
plus vuide que la seule case 1; et pour la lier avec les autres, on n’a qu’d 
transformer une de ces trois routes par la m§me methode. On opereroit 
semblablement, s’il etoit reste plusieurs cases vuides. 


17. Prenons la premiere transformee 

1 . . . 9 • 62 • • • 10 • a, 
dont la derniere case, a, conduit k. 

32 , 8, 52, 42 , 58, 56, 10 et 54, 
parmi lesquelles 58 fournit cette transformde 

1 - • • 9 • 62 • • • 68 • o • 10 - • • 57, 
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dont la derniere, 57, conduit k la case h, de sorte qu’k present le cavalier 
aura parcouru toutes les cases, ayant commence sa course en 1 et fini en 5, 

1 . . . 9 • 62 • • • 58 • a • 10 • • • 57 . 6. 


Mais cette route n’est pas rentrante en elle-mfeme. Pour lui procurer cet 
avantage, cherchons de nouvelles transform^es. La derniere, h, conduisant k 
ces cases 


57, 25, 43, 


dont 25 donne cette transformee 


1 . ■ ■ 9 • 62 • • • 58 • a • 10 • • • 25 • 5 • 57 • • . 20, 
ou la derniere conduit k 

37, 25, 51 et 27. 


Or, aucune ne foumit nne route de la seconde espece. Prenons done 43, [qui 
donne cette transformee] 


1 • . . 9 • 62 • • • 58 • d • 10 • • • 43 • & • 57 • • • 44, 
dont la derniere, 44, conduit k 

43 , 51, 29 et 45, 

dont aucune ne donne immediatement nne route rentrante en elle-mtme. 


18. II faudra done passer k de nouvelles transformdes; et pour que cela 
se puisse faire plus aisement, il sera bon de reprdsenter la route trouvde de 
la premiere espece par I’ordre naturel des nombres. 


40 

27 

60 

9 

38 

25 

54 

7 

61 

16 

39 

26 

59 

8 

37 

24 

28 

41 

10 

15 

46 

55 

6 

53 

17 

62 

47 

56 

13 

58 

23 

36 

42 

29 

14 

11 

48 

45 

52 

5 

63 

18 

31 

44 

57 

12 

35 

22 

30 

43 

2 

49 

20 

33 

4 

51 

1 

64 

19 

32 

3 

50 

21 

34 
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oil, la route 4tant representde eu sorte 

1 • • . 64 

et la demiere, 64, conduisant a 

63, 31, 4£f, 

on aura deux transform4es 

I 1 - • . 31 • 64 • • . 32, 
11. 1 - • • 49 • 64 • • • 50, 


car la case 63 ne change rien dans la propos4e. 

19. Puisq^u’il n’y a que deux cases qui aboutissent k 
renversons ces deux transform^es pour avoir 

I. 32...64 - 31-..1, 

II. 50 •64.49--.1; 

et maintenant, la demiere, 1, conduisant a 

2 et 18, 

nous en tirons ces deux nouvelles 

A. 32 • • • 64 • 31 • • • 18 • 1 • • . 17, 

B. 50 • - • 64 • 49 • . - 18 - 1 • - . 17, 


ok, la demiere, 17, conduisant k 


16, 10, 14, 18, 

nous obtiendrons 

a 32 • • • 64 • 31 • ■ • 18 • 1 • - • 10 • 17 • • • 11, 

D. 50 - • • 64 • 49 • • . 18 • 1 • • • 10 • 17 • . • 11, 

K 32 • • • 64 • 31 • • • 18 • 1 • • • 14 • 17 • • • 16, 

F. 60 • • • 64 ■ 49 • • - 18 • 1 • . • 14 . 17 ■ • • 15. 


la premiere, 1, 
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La derniere, 11, conduit k 

46 , 58, 12 , 20, 2, 18 , 62, 10, 

et donne 


a. 

32 . ■ 

-46 

11 • • 

- 17 

10 - - 

• 1 

•18 • 

• 31 

. 64 • • ■ 

47, 

H. 

50 • 

• 64’ 

49 • 

•46 

11- - 

• 17 

-10- 

• 1 

• 18 • • • 

45, 

I. 

32 • ■ 

-58- 

11 - • 

- 17- 

10 • - 

• 1 

-18- 

• 31 

• 64 • • 

59, 

K. 

50 • • 

-58- 

11 • • 

- 17- 

10 -• 

• 1 

•18 • 

• 49 

• 64 • • • 

59, 

L. 

32 • 

• 64 

31 ■ 

-20- 

11 - • 

• 17 

-10- 


•1-18 

19, 

M. 

50 ■ 

• 64 

49 - 

• - 20. 

■ 11 • • 

• 17 

■ 10- 


• 1 ■ 18 

■19, 

N. 

32 • 

• 64 

31 • 

• • 18 

•1-2- 

11 • 

.... 

■ ■ 17 • 10 • • 

•3, 

0. 

50 • 

• 64 

49 • 

• • 18 

• 1-2' 

■11 • 

.... 

• • 17 • 10 • • 

•3, 

P. 

32 • 

• 62 

11 • 

• • 17 

•10 • - 

• 1 • 

18 • • 

. . . . 

31-64 

■63, 

Q. 

50 • 

• 62 

11 • 

. • 17 

■10 • • 

• 1 . 

18 • • 

. . . . 

49-64 

63. 


20. Or E et F, dont la derniere, 15, conduit k 

38, 8, 58, 48, -14, 62, 16, 60, 
donneront ces transformdes 


9- 

32 • • 

• 38 

15 

• • • 17 

14 • 

00 

- - 31 

• 64 • • ■ 

39, 

h. 

50 • • 

• 64 

49 

• • • 38 

15 • 

. . 17 . 14 . 

•• 1 

• 18 • • • 

37, 

i. 

32 • • 

• 64 

31 

• • - 18 

1 • 

•• 8-15- 

- ■ 17 

• 14 • • • 

9, 

h. 

50 • • 

• 64 

49 

• • • 18 

1 • 

• • 8 • 15 • 

•17 

• 14 - • • 

9, 

1. 

32 • • 

• 58 

15 

• • • 17 

14 • 

•• 1-18- 

••31 

■ 64 • • • 

59, 

m. 

50 • • 

■ 58 

15 

• • ■ 17 

14 • 

• . 1 • 18 • 

••49 

- 64 • ■ ■ 

59, 

n. 

32 • • 

• 48 

15 

• • • 17 

14 • 

• • 1-18- 

-•31 

.64--- 

49, 

0 . 

50 • • 

• 64 

49 

-48-15 


17.14.-- 

• • • 1 

. 18 . . . 

47, 


32 ■ • 

• 62 

15 

• • • 17 

14 • 

. . 1 . 18 . . 

. . . . 

31-64- 

63, 


50 • • 

• 62 

15 

• • • 17 

14 • 

. . 1 . 18 . . 

. . . . 

49.64- 

63, 

r. 

32 • - 

• 60 

15 

• • • 17 

14 • 

. . 1 . 18 . . 

• 31 

.64--- 

61, 

5 . 

50 • • 

• 60 

15 

. . . 17 

14 • 

. . 1 . 18 . . 

• 49 

- 64 • • • 

61. 
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Mais, paimi toute ces tarformfes. SI ne s’en trouve pas sncore une qui 
soit reitnmte en eUe-mSme; mais leuis transformiea ulttneuies en fonrmront 


mmz. 


21. PxeQons la route indiqnee par la lettre G, oti, la derniere case, 47, 
communiquaut ayee celles-ci 

26, 46, 48, 44, 18, 42, 28, 16, 

demieres cases qu'on aura par ces transformations seront 

27, 11, 47. 45, 19, 43, 29, 17, 

dont 43 communique avec la premiere, 32, et donne par consequent cette 
route rentrante 

32 . • • 42 -47 . • • • 64 ■ 31 • • • 18 • 1 • • • 10 • 17 ■ • • 11 • 46 • • • 43, 

laquelle pourra done etre representee en sorte 

1 • • • 10- 17 • • ■ 11-46 . • • 43 -32 . • . 42 • 47 • • ■ 64 • 31 • • • 18, 

efc, marquant les eases par I’ordre naturel des nombres, on aura cette route 
rentrante: 


30 

i 

55 

46 

9 

28 

57 

40 

7 

47 

12 

29 

56 

45 

8 

27 

58 

54 1 31 

10 

13 

18 

41 

6 

39 

11 

48 

33 

42 

15 

44 

59 

26 

32 

53 

14 

. 

17 

34 

19 

38 

5 

49 

64 

61 

20 

43 

16 

25 

60 

52 

21 

2 

! 

36 

62 

23 

4 

37 

1 

50 

1 63 

22 

3 

36 

61 

24 
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22. La route iudiquee par la lettre H ayant 45 pour sa demiere case, 
les cases coramuniquautes sont 

6, 36, 22, 4, 20, 44, 56, 46, 

et les demieres serout 

5, 37, 23, 3, 21, 45, 57, 11, 

ou 57 communique avec la premiere, 50, d’oti rdsulte cette route rentrante 
50 . . . 56 • 45 • • • 18 • 1 - . • 10 • 17 • • • 11 • 46 • • • 49 • 64 • . ■ 57, 
qui pourra aussi 6tre reprdsentde en sorte 

1 • • - 10 • 17 • • • 11 • 46 - • • 49 . 64 • • • 57 • 50 • • • 56 • 45 • • • 18, 


42 

55 

26 

9 

44 

57 

34 

7 

25 

12 

43 

56 

27 

8 

45 

58 

54 

41 

10 

13 

18 

35 

6 

33 

11 

24 

19 

36 

15 

CO 

59 

46 

40 

53 

14 

17 

20 

37 

32 

5 

23 

64 

51 

38 

29 

16 

47 

60 

52 

39 

2 


62 

49 

4 

31 

1 

22 

63 

50 

3 

30 

61 

48 


qui ne difffere pas beaucoup de la prdcedente. 

23. Les routes iudiquees par J et K ayant la derniere case 59, on aura 
les cases eommuniquantes 

54, 6, 58, 56, 10, 60, 

les demieres pour J seront 

55, 5, 11, 57, 9, 59, 


et les demieres pour K 


55, 5, 11, 57, 9, 59, 
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d’ou nous tirons encore deux rentrantes, puisque 57 communique tant avec 32 
que 50, savoir 


32 • • • 56 • 59 • • • 64 . 31 • • • 18 • 1 • • • 10 • 17 . • • 11 • 58 • 57, 
50 ■ • • 56 • 59 • • • 64-49 • • • 18 -1 • • • 10- 17 • • . 11 • 58 • 67, 


qui pourront etre representees en sorte 

1... 10-17 ••-11.58-57-32---56-59 • • • 64-31 • • • 18, 
1--- 10-17 •• -11 -58 -57-50 56-59 - • - 64-49 - - - 18. 


De meme, les routes L ei M finissant par 19, on aura les cases com- 
muniquantes avec 19 

30, 18, 44, 20, 

de Ik, les demieres pour L 

29, 19, 45, 11, 

pour M 

29, 19, 43, 11, 

oil il n’y a aucune rentrante. 

Les routes 37 et 0 finissant par 3, on aura par rapport k cette deraiere 
les cases communiquantes 

2, 44, 12, 4; 

alors, la demiere devient pour 37 


pour 0 


11, 45, 13, 3, 
11, 43, 13, 3, 


oil il n’y en a point non plus. 


24 S il valoifc la peine, on pourroit, en poursuivant ces transformations, 

rouver plosiera autres routes rentrantes en eUes-memes, et on ne manque- 

roit pas de d4couvrir des moyens pour abr^ger les operations, en achevant 

deux ou plusieurs a la fois, afin qu’on arrive plus t6t au but proposd. 

c V f dessein d’assigner toutes les routes possibles qui 

soient rentrantes eu - -x t'wocnuicjs 

ai’iimlilf rf f. Ce qui seroit un ouvrage aussi pinible 

quumUe, et ,e me conteute dWoir douni me mdthode sure pour trouver 
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autant de routes qu’on voudra, methode dont rapplication n’est pas difficile 
en chaque cas. Mais on pent aj outer k la question principale encore des 
conditions qni la rendent plus curieuse, comme si Ton exigeoit qne les 
nombres qui se trouvent dans des cases opposees ayent la in6me difference, 
qni doit etre 32, comme la moitie du nombre de tontes les cases. Or, chaque 
case en a une qui lui est opposde, de sorte que la ligne droite tiree par les 
centres de ces deux cases divise le quarre en deux parties egales. On de- 
mande done que les nombres 33, 34, 35, 36, • • • 64 se trouvent k I’opposite 
des nombres 1, 2, 3, 4, • • ■ 32. 


26. Pour trouver de telles routes diagonales, on n’a qu’a commencer par 
ecrire les nombres 1, 2, 3, 4 etc. conformdment k la marche du cavalier, et 
k mesure qu’on ecrit ces nombres, inettre les nombres 33, 34, 35, 36 etc. 
dans les cases opposees, et poursuivre cet arrangement taut qu’on pourra, 
comme on pent le voir par la figure ci-jointe; 


10 

29 

48 

35 

8 

31 

46 

33 

49 

36 

9 

30 

47 

34 

7 

58 * 

28 

11 

A 

G 

f 

45 

32 

19 - 

37 

60 

B 

D 

e 

6 

59 

44 

12 

27 

38 

E 

d 

h 

18 

5 

51 * 

64 

13 

F 

c 

o> 

43 

60 

26 * 

39 

2 

15 

62 

41 

4 

17 

1 

14 

63 

40 

3 

16 

61 

42 


Ici, j’ai pu continuer la suite des nombres 1, 2, 3 jusqu’k 19, et celle des 
nombres 33, 34, 35 jusqu’k 51. 

Mais en rdtrogradant, je suis passe de 1 par 64, 63 jusqu’k 58; et 
de 33 j’ai pu reculer jusqu’k, 26. Douze cases sont resides vuides, que j’ai 
remplies des lettres A, a, B, b, 0, c, JD, d, E, e, F, f, disposees par des 
cases opposees. 
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d’oil nous tirons encore deux rentrantes, puisque 67 communique tant avec 32 
que 50, savoir 

32 •• •66-59 ••• 64-31 - 18-1 ••• 10-17 ••• 11- 58 - 57, 

50 • • • 56-59 • • • 64-49 • • • 18 - 1 - • • 10-17 • • • 11-68-57, 

qui pourrout etre repr^sentees en sorte 

1 • • • 10-17 • • • 11-58 - 57 - 32 • • • 56 -59 • ■ • 64- 31 • • • 18, 

1 ... 10- 17 ••• 11 - 58 • 67 - 50 - •• 56 • 69 - • - 64 - 49 • - • 18. 

De meme, les routes L Qi M finissaut par 19, on aura les cases com- 

muniquantes avec 19 

30, 18, 44, 20, 

de Ik, les dernieres pour L 

29, 19, 46, 11, 

pour M 

29, 19, 43, 11, 

ou il n’y a aucune rentrante. 

Les routes N et 0 linissant par 3, ou aura par rapport k cette demiere 
les cases communiquantes 

2, 44, 12, 4; 

alors, la demiere devient pour iV 

11, 45, 13, 3, 

pour 0 

11, 48, 13, 3, 

oil il n’y en a point non plus. 


24. S’il valoit la peine, on pourroit, en poursuivant ces transformations, 
trouver plnsieurs autres routes rentrantes en elles-memes, et on ne manque- 
roit pas de ddcouvrir des moyens pour abreger les operations, en achevant 
deux ou plusieurs k la fois, afin qu’on arrive plus tOt au but proposd. 
A-ussi n’est-ce pas mon dessein d’assigner toutes les routes possibles qui 
soient rentrantes en elles-mSmes, ce qui seroit un ouvrage aussi pdnible 
qu’inutile; et je me contente d’avoir donne une methode sure pour trouver 
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autant de routes qu'on voudra, methode dont rapplication n’est pas difficile 
en chaque cas. Mais on pent aj outer k la question principale encore des 
conditions qui la rendent plus curieuse, comme si Ton exigeoit que les 
nombres qui se trouvent dans des cases opposees ayent la m6me difference, 
qui doit etre 32, comme la moitie du nombre de toutes les cases. Or, chaque 
case en a une qui lui est opposee, de sorte que la ligne droite tiree par les 
centres de ces deux cases divise le quarre en deux parties egales. On de- 
mands done que les nombres 33, 34, 35, 36, • • • 64 se trouvent k I’opposite 
des nombres 1, 2, 3, 4, • • • 32. 

25. Pour trouver de telles routes diagonales, on n’a qu’a commencer par 
ecrire les nombres .1, 2, 3, 4 etc. conform^ment h la marche du cavalier, et 
a mesure qu’on ecrit ces nombres, inettre les nombres 33, 34, 35, 36 etc. 
dans les cases opposees, et poursuivre cet arrangement tant qu’on pourra, 
comme on pent le voir par la figure ci-jointe: 


10 

29 

48 

35 

8 

31 

46 

33 

49 

36 

9 

30 

47 

34 

7 

58* 

28 

11 

A 

c 



f 

45 

32 

19- 

37 

50 

B 

D 

e 

6 

59 

44 

12 

27 

38 

E 

d 

1 

18 

5 

51‘ 

64 

13 

F 

c 

a 

43 

60 

26- 

39 

2 

15 

62 1 

41 

4 

17 

1 

14 

63 

40 

3 

16 

6. 

42 


Ici, j’ai pu continuer la suite des nombres 1, 2, 3 jusqu’a 19, et celle des 
nombres 33, 34, 35 jusqu’k 51. 

Mais en retrogradant, je suis passe de 1 par 64, 63 jusqu’k 58; et 
de 33 j’ai pu reculer jusqu’k 26. Douze cases sont resides vuides, que j’ai 
remplies des lettres A, a, B, b, C, c, D, c?, E, e, F, f, disposdes par des 
cases opposdes. 
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26. Nous avons done deux series separees de cases qui se suivent selon 
la marche du cavalier, 

58. ..^.1... 19, 

26 51. 

La case 19 aboutissaut k 6 [et la case 51 communiquant avec 38], nous 
aurons ces transformees, qui pourront fetre continuees plus loin; 

58 . . . 64 - 1 - • • 6 • 19 • • • 1, f, B, d, C, 

26 38 • 51 • • • Z2,F, I, D, c. 

Maintenant, la case C, communiquant aux cases de la premiere suite 8, 6, d, 
ne foumit pas de nouvelles transformations. Mais retranebons les deux der- 
nieres, et puisqu’il suffit de transfornier une seule suite, parce que I’autre 
en est determinde, prenons la premiere 

58 . . . 64-1 . 6-19 . • • 7, f, B, 

ou B, aboutissant a 12, donne cette transformation a continuer 

58 . . . 64 • 1 . . ■ 6 • 19 • • • 12 .1? • f- 7 • • • 11 • D • c. 

Or, c etant communicable a 16, on aura 

58 . . . 64 . 1 • • . 6 • 19 • ■ • 16 • c • D • 11 . • • 7 • 15 • 12 • . • 15 • o ■ .B 

et I’autre suite sera 

26 • • • 38 -51 • • • 48- (7-d-43 • • • 39-B.6.44- • -iJ-A-e, 
oil toutes les cases sent comprises. 

27. Maintenant, il faut Her ces deux suites ensemble, en sorte que la 
fin de Tune aboutisse au commencement de I’autre. Pour cet effet, trans- 
formons la premiere, dont la fin JE communique avec la case 62, et la fin, 
devenant alors 63, sera cohdrente avec le commencement de Tautre, 26. Cette 
transformation donne done 

58 • • • 62-B a.l5. • • 12 P /-7 . ■ .ll D-c-ie-- - 19- 6 . 1-64-63, 

26 • • • 30-e-^.47 • • - dd-ft-B-Se . - - 43-rf. a-48 • - -51-38 31, 
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et on a en mtoe terns une route rentrante en elle-m6me et douee de la 
condition prescrite: 


14 

59 

42 

35 

16 

31 

54 

33 

41 

36 

15 

58 

65 

34 

17 

30 

60 

13 

56 

43 

18 

53 

32 

7 

37 

40 

19 

12 

67 

6 

29 

52 

20 

61 

38 * 

25 

44 

51 

8 

5 

39 

64 

21 

50 

11 

24 

45 

28 

62 

49 

2 

23 

26 

47 

4 

9 

1 

22 

63 

48 

3 

10 

27 

46 


28. Ayant trouv^ une seule route de cette nature, il est aise de la 
transformer en plusieurs manieres differentes en lui conservant la m&me 
propri^td. Car, de quelque maniere qu’on partage la suite rentrante des 
nombres 1 • • • 64 en deux moities. Tune contient toujours les cases opposites 
de I’autre, comme on pent voir par ces bissections 


1 

•32 

2 • • 

■ • 33 

3 • 

• • 34 

33 - • 

• 64 

34-. 

■ • 64 • 1 

35 • 

• • 64 • 1 • 2 


4 . • • 35 

36 • • • 64 • 1 ■ 2 • 3 


oil les deux moities sont toujours coherentes. Maintenant, on n’a qu’k 
prendre une telle bissection k. volont6 et transformer les deux moities sem- 
blablement, jusqu’k ce qu’elles redeviennent cohdrentes. Ainsi, prenons la 
moitid 3 • • • 34, dont le bout 34, communiquant k 7, donne la transformee 


3 ... 7 . 34 . .. 8, 

et par renversement 

8 •••34 -7. ••3, 


dont le bout 3, communiquant k 24, donne 

8 . . . 24 • 3 • • • 7 • 34 • • ■ 25; 

6 * 
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et Fautre moitie sera 

40 • - • 56-35 • • •39.2-1-64 • • - 07 , 

I 

qui sent coherentes par leurs bouts 25, 40 et 8, 57. Nous pourrons done 
representer en sorte cette nouvelle route 

1 • 2 • 39 • • • 35 • 56 • - • 40 • 25 • • • 32, 

33 • 34 • 7 - • ■ 3 • 24 . • • 8 • 57 • • • 64. 


29. La meme moitie 3 • • • 34, puisque le premier bout, 3, communique 
a 24, doime par la transformation 

23 • • • 3 • 24 • • - 34, 

et 34, commuuiquant a 7, donne 

23 ... 7 • 34 • - - 24 - 3 ••• 6, 

et I’autre moitie sera 

55- . -39 - 2. 1-64 •••56.35-. -38, 

qui est coherente. Par consequent, nous aurons une route representee par 
ces deux moities 

1-2.39 • . .55-6 • • ■ 3.24. .. 32, 

33 • 34 • 7 • • • 23 • 38 • • • 35 • 56 • • • 64. 

La moitie 4 • • • 35, k, cause de la communication du bout 35 avec 18, 
donne 

4 ... 18 - 35 ••• 19, 

qui est deja coherente avec 

36 . • - 50 • 3 • 2 • 1 . 64 • • . 51, 
d’ou nous tirons cette route 


1 • 2 • 3 • 60 • • • 36 . 19 • • • 32, 
33-34 - 35.18 -- • 4.51. •• 64 
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et d’autres transformations de la m^rne moitie donnent 

1 • 2 • 3 • 50 • • • 43 • 36 • 19 • • . 23 • 10 • • • 5 • 24 • - • 32, 

33 -34- 35- 18 • • • 11 • 4 • 51 • • • 55 -42 • • ■ 37 • 56 • • • 64. 

30. Voilk done 4 aatres routes qui ont la mSme propriety que celle 
du § 27. 
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31. A cette condition cles eases opposees, on pent encore aj enter celle- 
ei, que la premiere moitie des nombres, 1 ■ • • 32, remplisse seule la moitid 
du quarre, en partageant le quarre par une ligne parallele k un c6td 
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en sorte qne les nombres 1 • • • 32 se trouvent tons an dessous de la ligne 
a/3, et les autres, 33 • • • 64, an dessus. II fant done que I’nnitd se trouve 
prbs de la ligne a/3, afln qu’elle puisse communiqner avec le nombre 64, qui 
se trouve au dessns. 

32. Commen^ons done par mettre I’unite k nne telle case qnelconque; 
et, en vertu de I’opposition, la case du nombre 33 sera aussi ddterminde; et 
il faudra faire en sorte qu’elle communique avec ceUe qui contiendra le 
nombre 32 an dessous de la ligne c/d. En essayant une telle disposition, je 
suis parvenu jusqu’au nombre 28, et j’ai 4crit dans les cases vnides les lettres 
«, I, c, d, pour I’arrangement desquelles je fais les transformations suivantes. 

La suite 1 • • • 28, puisqne 28 abontit k 

27, 25, 11, 17, 

donne ces transformdes 


et 


I. 1 •••25 -28 -27. 26, 

n. 1 • - . 11 • 28 • • ■ 12 

III. 1 • . - 17 ■ 28 • • . 18, 
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dont aucune ne s’etend k une des cases vuides. Mais, apres plusieurs trans- 
formations, on parvient k celle-ei, qui comprend toutes les cases, 

1 • • • 8 • 23 • 22 • 21 • 18 • 19 • 20 • & • 24 • • • 28 • 17 . • • 9 . a • c - 

qui se tiansforme enfin en celle-ci 

1 • • • 8 • 23 • 22 . 21 • 18 • 19 • 20 • 6 • 24 • • • 28 • 17 • 16 • 15 • d • c • a • 9 • • ■ 14, 

dont la fin 14 communique avec le commencement 33 de I’autre moitid au 
dessus de la ligne a^; et la fin de celle-ci, 64, communiquera d’elle-meme 
avec la case 1. 

33. Yoiei done cette route repr^sentde en son entier 
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et il est non settlement aisd d’en tronver par la mfeme mdtliode plusieurs 
antres, mais on peut aussi transformer celle-ei en plusieurs manieres, dont 
voici quelques unes: 

7 • . • 1 . 8 - - • 32, 

7 ■ • • 1 • 8 . . • 25 • 32 • • • 26, 

15 . . . 10 . 7 • . • 1 - 8 • 9 - 16 ■ • • 21 • 24 ■ • • 32 • 23 • 22, 

qu’on pent encore renverser, de m6me que la primitive, en la repr^sentant 
en sorte 


32 • • • 1. 
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34 Voila done encore quelques routes de cette espece: 
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16 cases. Car, de quelque maniere qu’on s’y prenne, il restera toujours une 
case angulaire vuide; et on s’appercevra bientdt qne toutes les transformations 


1 

S 

13 

10 

14 

11 

4 

7 

5 

; 2 

9 

12 

15 

6 

3 


qu’on puisse faire ne sont pas capables de la remplir. 11 est clair qu’on 
devroit commencer et finir par un coin; et partant, deux des quatre cases 
da milieu seront d’abord remplies, et les deux autres devroient etre gard^es 
jusqu’k la fin, ce qui ne se pent pas. 


36. Le premier quarr6 done que le cavalier puisse parcourir est celui 
de 26 cases, qu’on pourra remplir moyennant les mSmes regies, en cas qu’on 
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22 
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18 

23 
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11 

16 

13 
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25 
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21 

24 

; 19 
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10 
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1 

14: 

9 

1 

20 

3 


ne rdussisse point an premier essai. Or, la marche du cavalier produit tou- 
jours cette propridt^, que les nombres pairs et impairs se suivent alternative- 
ment, comme on peut voir par toutes les figures rapportdes jusqu’ici. D’ou 
il est Evident que la derniere case, contenant 25, se sauroit jamais com- 
muniquer avec la premiere, 1; et partant, il est impossible de trouver une 
route rentrante en elle-m6me dans le quarrd de 25, ni dans aucune autre 
figure qui contient un nombre impair de cases. On comprend de Ik aussi 
qu’on ne sauroit jamais commencer par une case qui contient un nombre pair; 
car, de quelque maniere qu’on transforme cette route, les nombres pairs tom- 

Lkonhakdi Euleri Opera omnia I? Commentationes algebraicae 


7 





50 


SOLUTION D’UNl QUESTION CUUIEDSE 


[332—333 


beront toujours dans les mtoes cases, et les cases angulaires contiendront des 
nombres impairs. Dans ce quarrd de 25, il est anssi clair qu’il faut absolu- 
ment on commencer ou finir par une case angulair.e. 

37. Mais voyons anssi les transformations qu’on pent tirer de cette 
route 1 • • • 25 trouvee dn quarre de 25 cases. Or, la derniere communiquant 
aux cases 

20, 10, 16, 22, 12, 18, 24, 14 

foumit ces transformees 

I. 1 •••20.25 • • • 21 , 
n. 1 •••10- 25 •••11, 

IE. 1 • . • 16 . 25 • • • 17, 
lY. 1---22.25-..23, 

Y. 1 • • . 12 • 25 • • • 13, 

VI. 1 • • • 18 • 25 • • • 19, 

YE. 1 25, 

YIII. 1 • • • 14 • 25 • • . 15. 

Done, commenpant. par la case angulaire, on peut finir par quelcune de ces 
cases 

21, 11 , 17, 23, 13, 19, 25, 15. 

Mais la premiere donne encore ces transformees 


a. 

1 • • . 6 . 21 . • 

.25.20.. 

•7, 

1. 

1 - 2.21 --•• 

•25.20.. 

•3, 

c. 

1 . 2.11 .... 

.25.10. 

•3, 

d. 

1 . • • 8 • 11 • • 

•25.10. 


e. 

1 ... 4 . 17 .. 

•25.16. 

.. 5 , 

f. 

1 • - . 8 • 17 . • 

• 25 ■ 16 • 

••9, 


et les autres celles-ci 
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9- 

1 ...4.23-24 

25- 

22 - • 

* 5, 

1. 

1 • 2 • 23 • 24 

25 

22 • • 

•3, 

L 

1 • - . 6 ■ 13 • - 

25 

12 - • 

• 7, 

k. 

1-2 13 

25 

12 

•3, 

1 

1 • • - 6 • 19 • - 

25 

18 • • 

•7, 

m. 

1--.4.19-- 

25 

18 • • 

•5, 

n. 

1---6-15-- 

25 

14. . 

•7, 

0. 

1 • • . 8 • 15 • • 

25- 

14. . 

•9, 


oil les dernieres cases sont 3, 5, 7, 9. 

38. Puisque les cases angulaires 3, 5, 7 ne comniuniqu.en.t qu’k deux 
autres, elles ne fournissent par notre m^tliode point de nouvelles transfor- 
ra4es. Consid^rons done celles qui finissent par 9, et nous tirerons ces trans- 
form^es 

p. 1 • • • 4 • 9 • 10 • 25 • • • 11 • 8 • • • 5, 

q. 1 • • • 8-11 • • • 24 - 9-10-25, 

r. 1 • . • 4 • 9 • • • 16 • 25 • • • 17 • 8 • • • 6, 

s. 1 • ■ . 8 ■ 17 • • • 24 • 9 • • • 16 • 25, 

t. 1 ... 4 • 9 • • . 14 • 25 • • • 15 • 8 • . . 5, 

u. 1 • . • 8 • 15 • • • 24 ■ 9 • • ■ 14 • 25. 

Maintenant, ces nouvelles routes qui finissent par 25 nous conduisent k, d’autres 
transforni4es; et nous parviendrons k plusieurs autres routes qui finissent par 
quelqu’une des cases qui sont marquees des nombres impairs; d’oii Ton voit 
qu’en commengant par la case angulaire 1, on pent finir par quelque case 
marquee d’un nombre impair qu’on voudra, et cela en plusieurs manieres 
diff^rentes. Ensuite, chaque route pouvant Stre renvers6e, le nombre de toutes 
les routes possibles deviendra extrfemement grand. 

39. Ici, on peut encore ajouter cette condition, que les nombres qui se 
trouvent en deux cases oppos^es fassent partout la meme somme, savoir 26. 

7 * 
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n faut done qne la premiere et demiere ease se trouvent en des angles op- 
poses; et pour trouver une telle route, on n’a qu’k commeneer a remplir le 
quarre et mettre a I’opposite de chaque nombre son complement k 26, et 
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continuer aussi loin qu’on pourra. Mais, puisqu’on sait que la case du milieu 
doit contenir 13, on ne sauroit presque manquer; et alors, en conservant la 
mtme propri^te, on en peut tirer plusieurs formes difp^rentes, dont voici 
quelques unes. 

I 1---4-11 5.14.13-12-21 15-22---2r), 

II. 1 - • • 4-7-6-5-14 . • • 18-13-8 • • • 12 •21-20 -le.- 22 • • • 25, 

ni 1 • • - 4- 21 14. 13 • 12 5 • 22 . • • 25, 

IV. 1 ... 4 • 5 • 14 20 • 13 • 6 12 • 21 • 22 • • - 25, 

V. 1 • • • 4 • 11 • 12 • 21 • ■ • . 16 • 13 • 10 5 ■ 14 • 15 • 22 • • • 25, 

VI. 1 • . • 4 ■ 7 12 ■ 21 • 20 • 13 • 6 • 6 • 14 19 • 22 • • • 25, 

Vir. 1 • • . 4 • 21 • 12 6 -13 -20 14 • 5 • 22 • • - 25. 

40. Dans toutes ces variations, tant les quatre premiers nombres, 1, • • • 4, 
que les quatre derniers, 22, • • - 25, avee eelui du milieu, 13, demeurent invariables, 
de sorte que les variations ne s’etendent que sur les autres. D’ob. il semble 
aussi que la route trouv4e avec les 7 variations epuisent entierement cette 
espece. Voici done toutes ces 8 routes representdes k la fois. 
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41. Les routes trouvees ci-dessus pour uu quarre de 25 cases se peuvent 
ainsi disposer quelles remplisseut un quarre de 100 cases, en sorte que la route 
devierme rentraute en elle-meme. Yoici un tel quarre de 100 cases 
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77 

98 

85 

21 

6 1 

i 

13 


9 

100 

83 

88 

79 

92 

16 

1 

11 

4 

23 

18 

95 

90 

81 

86 

97 

5 

22 

i 17 

1 

10 

3 

1 

82 

87 

96 

91 

80 


oil les nombres sout disposes en quatre quartiers, dont chacun contient la 
meme route. 


42. Avant que de finir, j’ajouterai encore quelques autres figures; et 
panni les reetangulaires, la plus simple que le cavalier puisse parcourir est 
de 12 cases, la largeur contenant 3 et la longueur 4, dont void quelques routes: 



Maas on voit aisement que des routes rentrantes ne sauroient ici avoir lieu. 

Si la krgeur contient 3 cases et la longueur 5 ou 6, il est impossible de 
^ parcourir, mais, donnant k la longueur ( ou plusieurs cases, on pourra 
reussir, pourtaut sans rentrer: 
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3 

8 

5 

18 

15 

10 

13 

6 

19 

2 

9 

12 

21 

16 

1 

4 

7 

20 

17 

14 

11 


15 

18 

21 

2 

5 

8 

11 

20 

1 

16 

13 

10 

3 

6 

17 

14 

19 

4 

7 

' 

12 

9 


Or, si nous donnons 4 cases k la largeiir et 5 ou plusieurs k la longueur, 
on aura ces routes: 


16 

7 

22 

3 

18 

11 

23 

2 

17 

12 

21 

4 

8 i 

15 

6 

19 

10 

13 

1 

24 

9 

14 

5 

20 



D 

20 

3 

16 

19 

2 

15 

8 

11 

6 

13 

10 

17 

4 

1 

18 

5 

12 

9 



D 

26 




24 

27 

14 

19 

6 

25 

12 

17 

8 

21 

2 

15 

10 

23 

4 

1 

28 

9 

22 

3 

16 

11 


43. Jusqu’ici les routes rentrantes en elles-memes ne peuvent avoir lieu; 
mais donnant 5 cases k la largeur et 6 k la longueur, on pourra aussi remplir 
cette condition, de mfeme que dans tons les autres rectangles dont le nombre 
des cases est pair, pourvu qu’il n’y ait pas moins de 5 cases dans un cote. 
En voici des exemples: 


3 

20 

13 

24 

5 

18 

12 

29 

4 

19 

14 

25 

21 

2 

23 

8 

17 

6 

28 

11 

30 

15 

26 


B 




B 

16 


30 

21 

6 

15 

28 

19 

7 

16 

29 

20 

5 

14 

22 

31 

8 

35 

18 

27 

9 

36 

17 

26 

13 


32 

23 

2 

11 

34 

25 

B 





12 


















5)6 SOLUTION D’UNE QUESTION CURIEUSE [337 

tiii cette autre figure est un quarre de 36 cases, et la route est non seule- 
ment rentrante en elle-mSme, mais les nombres dans les cases oppos^es out 
partout la meme difference de 18. 

44, Mais, sans se bomer anx figures rectangulaires, on peut former, k 
volonte, quantifce d’autres figures on le cavalier peut passer par toutes les 
cases, dont j’ajouterai quelques unes, qui sent plus simples et qui admettent 
meme des routes rentrantes en elles-mtmes. 


1 

14 

19 


7 

12 

6 

13 

20 

15 

18 

11 

1 

8 

5 

10 

3 

16 


2 

17 


9 

4 



10 ■ 7 


12 

5 • 2 

CD 

3 

8 ; 11 

6 


1 1 4 




1 

14 

i 

7 

22 


15 

8 

21 

32 

13 

24 

2 

31 

26 

23 

6 

19 

9 

16 1 

29 

! 

1 20 

25 

12 

30 

S 

1 

10 

i 

! 2T 

18 

5 


28 

t 

17 

4 

11 




1 

20 

7 

26 


21 

8 

27 

32 

19 

14 

2 

29 

12 

16 

6 

25 

9 

22 

31 

28 

13 

18 

30 

3 

16 

11 

24 

5 


10 

23 

4 

17 




SUR L’AVAlSrTAGE DU BANQUIER 
AU JEU DE PHARAON ‘) 


Oommentatio 313 indicis Enestroemiani 
Memoires de Facademie des sciences de Berlin [20] (1764), 1766, p. 144—164 


Pour rendre la recherche plus g^ndrale, je marquerai le nombre des 
cartes que le Banquier a en main par la lettxe n. Parmi ces cartes, il y eu 
aura ou une ou deux ou trois ou quatre semblahles 'a celle sur laquelle le 
Ponte aura mis. Je nommerai ces cartes signifiantes, pour les distinguer des 
autres dont I’espece n’entre pas en consideration. 

Quoique le nombre des cartes signifiantes ne surpasse pas quatre, pour 
rendre le calcul plus eomplet, je passerai k des nombres plus grands; un tel 
cas pourroit avoir lieu si, par example, le Ponte mettoit sans distinction sur 
un roi ou une dame k, la fois, de sorte qu’il gagne ou perde, soit qu’un roi 
ou une dame sorte la premiere; dans ce cas, le nombre des cartes signi- 
fiantes pourroit monter jusqu’k, huit. J’aurai done autant de cas a examiner 
qu’il y a de cartes signifiantes, et je d^terminerai pour chacun I’avantage 
du Banquier; pour cet effet, je marquerai par I’unitd la mise du Ponte, et 
je chercherai la pretention que le Banquier y pourra faire conformement 
aux regies de la probabilite. Car, si le jeu dtoit dgal, le Banquier n’y 
sauroit former aucune pretention; et ce n’est qu’k cause de son avantage 
qu’il pent pr^tendre k. une certaine partie. 


l) Voir aussi les memoires 201, 811 et 813 de ce volume. L. G. D. 
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SUE L’AVANTAGE DU BANQUIER 


[144-145 


PROBLBME 1 

1. Le nowihre de toutes les cartes efant 
signifiante, trouver Vamntage du Banquier. 


n, s’il n’y a qu’une settle carte 


SOLUTION 

Que le Banquier tire une carte apres I’autre; et la probabilite que la 
premiere carte soit la signifiante est — ; et qu’elle ne la soit pas, la 
probabilite sera A.u premier cas, il gagne la mise =1, ce qui vaut 

= au second cas, il fant passer outre. 

Supposons done que I’avantage du Banquier, quand il va tirer la seconde 
carte, lui vaille a; et puisque la probabilite que ce cas arrive est , son 
avantage au commencement est 




+ 


n 


posant X pour I’avantage du Banquier au commencement du jeu. 

Maintenant, pour trouver a, je considere la seconde carte; et a cause du 
nombre des cartes == « — 1, la probabilite que la seconde carte soit la signi- 
fiante est et qu’elle ne la soit pas, lii, il perd 1, et ici, il 

passe a I’esp^rance qu’il aura a la troisieme carte, laquelle soit posee =6; 
de Ik,, nous aurons 

« = -h 

n—1 n— 1 

et partant 

^ n— 2 ^ 

n 

Qu’il tire k present la troisieme carte; et pour qu’elle soit la signifiante, 
la probability est qu’elle ne la soit pas, le premier cas lui 

fait gagner 1, et I’autre le met k I’esperance qu’il aura k la quatifieme carte, 
laquelle soit = c; d’oii nous aurons 


i 


+ 


»- 


et partant 


»— 2 
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Qu’il tire la quatiieme carte; et la probabilite qu’elle soit la signifiante 
etant = — , et qn’elle ne la soit pas, = ; il perdra 1 dans le premier 

cas, et dans I’autre, il obtient I’esperance qn’il pent avoir k, la cinquieme, 
laquelle soit = d\ de Ik, nous aurons 


et 


‘ +~.i 


n— 3 n — Z 


w — 4 , 

X = a. 

n 


De la meme maniere, si nous posons I’esperance du Banquier 

au commencement —x, 

k la seconde carte —a, 

k la troisieme carte = b , 
k la quatrieme carte === c , 
k la cinquieme carte == d, 
k la sixieme carte — e 
etc.. 


nous aurons les valeurs suivantes: 


1 , » — 1 

X = — — fl , 

n n 

n— 2 T 

x = 0, 

n 

1 , n— 3 

x = b c, 

n'n 


w — 4 


X = 

n 


- + 

, 1 / 

fl 

/*»■ —— 

w — 6 

^ ~ 

n 


d, 


etc. 
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[146—147 


Mais i! faut remarquer que le nombre n de toutes les cartes est pair et 
Ip Banqaier ne perd rien, quand la carte sigDifiante est la demiere, qnoiqu ©ll6 
mix paire en ordre. Dodc, s’il etoit « = 2, il seroit a==0; si n — 4,^ il seroit 
»• — 0: si n = 6, il seroit e = 0 et ainsi de suite; d’oii Ton voit qu’il y aura 
pu general -* = ^1 qaelque nombre pair que soit n. 


REMAEQUE 1 

2. li est ardent que cet avantage du Banquier, x = vient uniqu*^- 
meat de la loi que la derniere carte ne fait , pas gagner au Ponte; car, si 
sans cette exception toutes les cartes paires lui etoient favorables, conime 
toutes les impaires le sont au Banquier, le parti seroit parfaitement egal, ot 
Favantage de celui-ci seroit x = 0. 


REMARQUE 2 

3. Cette seule consideration m’auroit pu d’abord conduire b. la soluticui 
<lu probleme. Car, puisqne la probabilite que la carte signifiaiite soit la 
demiere est = — , et que dans ce cas le Banquier ne perd pas 1 , comme i I 
devroit si le parti etoit egal, il est autant que si ce cas lui rapportoit J, 
outre fegalite; d’ou son avantage est estim4 


X = 


£ 

n 


1 


£ 

n 


REMARQUE 3 

^ entier jeu de cartes, qui en contient 52, renferme quatro 

avoir lieu que lorsque la taille est d<ijli. 
(JpiiT essous de 49 cartes. Mais, puisqu’on tire les cartes toujours 

.melon'antr’ ^ cartes dans ce cas, n, sera 48 tout au plus, ou 

.loier da ^ avantage du Ban- 

<1116? ct&iis €e mtlSl .......... J .... , 

un peu 


qnier dans ce cas, qu’il aura quand « = 48 ■spi-a ^ a 

nhia 4 .. ^ 0’^ vaudra un peu 

avantagTvwLit 

M*ge vauoroit ^ on 10 ponr cent. 
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PEOBLEME 2 

5. Le nmnhre de toutes les cartes etant ==«, s’il y a deux cartes signifiantes, 
trouver Vavantage du Banquier. 


SOLUTION 

Soit X Vavantage du Banquier an commencement du jeu; et puisqu’il 
tire les cartes deux k deux, soit a son avantage aprfes qu’il aura tire deux 
cartes (supposd qu’aucune des cartes signifiantes ne soit sortie), et h celui 
aprfes qu’il aura tird 4 cartes, c celui aprfes qu’il aura tire 6, d celui aprfes 
qu’il aura tir4 8, et ainsi de suite jusqu’k la fin. 

Maintenant, pour la premiere paire de cartes, il faut considdrer 4 eas: 

1“. lorsque la premiere et la seconds sont signifiantes; oti le jeu finit et 
le Banquier gagne la moiti4 de la mise, ou y, selon les regies du jeu; 

2®. lorsque la premiere est signifiante et Vautre non; dans ce cas, le 
Banquier gagne toute la mise 1; 

3®. lorsque la premiere n’est pas signifiante, mais que la seconds est 
signifiante; dans ce cas, le Banquier perd 1; 

4®. lorsque ni la premiere ni la seconds n’est signifiante; dans ce cas, 
on continue le jeu et le Banquier arrive a Vavantage que j’ai marqu4 par 
la lettre a. 

Or, puisqu’il y a 2 cartes signifiantes parmi toutes, dont le nombre est 
n, la probability que la premiere soit signifiante est et qu’elle ne le 

. n — 2 

soit pas, =~ — 

Soit la premiere signifiante; et puisque dans le reste des cartes, dont 
le nombre est w — 1, il n’y a plus qu’une signifiante, la probability qu’elle 
soit la seconds est = , et qu’elle ne le soit pas, = ; done, pour 

que le premier cas arrive, la probability est 

2 _ 1 

TO TO— 1 ’ 


et que le second arrive, la probability est 
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Qne la premiere ne soit pas signifiante; et puisqu’il y a encore 2 cartes 
signifiantes parmi les aatres, dont le nombxe est n — 1 , la probability (jue 
la seconde soit signifiante est = qu’elle ne le sort pas, =”-zrf‘ 

Done, qu’il arrive le troisieme cas, la probabilite est 

2 (» — 2 ) 

n (» — 1) ’ 

le quatrieme eas, la probabilite est 


(n — 2)(n — 3) 

n(n — l) 

La probabilite de I’arrivee de ees quatre cas, avec le profit on la perte quo 
chacun apporte an Banqnier, est done 


ou bien 


2 

«(«—!) 



2(«-2) 
n{n— 1) 


2(w-2) 
«(« — !) 


. 1 -L (n-2)( n- 
^ 1) 



X 


1 

n{n—l) 


+ 


(w-2)(«-3) 

w(«-l) 


De la mSme maniere, nous trouverons I’avantage du Banquier, a, qu'il 
aura aprbs avoir ddja tird 2 cartes; car, ayant alors encore n — 2 cartes, 
paim le^uelles se trouvent deux signifiantes, mettant n — 2 au lieu de n 
et 0 au lien de a, nous aurons 


, _L - 4 j (M - 5) , 

(n-2)(»_3)'^(^_2)(»-3)®’ 


et continoant le meme raisonnement, nous trouverons 

6 = 7 L_ ,_(»-6)(w-7) 

(n - 4) («- 5) ^ 

(n~8)(n-9) 

(« — 6)(m— 7)^’ 

I ‘ Jn — ft Q\ * 


C== 


d: 


8) (» _ 9) "v 

etc. 

Mais il faut id avoir d?art1 h „ 

ferment, qui est que, lorsquT les deux 

rsque les deux cartes signifiantes sont les dernierea, 
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le Banquiex gague la mise toute entiere, et non pas settlement la moiti^, 
comme il arrive lorsqne les deux cartes signifiantes se rencontrent dans une 
autre paire quelconque. Or, la probability que les deux cartes signifiantes 
soient les dernieres etant = , et ce cas lui rapportant un gain d’ — 

an dessus de I’ordinaire, nous n’aurons qu’k aj outer encore 

2 1 _ 1 
n(n — 1) 2 n(n—l) 

k I’avantage 'que nous fournissent les dyterminations prycydentes. 

Substituons done successivement les valeurs trouvyes pour a, b, c, d etc. 
et nous trouverons 

/ _ 1 + l+(ft — 4 )(m— b)l 
n (w — 1) ’ 

1+1 + 1 + (m-6)(m-7)c 
n(n-l) 

l-|"l“f“l"l"l"i" (p' — 6) — 9) t? 

^ = w(«-l) 

etc. 

Done, s’il 6toit ^ = 4, nous aurions 

2 . 

n(n—l)^ 

. 

n(n— 1)' 

4 

n(n—l) 

etc., 

et pai-tant en g^n^ral, quelque nombre pair que pnisse fetre n, nous aurons 


s’il 6toit ^ 6, nous aurions 


s'il 6toit ^ 8, nous aurions 


X = 


X = 


X = 
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l^ous n’avons done qu’k ajouter I’avantage qui resulte du cas lorsque les 
deux cartes signifiantes sont les demieres, et nous obtiendrons Tavantage 
entier du Banquier 

1 , 1 n-j- 2 

^ L ' . 

2 (tt— 1) ‘ w(w — 1) 2 w(m — 1) 

EEMAEQUE 1 

6. Lorsque, parmi les n cartes, il n’y a qu’une seule carte signifiante, 
I’avantage du Banquier vaut 

1 2m — 2 

n 2»(w — 1)’ 

(lone, k moins que n ne soit quatre ou .deux, I’avantage du Banquier est 
plus grand lorsqu’il n’}^ a qu’une carte signifiante que lorsqu’il y en a deux. 

REMARQUE 2 

7. II est done, au coutraire, plus profitable pour le Ponte qu’il y ait 
encore deux cartes signifiantes dans la taille, pourvu que la taille contienue 
encore plus de 4 cartes. 

REMARQUE 3 

8. Ce cas peat avoir lieu lorsque « == 50, et alors I’avantage du Ban- 

quier sera vaudra un peu plus qu’un pour 100. Mais, si 

le nombre des cartes, n, n’etoit que 10, son avantage seroit 5^^ " 
vaudroit presque 7 pour cent. 


PEOBLEME 3 


9. ie vumhre de toutes les cartes etant = n, s’il y a trois cartes signifiantes, 
trouver Vavantage du Banquier. 


SOLUTION 

Posant I’avantage chercli^ du Banquier = sc, et que a, b, c, d etc. mar- 
quent ses avantages, qu’il aura aprbs avoir tire 2, 4, 6, 8 etc. cartes; nous 
aurons a considerer les mfiuies quatre cas qui sont exposes dans la solution 
du second probleme. 
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Done, puisqu’il y a 3 cartes signifiantes parnai n cartes, la probability 
que la premiere tir^e soit signifiante sera = — , et qu’elle ne le soit pas, 

n — 3 

n 

Soit la premiere signifiante; et puisqu’il y en a encore 2 parmi w — 1 
cartes, la probability que la second e soit signifiante sera —:i, et qu’elle 
ne le soit pas, done, qu’il arrive le premier cas, la probability est 



n{n — l) ’ 

le second cas, la probability est 

_ 3 (w — 3) 
n{n — 1) 

Or, si la premiere n’est pas signifiante, puisque parmi les n — 1 cartes 
restantes il y a 3 cartes signifiantes, la probability que la seconde soit signi- 
fiante est = et qu’elle ne le soit pas, 

Done, pour qu’il arrive le troisieme cas, la probability est 

^ 3 (w — 3) 
n(n — i) ’ 

le quatrieme cas, la probability est 

( n— 3)(n — 4 :) 

n(n — 1) 


De Ik, nous concluons I’avantage du Banquier 


^ 3 _ 1 3(«-3) ^ _ 3(» -3) _ . 

n(w — 1) 1) n(n — l) n{n—l) 

ou bien 

_ 3 + (w — BKw — 4)« _ 
n(n — l) 


Par un raisonnement tout semblable, nous dyterminerons la valeur de a, 
en posant le nombre des cartes =» — 2, 

liBoifHAKOi Fjulkri Opeva onrnia It Commentationefi algebraicae 9 
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et ensuite 


3 — 5) (« — 6 ) i 

i»-2)(n-3)~’ 


b = ^ +(w — 7)(n — 8~)c 
(w-4)(>i-5) ’ 


3 + (« — 9) (w — lO^t? 


(»-6X« — 7) 


SuMtaons ces valeurs trouv^es, et none ee tireroM 


a;==-y-^ — nH — ~ I («— 4)(m— 5')C„_6'^ 


" " »(»- i) + 


et pomsmrent ces substttatiom jusqa't la to 


3 , 


dTC“ etr i”! rr™" f ^ ^Ont le nombre 

eomme de la 


et partant 


__ n(n~ 2 ) 

4 ’ 


4 («^^' 


cbercM da Baaquier eat dans oe 1 




iC = 
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BEMAEQUE 1 

10. Si, parmi les n cartes, il n’y en a qu’une signifiante, I’avantage du 
Banquier est 

et s’il n’y en a que deux, son avantage est 

m-1-2 

2n{n — l) 

Done, selon qu’il y a une on deux ou trois cartes signifiantes, I’avantage du 
Banquier suit le rapport de ces trois nombres 

An — 4, 2w-|-4, 3w. 

Done, pourvu qu’il soit w > 4, 1’ avantage du Banquier est le plus petit lors- 
qu^ la taille contient encore deux cartes signifiantes. 

BEMAEQUE 2 

11. Or, si n > A, I’avantage du Banquier est plus grand si la taille 
contient une carte signifiante que si elle en contient trois. Done, le nombre 
des cartes de la taille demeurant le mSme, le Ponte agira le plus avan- 
tageusenaent lorsqu’il met sur une carte qui se trouve encore deux fois dans 
la taille. 

BEMAEQUE 3 

12. Lorsque la taille contient trois cartes signifiantes, I’avantage du 
Banquier est d’autant plus petit plus le nombre des cartes est grand. Le 
plus petit avantage sera done lorsque n = b0, qui vaut = oii ly 
pour cent k pen prbs. 

Lorsque la taille ne contient plus que 10 cartes, I’avantage du Banquier 
sera = ^ ^ pour cent. 
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PROBLEME 4 

33. Xe nomhre des cartes etant =« eV; « « 
trmwr Vavantage du Banqnier. ’ ' ^ ^SnifianUs, 

SOLUTION 

En operant de la maniere prec^dente- DuisoiUii .. o ^ ^ • . 

la probabiUtt qoe 1. premiere tWe ea eo« me eera * t. 

pas = ® w» qu’elle ne le soit 

Soit done la premiere signifiante; et puisau’il v «« « 
les w-1 cartes restantes, la probability oL ^ ^ ^ 

et ,u’eUe ne le soit pas, “ 

Done, pour qu'a arrive le preLm- cae, la probabilM eat 

4-3 


le second cas, la probability est 


n(n — 1 ) ’ 


4 (w — 4 ) 
n(n— 1 ) 


Or, si la premiere u’est pas signifiante, 
»-l restantes, la probabilitt que la 
et qu’elle ne le soit pas =”~8 

^ ’ n—i' 

one, pour qu’il arrive le troisieme 


puisqu’il y en a encore 4 parmi les 
seconde soit signifiante est = -i_, 

cas, la probability est 


= ^(** — 4) 
n(n — iy 

le quatrieme cas, la probability est 


De Ik. 


nous concluons 


__ (n-4)(n-5) 

n(n-i) 


a; = • 


12 


■ 1 ) 
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ou bien 


et de la m^me maniere 


6 . (n — 4) (n — 5) 

M (n — i) «(n — 1) ' 


_ 6 + (m — 6) (« — 7)& 
(m-2)(«-3) ’ 

7 6 -f- (w — 8) (w — 9) c 

(m — 4) (« — 5) ’ 

6 + (n — 10) (n — ll)d 
(«-6)(m-7) 


De Ik, nous tirerons la valeur de x chercbee: 

*-»-5r-l)(dTKSr3)((”-2)(“-8) + (»-4){»-6) + (»-6)(«-7) + ... + ^ 

Cette progression etant alg^brique, si nous en cherchons la somme par 
les regies connues, nous la trouvons 

n(n — f) ( 2 » — 5 ) 

et partant, I’avantage du Banquier sera 


2w — 5 

2(n — l)(n— 3) 
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L’AVANTAG-E DU BANQUIEK 
vaut autant j^our cent gue la foible suivante montre 


jS’ombre de toutes j 
les cartes ! 

PoHT une carte 
signifiante 

— I 

Pour deur cartes 
signifi antes 

Pour trois cartes 
signifiantes 

Pour quatre cartes 
signifiantes 

2 

50,000 

100,000 




4 

25,000 

25,000 

25,000 

50,000 

6 

16,667 

13,333 

15,000 

23,333 

8 

12,500 

8,929 

10,714 

15,714 

10 

10,000 

6,667 

8,333 

11,906 

12 

8,333 

5,303 

6,818 

9,596 

14 

7,143 

4,395 

5,769 

8,042 

16 

6,250 

3,750 

5,000 

6,923 

18 

5,556 

3,268 

4,412 

6,078 

20 

6,000 

2,895 

3,947 

5,418 

22 

4,545 

2,597 

3,571 

4,887 

24 

4,167 

2,355 

3,261 

4,451 

26 

3,846 1 

2,154 

3,000 

4,087 

28 

3,571 

1,984 

2,778 

3,777 

30 

3,333 

1,839 

2,586 

3,512 

32 

3,125 

1,714 

2,419 

3,281 0 

34 

2,941 

1,604 

2,273 

3,079 

36 

2,778 

1,508 

2,143 

2,900^) 

38 

2,632 

1,422 

2,027 

2,741 

40 

2,500 

1,346 

1,923 

2,599 

42 

2,381 

1,277 

1,829 

2,470 

44 

2,273 

1,216 

1,744 

2,354 

46 

2,174 

1,160 

1,667 

2,248 

48 

2,083*) 

1,109 5) 

1,596 

2,151 

50 

— 

1,061 

1,531 

2,062 «) 

52 

— 

— 

— 

1,981 


l) . . . 6) Edition origiaale: 


3,272; 3,078; 2,901; 2,084; 


1,108; 2,061. 


L. G. D. 
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EEMA.RQUE 1 

14. En considerant cette table, on pent donner aux Pontes cette regie, 
afin qu’ils risquent le moins: 

Qu'ils attendent jusqu'd ce que deux cartes d'tme espece soient sorties, et 
aussitot que cela est arrive, qu'ils choisissent cette carte pom leur mise. 

REMIRQUE 2 

15. Le cas le plus avantageux pour les Pontes est done, lorsque le 
Banquier tire an premier coup deux cartes semblables, de sorte qu’il lui reste 
encore 50 cartes dans la main. Car alors, quand le Ponte met snr cette carte, 
I’avantage du Banquier sera le plus petit possible. 

REMARQUE 3 

16. Cependant, s’il n’arrivoit pas que deux cartes semblables sortissent 
avant que le Banquier eut tire 16 cartes, il vaudroit autant que le Ponte 
mette d’abord, an second coup, sur une carte qui seroit sortie an premier 
coup; mais, comme il n’y a que 13 cartes de chaque espece, ce cas ne sauroit 
arriver. 

REMARQUE 4 

17. Quand le Banquier n’a plus que 28 cartes dans la main, ou encore 
moins, il n’est plus k propos de mettre sur une carte, quoiqu’elle ne se trouve 
que 2 fois dans la taille. Il vaudra mieux d’attendre que le Banquier recom- 
mence, et de mettre alors sur une carte quelconque; mais le plus seur moyen 
est toujours d’attendre encore alors le second coup, et de mettre sur une 
carte qui sera sortie au premier. 

REMARQUE 5 

18. O’est encore une regie fort essentieUe pour les Pontes, qu’ils ne 
mettent jamais sur une carte, quelle qu’elle soit, lorsque la taille a dejk fort 
diminud. Il n’est aussi jamais bon de mettre sur une carte qui ne se trouve 
plus qu’une seule fois dans la taille. Car, quand meme cela arriveroit ddja 
au troisieme coup, le Banquier auroit plus que 2 pour cent d’avantage suf 
lui. Or, un prudent Ponte pent toujours faire en sorte que I’avantage du 
Banquier surpasse k peine un pour cent. 
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PROBLEMS 5 

19. Le nombre des cartes etant = n, s'il y a cinq cartes signifiantes, 
trouver Vamntage du Banguier. 

SOLUTION 

Posant I’avantage cherche du Banquier =05 et faisant le meme raison- 
nement comme auparavant, on parviendra endfin h cette equation^) 

- = 1Q ((« — 2)(^^- 3)( M-4) + (w-4)(ra— 5)(w— 6 ) + («— 6)(w— 7) (w — 8) + • •• +o) , 

* w(n— 1 )(m — 2)(%— 3)(» — 4) 

Or, la somme de la progression qui fait ici partie du numerateur se trouve 

n(n — 2f(n — 4:) 

8 ’ 

d’ou nous tirons I’avantage du Banquier 

5 (w — 2) 

^ 4(«— 1)(» — 3) 


PEOBLEME 6 


20. Le nombre des cartes etant —n, ■ s'il y a six cartes signifiantes, 
trouver I'avantage du Banquier. 


SOLUTION 

Pour trouver cet avantage, que je nomnae == x, on parvient k cette pro- 
gression 

s = (« — 2)(n — 3)(« — 4)(« — 5) -t- (« — 4) (« — 5)(% — 6)(« — 7) -1 h 


l) L’ejition originale porte par enreur, au nnmerateur, 

* 

10 ((w— 2) (»- 3) (»-4) +•(«— 4)(j* — 5)(« — 6) -fC** - 5)(« — 6) (» — 7) -[ 1- 0). 

L. G. D. 
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dont on trouve la valeur 


et celle de x sera 


n(n — 2)(» — 4)(2wn— 13w-f 16) 
20 


X = 


15s 

w (m — 1) (m — 2) (w — 3) (w — 4) (» — 5) 


Par consequent, I’avantage du Banquier sera 


3(2m» — 13« + 16) 
4(m — 1)(m— 3)(m — 5) 


PROBLEME 7 


21. Le nombre des cartes etant = n, s'il y a se^t cartes signifiantes, 
trouver Vavantage du Banquier. 


SOLUTION 

On parviendra h, cette equation 


et 


21s 

n(n — 1) (« — 2) (w — 3) (m — 4) (m — 5) (» — 6) 


s == (« — 2) (w — 3) (« — 4) (w — 6)(n — 6) + — 4) • • • (« — 8) -j j- 0. 


Or, la somme est 


s 


Done 


n(n — 2) [n — 4) (n — 6) (2»« — 12 n + 13) 
24 

_ 7(2nw-12»t-f 13) 

^ 8 (n — 1) (» — 3) (w — 5) ’ 


ce qui est I’avantage du Banquier. 


Lbokhardi Eulsri Opera otnuia It CommentatioEeB algebraicae 
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-ggiiA TjOTASE m Bls onrep 

PROBLEME 8 


[160--161 


22 

trouver VavantaTdu ^ « h^t cartes sigrdf^ntes, 

SOLUTION 

Mamtenant, il s'agjt a, ^ 

s = (n — 2) / .r-, “e e cette progression 

Or, les regies coimnes nous foun,- ” ''^ + "■ + 

“ f»“»iwat cette somne') 

^“=56^^ — 2)(« — __ 

et alors on aura 


6)(4 %s__ ^ 


151 ), 



"L.ftlAilQUE 1 

piS '”7 

9m etaet algariqnes, „a e’a 7 f J« sen 

en trouver la somme. ^ 1 application des 


cartes signi- 
progressions; 
connues pour 


2^ p ^EMABQUE 2 


a) Dans Tedition on 


nginale, le premier facteur de 


s est — 


an l-Taa 


1 



161 — 162 ] 


AU JEU DE PHAEAON 


75 


I’avaritage du Banquier 
pour 1 carte signifiante 

pour 2 cartes signiflantes 

pour 3 cartes signifiantes 

pour 4 cartes signifiantes 

pour 5 cartes signifiantes 

pour 6 cartes signifiantes 

pour 7 cartes signifiantes 

pour 8 cartes signifiantes 

etc. 

KEMARQUE 3 

25. 11 est difficile de d^couvrir une loi dans ces expressions; aussi n’en 

faut-il pas chercher parmi toutes, puisque la premiere et la seconde sont 
assujetties des irr^gularit^s qui n’ont pas lieu dans les suivantes. Or, si 
nous n^gligeons ces anomalies des cas d’une et deux cartes signifiantes, 
ravantage se trouve au premier == 0 et an second = ; et ce sont 

les formules qui, avec les suivantes, doivent observer une certaine loi de pro- 
gression. 

REMARQUE 4 

26. Quelque embrouill^e que paroisse cette loi, eUe paroitra assds claire- 
ment, si nous d^composons les fractions trouv^es en des fractions simples, 
selon les facteurs du ddnominateur de chacune. Par ce moyen, on changera 
ces expressions dans les suivantes: 

.i /V ^ 


1 


» + 2 

2m(m— l)’ 

3 

4(w — l)’ 

2w— 5 

2 (w — l) (« — 3) ’ 

5«- 10 

4(« — 1)(m — 3)’ 

3(2mm — IS w-j- 16) 

4(»« — 1)(m-3)(m-"5)’ 

7(2m«— 12M + 13) 

8(n — l)(w— 3 )(m-^’ 

4«® — 50mm 4- 176w — 151 
2 (n -^1) (n — 3) (» — 5) (« — 7) 
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Nombre des cartes signifiantes 


Avantage du Banquier 


0 


3 

4 

5 

6 

7 

8 


1 1 
2 ' n-1 
1 3 

T’»-i 



En considerant ces fonnales, on y decouvrira ais4ment la loi de la progres- 
sion; et posant en g&eral le nombre des cartes signifiantes = y, le nombre 
de tontes les cartes etant = n, I’avantage dn Banquier sera 

1 2v(v-1)(v~2)(v-3) 1 j 

J_ 1-2 n-1^ 1.2-3-4 

1 ^ rJTTTTe 

qui se clmige en celle-ci 


2'Vr(*-i) 


+ 


(v— l)(v-2)(i;-3) 
l-2-3(n-3) 


(-i/-l)(y -2)(v-3)('t;-4Vy-5^ 

l-2-3-4-5(w-6) 



PROBLEME GENERAL 

27. Ze nmibre de Umtes les cartes etanf =w, 
sigmfiantea est trom&r Favmtage du Banquier. 


si le nombre des cartes 


ourju AIUJN 


Nobs venous de voir que Tavantage du Banquier sera 
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163 - 164 ] 

excepte les cas ou Ton a y==l ou v = 2. Or, si nous consid^rons cette 
progression, nous verrons aisement qu’elle pent 6tre renferm^e dans une ex- 
pression finie intdgrale 

Car, ayant pris ces integrales en sorte qu’elles 4vanouissent posant z = 0, ou 
n’a qu’a mettre ensuite 2 = 1. 

En observant cette regie dans les integrations, I’avantage du Banquier 
pourra aussi etre exprirnd en sorte 

^(/ + I)-' - / e‘-^dz(2 - 1)’-^), 

posant aprbs I’integration z = 1. 

On voit d’abord que cette formule ne sauroit avoir lieu, k moins qu’il 
ne soit n > r, puisqu’on ne sauroit rendre I’integrale = 0, an cas ^ — 0, ce 
qui est conforme h. la nature de la question. 

REMARQUE 1 

28. Suivant la mdthode directs, nous aurions eu k sommer cette pro- 
gression 

s = (n — 2){n — 3) • • • (m. — »' -f- 1) -f- (» — 4) (w — 5) • •• (n — v — 1) -| h C, 

et I’a vantage du Banquier auroit dte^) 

v(y — l)s 

^ 2n(n — 1)(« — 2) • •• (w — V H- 1) 

Done, reciproquement, on obtiendra la somme de la progression 

^ _ »(«-!) 1 ) - 1 )—) . 


1) Dans Tedition originale, le facteur 2 manque au denomiuateur de la fraction qui donne 
et cette erreur se repereute dans les formules snivantes. ITous avons op^re les modifications neces- 
saires. L. G. D. 
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EEMAEQUE 2 

29. Or, posant « 2 = 2t ou n ==2t -\-2, la (juantit^ s marque la 
summe d'une progression algebrique dont le terme g^n^ral, ou celui qui 
repond a I’exposant t, est 


T^2t{2t-l)(2t-2)(2t-3)-.^(2t~r-l-3). 

Et pa^t, nous pourrons assignor la somme S. T qui convient ii ce terme 
general par 1 expression integrale snivante ; 


S. T = 


(v-llS 


+ ir ' - - ly - . 




M. Mau, ea dMoppaat cate foimale intdgrale, nous aurona 

P-”-' «+2. Cett. soa^e rdpopd ion^ tuLTj.Zr'* "" 

'■export da deraie, tenae d. la p.ogresai.n dtant _ , 



RECHEECHES GENERALES 
SUE EA MORTALITE ET LA MULTIPLICATION 
DU GENRE HU M AIN 


Commentatio 334 iudicis Enestroemiani 

M^moires de I’academie des sciences de Berlin [16] (1760), 1767, p. 144—164 


1. Les r^gistres des naissans et des morts k, chaque age, qu’on publie 
en. plusieurs endroits tous les aus, foumisseut taut de questions diffdrentes 
suT la mortality et la multiplication du genre humain, qu’il seroit trop long 
de les rapporter toutes. Or, les imes dependent pour la pldpart en sorte des 
autres, qu’en ayant d^veloppe une ou deux, toutes les autres se trouvent 
pareillement ddtermindes. Comme les solutions doivent etre tirees des rd- 
gistres mentionnds, il est h remarquer que ces rdgistres different beaucoup, 
selon la diversity des villes, Tillages et provinces od ils out 6t4 dresses; et 
par la meme raison, les solutions de toutes ces questions se trouvent fort 
difif^rentes selon les r^gistres sur lesquels elles sont fondees. C’est pourquoi 
je me propose de traiter ici en general la plupart de ces questions, sans me 
bomer aux r^sultats que les r^gistres d’un certain endroit founussent; et 
ensnite, il sera aisd de faire I’application b. chaque endroit qu’on voudra. 

2. Or, j ’observe d’abord que toutes ces questions prises en gendral de- 
pendent de deux hypotheses; lesquelles dtant bien fixees, il est aise d en tirer 
la solution de toutes. Je nommerai la premiere VT^ypothese de la mortality, par 
laquelle on determine combien, d’un certain nombre dhommes qui sont nes 
k la fois, seront encore en vie aprfes chaque nombre d annees ecouiees. Ici, 
la consideration de la multiplication n’entre point du tout en eompte, et par- 
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il hut comtitaer la aeconde hypothese, ciue je nommerai “U® ^ ^ 
et par laqaeUe je marque de combien le 
hoBD.es est angmente oa diminad pendant le cours d nn an. Cette dyp^ 
these depend done de la quantite des manages et de la fdcondite, pe ^ ^ 

que la premiere est fondee sur la vitalite ou le pouvoir de vivre, qi» 
f,ir<}pre aux hommes. 


I. HTPOTHBSE DE LA MOETALITB 

3. Poaj la premiere hypotheae, concevons un nombre quelconque iV d mi- 
fans qui soienfc n^s en meme terns; et je marqnerai le nombre de ceux tjui 
seront encore en vie an bout d’nn an par (1)3^", de ceux qui le seront encort^ 
an bout de deux ans par (2)jV, de trois aus par {S)N, de quafcre axis par 
A]X et aiusi de suite. Ce sout des signes gdndraux que j’emploie pour 
marquer comment le nombre des hommes nes en mSme terns ddcroit succcbs- 
sivement; qui auront pour chaque climat et chaque maniere de vivre des valours 
jarticulieres. Cependaut, on pent remarquer que les nombres indiquds pax* *) 

(1), (2), (3), (4), (5) etc. 

constituent une progression decroissaute de fractious, dout la pluB graxido, 
(1), est moiudre que I’unite; et quand on continue ces termes au de Bt 
100, ils d&roitront si fort qu’ils evanouisseut presque entierement. ai 

de 100 milUons d’hommes aucun n’atteint Page de 125 ans, il faut quo 1« 
(125) soit moiudre aue 

^ ^ ^ lOOOOOOOO* 


4 Aymt etabli pour un certain lieu par un assez grand nombre d'oli** 
valeurs des fractions (1), (2), (3), (4) etc., on pent r4sondra 
- ^ qu’on propose ordinairement sur la probability de la 

^ ^ ^ evident, si le nombre des enfans nds en xu&me 

aue cd;tp taht* se on la probability, il en mourra tons les ans autant 

t|ie table eu mmrque: 


pmrtoi, urn signiSatira dans plnsieurs autres travaux, mais il leur attribas 

dll ridileiir. L 6 D ^ P™Pos la note 1 p. 103 dxi present volume et la 



146 — 147 ] 


ET LA MULTIPLICATION DU GENEE HUMAIN 


81 


depuis 

0 

ans 

k 

1 

il en 

mourra 

N-(1)N, 

>> 

1 



2 





2 



3 

99 99 

99 

{2)N-{S)N, 


3 


JJ 

4 

99 99 

99 

(3)N-(4)Jf, 


4 

>> 

5? 

5 

99 99 

etc. 

99 

(4)N—(5)N 


Et comme de ce nombre N i\ j aura encore probablement en vie (n)N au 
bout de n ans, il faut que le nombre des morts avant ce terme de n ans 
soit —N — (n)N. Aprfes cette remarque, je donnerai la solution des questi- 
ons suivantes. 


1. QUESTION 

5. Un certain nombre d’hommes, dont tons soient du mime age, etant donne, 
trouver comhien en seront prcbablement encore en vie apris un certain nombre 
d’annies. 

Supposons qu’il y ait M bommes qui ayent le mfeme age de m ans et 
qu’on demande, combien en vivront probablement encore aprfes n ans. 
Qu’on pose 


pour avoir N== -^y ob N marque le nombre de tons les enfans nds en 
m§me terns, dont il reste encore en vie M aprbs m ans. Or, de ce mSme 
nombre seront probablement encore en vie (m -\-n)N aprfes m-\-n ans de- 
puis leur naissance et partant aprfes n ans depuis le terns propose. Done, 
le nombre cherch^ dans la question est 


- («») 

ou aprbs n ans, il y aura probablement encore autant de vivans de M 
bommes qui ont tons k present m ans. 

Done, il est probable que du nombre d’bommes, M, ag4s tons de m ans, 
il en mourra 




(m) 

avant qu’il s’en 6coulent n ans. 

Lbonhardi Euleki Op^ra omnia I? Commontatioiies algebraicae 
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2. QUESTION 

6. Trouver la prdbalilite qi/un homme d’un certain age soil encore en vie 
aprh un certain nombre d’ann^es. 

Que rhomme en question soit age de m ans, et qu’on cherclie la pro- 
babilite que cet bomme soit encore en vie au bout de n ans. Concevons M 
bonunes du mfeme age, et puisque, aprbs n ans, il y en aura probablement 
encore vivans la probability que rbomnoe propose se trouve dans 

ce nombre sera 

(«i + w) 

Done, la probability que cet homme vienne b mourir avant le bout de 
ces n ans est 

.. (w -p ») ^ 

( to ) 

Et partant, I’espyrance que cet bomme pent avoir de ne pas mourir dans 
rintervalle des m-\-n annyes proebaines est k la crainte de mourir dans ce 
mSme intervalle comme n) k (to) — {m-\- nj. Done, I’esperance surpassera 
la crainte si [m-\-rl)>~(^, et la crainte sera plus fondde si (m-\- »)<y(»w). 
Or, la crainte dgalera I’esperance si (to + ») = yW- 

3. QUESTION 

7. On demande la probabilite qu’un homme d’un certain age mourra dans le 
corns d’une annee donnee. 

Que Tbomme en question soit kge de to ans, et qu’on demande la 
probability qu’il atteigne I’kge de n ans^), mais qu’il meure avant qu’il 
parvienne k I’kge de w + 1 Pour trouver cette probability , concevons 

un grand nombre M d’bommes du m6me Age, et ayant M — et 

^ y bo mm es qui atteignent I’age de n ans et ilf 

qui atteignent celui de n -\-l ans; il en "mourra done probablement dans 
le cours de cette annye 

W - (” + 1) M-, 

(»») 

1) D’apres le manuserit. Les mots et qt^on demande ^ . de n ems ne se trouvent pas dans 

FeditLon originale. L. G. D. 
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et partant, la probability qae rhorome propos4 se trouve dans ce nombre 
sera 

_ (w) — (» + l) 

(w) 

De Ik. il est yvident, pour que ce mSme bomme meure entre I’annye w 
et I’annye w y de son Age, la probability sera 


* ' (n) — (» + y) 

(w) 

Or, pour que cet bomme meure un jour marquy de I’annye proposye, la 
probability sera 

(«)-(» + !) 

365 (m) 

Si la question est d’un enfant nouvellement nd, on n’a qu’k, dcrire 1 an 
lieu de la fraction (m). 


4. QUESTION 

8. Trouver le terme aiiguel m homme d’m dge donne peut esperer de par- 
venir, de sorte gu’il est dgalemenf probable qu'il meure amnt ce terme qu'aprds. 

Soit rage de I’bomme en question de m ans et celui qu’il peut espdrer 
d’attendre de z ans, qu’il s’agit de trouver. Or, la probability qu’il par- 
vienne k, cet Age ytant = , la probability qu’il meure avant ce terme sera 
= 1 — Done, puisque I’une et I’autre probability doit Stre la mSme, 
nous aurons cette yquation 

(g) (g) 

(w) (m) ’ 

et partant (js) = dont il est aisy de trouver le nombre z, dbs qu’on a 
dyterminy par les observations les valeurs de toutes ces fractions 

(1), (2), (3), (i), (6), (6) etc.; 

car on verra d’abord laquelle, (s), sera la moitiy de la proposye (w). 

Ayant troavd ce nombre 0 , on nomme I’mtervalle z — m la force de la 
vie d’un bomme de m ans. 


11 
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5. QUESTION 


9. Determiner Us rentes viageres qu'il est juste de payer d des Jwmmes 
d'un age quelconque tons les ans, jusqu'd, leur mort, pom une somme qu'ils auront 
avancee d'cihord. 

Concevons M homines qui ayent tous le mfeme Age de m ans, et qne 
chacun paye d’abord la somme a; ce qui fournira un fond = Ma. Soit x 
la somme qn’on doit payer k ehacun tous les ans, tant qu’il est en vie; et 
apres un an le fond doit payer 



(m-j-l) 


(m) 

aprks deux ans 

{m + 2) 


(m) 

aprks trois 

(m+3) 

et ainsi de suite. 

W 


Mx, 


Mx 


Or, comptant que le fond soit placd k 5 pour cent, une somme 8 
payable aprbs n ans ne vaut k present que mais, pour rendre notre 

determination plus generate, supposons qu’une somme 8 croisse par les intd- 
rfets dans un an k A /S'; et y sera ce que nous avons marqud par et une 
somme 8 payable au bout de n ans ne vaudra k present que S': A”. De Ik, 
on dressera le calcul suivant: 


aprbs 1 an 
aprks 2 ans 
aprbs 3 ans 


L doit payer 

ce qui vaut k present 

(w) 

(m + l) Mx 
(m) A ’ 

(w) 

{m + i) Mx 
im) A* ’ 

(m) 

(m + 3) Mx 
(m) A® 

etc.; 

etc. 


Or, I’equitd exige que toutes ces sommes rdduites au terns present soient 
egales au fond entier Ma, d’oh Ton tire cette Equation 

^ _ a; /^(w + 1) , (j»+2) , (w + 3 ) , (w + 4 ) , 

(m)\ ~ir~ ~jr~ + 
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et partant, ce que le fond doit payer par an k cliaq’un des intdressans est 

^ 

(’»+!) , (»»4-2) , (iw-PS) I (m-l-4) , ^ 

1 1* ^ I* + 

Sachant done les valenrs de toutes ees fractions (1), (2), (3) etc., il est ais4 
de trouver la somnae a> qui convient k chaque kge de m ans, rapport^e k nn 
interfet donnd. 


6. QUESTION 


10. Qmnd les interessam smt des enfans nouvellemenf nes et gm le pave- 
ment des rentes viageres ne doit commencer que lorsgu'ils auront attaint un cer- 
tain age, determiner la qmntite de ces rentes. 


Supposons qu’on paye la somme a pour chaque enfant nouvellement n4 
et qu’il ne doive recevoir des rentes que lorsqu’il aura atteint I’kge de n 
ans; que depuis ce terns, on lui paye tons les ans la somme x qu’n faut 
determiner. Comptant done les intdrets comme auparavant, on parviendra k 
cette equation 


qui fournit 



(w + 2) 



X = 


a 

_L U I (^+ I (w-f 3) 

1 ' -f- 2 * + 3 


+ etc. 


D’ou il est evident qu’une telle rente pent devenir fort avantageuse et qu’un 
homme, lorsqu’il aura atteint un certain age, pent jouir de rentes conside- 
rables k peu de fraix, pendant toute sa vie. 


11. Toutes ces questions se resoudront done facilement, dks qu’bn con- 
noitra les valeurs des fractions (1), (2), (3), (4) etc., qui dependent tant du 
climat que de la maniere de vivre; aussi a-t-on remarque que ces valeurs 
sont differentes pour les deux sexes ^), de sorte qu’on ne sauroit rien deter- 

1) Etobr fait id aUusion airs travaux de NicoiiAAS STRTnrOK. Voir I’Addition de Tediteur 
a la fill de ce m^moire. L. G. D. 
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miner en general Or, pour les conclure des observations, on comprend ais6- 
ment qu’il en fant employer un grand nombre, qni s’etend meme sur tontes 
sorfces de personnes; et a cet egard, on ne sanroit se servir des r^gistres 
des rentes viageres, qui commencent par des enfans au dessous d’nn an. 
Car d’abord, on ne pent pas regarder ces enfans comme nouvellement nds, 
et la plupart est sans doute dejfe echappee aux dangers des premiers mois; 
et ensaite, on ne s’engagera gaeres souvent pour des enfans d’une com- 
plexion foible, de sorte qu’on doit regarder comme choisis les enfans pour 
lesqnels on prend des rentes viageres. Ainsi, les valeurs de nos fractions 
(1), (2), (3) etc. qu’on conclura des registres des rentes viageres seront in- 
failliblement trop grandes, snrtout a I’egard des premiers ans. Cependant, 
pnisqn’il faut regler les rentes sur de tels registres plutot que sur la v6ri- 
table mortalite, j’ajoiiterai les valeurs de nos fractions telles qu"on les tire 
des observations de M. Ejeksseboom.^) 

l) Voir FAddition de rediteur a la fia de ce memoire. De la table que dressa Kbhssbboom, 
on deduit des taux qui en quatre eudroits different legerement de ceux utilises par EuiiBtt; ce 
sent: (5) = 0, 68857, qu’on devrait done abreger en 0,689; puis (8) = 0,662; (30) — 0,608; 
(90) = 0,007; (91) = 0,005. L. G. D. 
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( 1 ) = 0,804 

( 25 ) = 0,552 ! 

( 49 ) = 0,370 

( 73 ) = 0,145 

( 2 ) = 0,768 

( 26 ) = 0,544 

( 50 ) = 0,362 

( 74 ) = 0,135 

( 3 ) = 0,736 

( 27 ) = 0,535 

( 51 ) = 0,354 

( 76 ) = 0,125 

( 4 ) = 0,709 

( 28 ) = 0,525 

( 62 ) = 0,345 

I ( 76 ) = 0,114 

( 5 ) == 0,688 

( 29 ) = 0,516 

( 53 ) = 0,336 

( 77 ) = 0,104 

( 6 ) = 0,676 

( 30 ) = 0,507 

( 54 ) = 0,327 

( 78 ) = 0,093 

( 7 ) = 0,664 

( 31 ) = 0,499 

( 55 ) = 0,319 

( 79 ) = 0,082 

( 8 ) = 0,653 

( 32 ) = 0,490 

( 56 ) = 0,310 

( 80 ) = 0,072 

( 9 ) = 0,646 

( 33 ) = 0,482 

( 67 ) = 0,301 

( 81 ) = 0,063 

( 10 ) = 0,639 

( 34 ) = 0,475 

( 58 ) = 0,291 

( 82 ) = 0,054 

( 11 ) = 0,633 

( 35 ) = 0,468 

( 59 ) = 0,282 

( 83 ) = 0,046 

( 12 ) = 0,627 

( 36 ) = 0,461 

( 60 ) = 0,273 

( 84 ) = 0,039 

( 13 ) = 0,621 

( 37 ) = 0,454 

( 61 ) = 0,264 

( 85 ) = 0,032 

( 14 ) = 0,616 

( 38 ) = 0,446 

( 62 ) = 0,254 

( 86 ) = 0,026 

( 15 ) == 0,611 

( 39 ) = 0,439 

( 63 ) = 0,245 

( 87 ) = 0,020 

T 

o 

o 

( 40 ) = 0,432 

( 64 ) = 0,235 

( 88 ) = 0,015 

( 17 ) = 0,601 

( 41 ) = 0,426 

( 65 ) = 0,225 

( 89 ) = 0,011 

( 18 ) = 0,596 

( 42 ) = 0,420 

( 66 ) = 0,215 

( 90 ) = 0,008 

( 19 ) = 0,590 

( 43 ) = 0,413 

( 67 ) = 0,205 

( 91 ) = 0,006 

11 

P 

oc 

( 44 ) = 0,406 

( 68 ) = 0,195 

( 92 ) = 0,004 

( 21 ) = 0,577 

( 45 ) = 0,400 

( 69 ) = 0,185 

( 93 ) = 0,003 

( 22 ) = 0,571 

( 46 ) = 0,393 

( 70 ) = 0,175 

( 94 ) = 0,002 

( 23 ) = 0,565 

( 47 ) = 0,386 

( 71 ) = 0,165 

( 95 ) = 0,001 

( 24 ) = 0,559 

( 48 ) = 0,378 

( 72 ) = 0,155 



Or, puisque cette table est dress4e sur des enfans choisis et qui ont meme 
ddja STirv^cu quelques mois depuis leur naissance, si Ton veut I’appliquer a 
tous les enfans nouvellement n^s dans une ville on province, il faut diminuer 
tons ces nombres d’nne certaine partie, ponr tenir compte de la grande mor- 
tality k laquelle les enfans sont assujettis aussitOt aprbs leur naissance. 
Mais nous tirerons cette correction plus seurement des observations qui ren- 
ferment ddjk la multiplication, que je m’en vai considdrer. 
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n. HYPOTHESB DE LA MULTIPLICATION 

12. C’est le principe de la propagation sur lequel cette hypotliese est 
fondee; d’ou il est d’abord evident que, s’il nalt tons les ans autant d’enfans 
qu’il meurt d’hommes, le nombre de tons les homines demeurera toujours le 
mfeme et qn’il n’y aura point alors de multiplication. Mais, si le nombre 
des enfans qni naissent tons les ans surpasse le nombre des morts, cbaque 
annde produira nne augmentation dans le nombre des vivans, qni sera dgale 
k I’excbs des naissans sur les morts. Or, cette augmentation se changera 
en diminution, lorsque le nombre des morts surpasse eelui des naissans. 
De Ik, nous aurons trois cas a considdrer: le premier, on le nombre des 
hommes demeure constamment le m^me; le second, on il augmente tons 
les ans; et le troisieme, ok il diminue tons les ans. Done, si M marque 
le nombre de tons les hommes qui vivent k present et niM le nombre de 
ceux qui vivent I’annee suivante, le premier cas aura lieu si m = 1, le se- 
cond si w > 1, et le troisieme si m <1) de sorte que tons les cas peuvent 
Stre compris dans le coefficient gdn4ral m. 

13. Or, ayant fixd le principe de la propagation qui depend des maria- 
ges et de la fecondite, il est evident que le nombre des enfans qui naissent 
pendant le cours d’une annee, doit tenir un certain rapport au nombre de 
tons les hommes vivans. D’ok il s’ensuit que, si le nombre des vivans de- 
meure toujours le m6me, il naitra tous les ans le mtme nombre d’enfans; 
et si le nombre des vivans croit ou decrolt, le nombre des naissances doit 
croltre ou decroltre dans la meme raison. Done, en comparant ensemble le 
nombre de tous les naissans pendant plusieurs annees cons^cutives, selon que 
ce nombre demeure le mbme, ou qu’il augmente ou diminue, on en pourra 
conclure si le nombre de tous les hommes demeure le mbme, ou s’il va en 
croissant ou en dderoissant. En y joignant le principe de mortality, il est 
aUssi clair que le nombre des mourans pendant un an doit tenir un certain 
rapport tant k eelui de tous les vivans qu’k eelui des naissans. 

14. Puisque ces deux principes de la mortality et de la propagation sont 
independans I’un de I’autre et que j’ai consid4r6 le premier inddpendamment 
de I’autre, on pent aussi reprdsenter celui-ci, sans que le premier y soit 
m614. Car, supposant le nombre de tous les vivans k la fois — M, le nom- 
bre des enfans qui en sont produits dans I’espace d’un an pourra Stre pose 
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= aM, de sorte que a est la mesure de la propagation ou de la fecondite. 
Mais il est difficile de tirer de cette position, les consequences qui regardent 
la multiplication et les antres plienomenes qui en dependent. Le raisonne- 
ment deviendra plus clair, si nous introduisons d’abord dans le calcul le 
nombre des enfans qui naissent tons les ans, auquel si nous joignons I’hypo- 
these de la mortality, nous en pourrons conclure la valeur de a. Done reci- 
proquement, le nombre des naissances ddpend k la fois des deux hypotheses 
de la mortalite et de la feconditd; et de Ik, on tirera ensuite sans difficultd 
la solution de toutes les autres questions qu’on propose ordinairement en 
traitant cette matiere. 

15. Comme je suppose que la regie de la mortalite demeure toujours la 
mfeme, je supposerai une semblable Constance dans la f4condite; de sorte que 
le nombre des enfans qui naissent tons les ans soit toujours proportionnel 
au nombre de tons les vivans. Done, si le nombre de tons les viyans de- 
meure le m6me, on aura aussi tons les ans le meme nombre de naissances; 
et si le nombre de tons les vivans va en augmentant ou en diminuant, le 
nombre des naissances annueUes croltra ou d^croltra dans la meme raison. 

Soit done If le nombre des enfans nds pendant le cours d’une ann6e et n If 
celui des enfans nds I’annde suivante; et puisque la raison qui a change le 
nombre If en nN subsists encore, il faut que d’une annde quelconque k. la 
suivante le nombre des naissances croisse dans la raison de 1 k «. Par 
consequent, la troisieme annde il naitra n^N, la quatrieme n^N, la cinquieme 
n^N et ainsi de suite; ou bien, les nombres des naissances annuelles consti- 
tueront une progression gdomdtrique, ou croissants ou dderoissante ou d’6ga- 
litd, selon que « > 1 ou w < 1 ou n- = l. 

16. Posons done que, dans une ville ou province, le nombre des enfans 
n6s dans cette ann^e soit == 2f, et de ceux qui naitront I’annde prochaine 
= nN, et ainsi de suite selon cette progression: 
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le nombre des naissances 


a present N, 

aprfes im an nN, 

aprbs deux ans n’‘N, 

aprfes 3 ans n^N, 

apres 4 ans n*N 


etc., 

et si nous supposons qu’apres 100 ans aucun des bommes qui existent a 
present ne soit plus en vie, il n’y aura point, apres 100 ans, d’autres vivans 
que ceux qui resteront encore en vie de ces naissances. Done, joignant I’hy- 
pothese de la mortalite, on pourra determiner le nombre de tons les bommes 
qui vivront apres 100 ans. Or, puisqu’il naitra cette annee on aura 

le rapport des naissances au nombre de tons les vivans. 


17. Pour rendre cela plus elair, voyons combien d’hommes seront encore 
en vie, aprbs cent ans, des naissances de toutes les annees prdcedentes. 



Nombre des 

Apres 100 ans, 


naissances 

il en vivra encore 

b present 

N 

(100) 

apres 1 an 

nN 

{B2i}nN 

aprbs 2 ans 

n^N 

{BS)n^N 

aprbs 3 ans 

n^N 

{27)n^N 

apres 98 ans 

n^^N 

(2)n^^N 

aprbs 99 ans 

n^N 

(l)n^^N 

apres 100 ans 

n^^^N 

n^^N 


Done, le nombre de tons les vivans aprbs lOO ans sera 


= J^(l 4- ^ -f ^ ^ 4- ^ 
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18. Les termes de cette sdrie dvanouiront enfin, en vertu de I’hypothese 
de mortalite; et puisque le nombre de tons les vivans a un certain rapport 
an nombre des naissances pendant le cours d’une annee, la multiplication 
d’une annee k I’autre, qui vient d’etre supposee comme Ik n, nous decouvre 
ce rapport. Car, si le nombre de tons les vivans est == M et le nombre 
des enfans qui en sont procrees pendant le cours d’une annee est pose =N, 
nous aurons 


M 

N 


l + I (!).(!). (51 _L etc 


Done, si nous connoissons le rapport ^ et que nous y joignons I’bypothese 
de mortality ou les valeurs des fractions (1), (2), (3), (4) etc., cette equation 
determine reciproquement la raison de la multiplication, 1 : n, d’une annee k 
I’autre. Cependant, on voit bien que cette determination ne sauroit Stre 
ddyeloppee en general; mais, pour chaque bypotbese de mortality, si Ton cal- 
cule le rapport ~ pour plusieurs valeurs de n et qu’on en dresse une table, 
il sera aise d’assigner rdciproquement pour ebaque rapport donnd M : N, qui 
exprime la fdconditd, I’augmentation annueUe de tous les vivans, qui est la 
m§me que celle des naissances. 


19. Supposons done que I’hypothese de mortalite ou les fractions 


(1), (2), (3), (4), (5) etc. 


soient connues, ,de mSme que I’hypotbese de fdcondite ou le rapport de tous 
les vivans, M, au nombre des enfans, N, qui en sont proerdds pendant un an; 
on en reconnoitra si le nombre des bommes demeure invariable, ou s’il va 
en augmentant ou en diminuant. Car, si nous posons le nombre de tous 
les vivans I’annde proebaine == nM, celui des vivans b, prdsent etant == M, 
il faut tirer la valeur de n de I’dquation trouvde 


N » 


et supposant connue la resolution de cette dquation, il est indifferent si Ton 
connoit la fdconditd ^ ou la multiplication 1 : n, I’une dtant ddterminde par 
I’ftutre, moyennant I’bypothese de la mortalitd. 

M 

1) L^edition originale porte, dans F^quation suivante, M au lieu de la fraction ^ du mauu- 
L. G. D. 


scrit. 


12 * 
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1. QUESTION 

'M Jxs ktfpcitheses de mortalite et fecondiU efanf donnees, si Von connoit Is 
m'lmijit df tous ks mans, trouver comhien il y en aura de chaque dge. 

:k>it M le nombre de tous les vivans et N le nombre des enfans qui 
r‘n soat procrees dans un an; et par Thypothese de mortality, on connoitra 
la raison de la multiplication annuelle 1 :n. Or, connoissant la valour de n, 
)i est aise de conclure dn § 17 qu’il y aura, parmi le nombre M, 


N enfans nouvellement nes, 
ages d’un an, 

( 2 ) 

^ N ages de deux ans, 

(3) 

ages de 3 ans, 

(4) 

—TV ages de 4 ans 


et en general 


n» 


N ages de a ans. 


<tr. la Somme de tous ces nombres pris ensemble est = M. 


2. QUESTION 

-1. mSmes chases dant donnees, tromer le nombre des hommes qui 
mmrrmt dms m an. 

t M le nombre des hommes qui vivent k present, y compris les en- 
'as qm sent n& cette annde, dont le nombre soit = JV; et le quotient J 

k ^ ' *■ Proohibine, 

DoareUeBM^nt nAc \t i lequel se ferouve le nombre des 

“ .V- d'oil u s’ensntt ™ -i™ prdeddente, dont le nombre dtoit 

aou u sensmt qu’il en est mort 
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Done , si lo nombre des 'vivans est = il en meurent pendant le cours 
d’une annde (1 n)M nN, tandis qne dans ce mSme terns il en naissent N 
enfans. 


3. QUESTION 

22. Comoissant tant le nombre des missanees que des enterremens qni arri- 
vent pendant le cours d’une annee, trouver le nornbre de tous les vimns et leur 
augmentation annuelle, jgour une hypotJiese de mortality donnee. 

Soit N le nonabre des naissances et 0 le nombre des enterremens qui 
arrivent dans une annde; ensuite, posons le nombre de tous les vivans 
= Jf et I’augmentation annuelle ==l:n, et la solution prdeddente nous 
fournit cette Equation 

0 = (1 — n)M-\-nN. 


Or, I’hypothese de mortality donne 


M 

N 


1 + 


(i) + (?) + (3) + (!) , etc 

n ^ ^ ^ w* ^ 


Done, ayant par la premiere 




0 — nN 
1 —n 


f 


cette valeur, dtant substitute dans I’autre equation, donne 


0--ZV JV^-0 _(1) (2) (3) 

iV(l-re) ]V(n-l) « M* 

d’ob il faut trouver la valeur du nombre n. 


“I” etc.. 


23. Si le nombre des 
de sorte que 


enterremens, 0, est tgal k celui des naissances, .N, 
:^=(l — n)M+nN, 


1) L'^dition originale (aussi bien que le manuscrit) porte, dans liquation suivante, 


O — JV 


N—0 


au lieu de 


0—JSr _ N-0 
iV(l — OT) “ ]fr(n-l) ■ 


1 — « 


n — 1 


L. G. D. 
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il faut absolument qu’il soit « = 1 on que le nombre des vivans demeure 
toujours le mfeme; et dans ce cas, ce nombre sera 

N(1 + (1) + (2) + (3) + (4) + etc.) 

Or, si le nombre des naissances, N, surpasse celui des enterremens, 0, de 
sorte que K— 0 soit uu nombre positif, 1’ equation’^) 


N-0 


n ~ ' rfi 




etc. 


donnera pour n une valeur > 1, qui marque que le nombre des vivans va 
en croissant, Mais, si le nombre des naissances, N, est plus petit que celui 
des enterremens, 0, notre Equation doit §tre representee sous cette forme 


0-N {!)• ( 2 ) ( 3 ) ( 4 ) 

N{l-n) n 


“I" etc., 


d’ou Ton tire pour n une valeur plus petite que 1, qui marque que le nom- 
bre des vivans va en ddcroissant. 


4. QUESTION 

24. Le nombre des naissances et des enterremens d’une annee etant donne, 
trouver ccmbien de chaque age il y aura parmi les mcrts. 

Soit N le nombre des enfans nds pendant un an et 0 le nombre des 
morts; et par la question prdcedente on aura le nombre de tons les vivans, 
M, avec la multiplication 1 : n d’une annde k I’autre. De Ik, consid^rons 
combien d’bommes il y aura en vie de chaque kge, tant cette annde que 
I’annde procbaine. 


1) "Voir la note prAs^dente. 


L. G. D. 
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Nombre 

cette annee 

Fannie suivante 

des nouvellement n4s 

N 

nN 

de Fkge d’un an 

SIn 

n 

(!)«■ 

de I’kge de deux ans 

n-^ 

^ n 

de I’kge de trois ans 

ns 

w 

nN 

etc. 


etc. 


D’ou il est Evident qu’il en est mort pendant le cours de cette ann4e: 

le nombre des morts 


au dessous d’un an 
de 1 an k deux ans 
de 2 ans k 3 ans 
de 3 ans k 4 ans 
de 4 ans k 5 ans 


(1 - ( 1 )) N, 

((S)-(i))-§, 

(W-(6))A 


etc. 


25. Le nombre de tons les morts de cette ann^e 4tant = 0, on aura 
cette Equation 


JV 


1 — (1) (l - --) — -®(l — --) — ^,(l — -1) - etc., 
' ' \ n / n \ nJ w* \ w / 

qui convient avec celle-ci 
k cause de 


0 = {l — n)M-^nN, 


#=l + ^a + « + « + ffl + §+ete. 


n 




n* 




Done, coimoissant Thypothese de la mortality avec la mnltiplication annuelle 
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\:n et le nombre N des naissances d’une annee, on pent determiner com- 
bien d’hommes de chaque age mourront probablement pendant le cours 

d’une annee. 


5. QUESTION 

26. Connmsmt le nombre de torn les rivans, de meme que le nombre des 
naissances avec les nombres des morts de clique age pendant le corns d\me annee, 
trouver la loi de la rmrtalite. 

Soit M le nombre de tons les vivans, N celui des naissances et O 
des enterremens pendant le cours d’une annee; et de lb on connoltra d abord 
la multiplication annuelle 

Jf-0. 


soit ensuite pour cette annee le nombre des morts par la pr^cddente question 
au dessous d’un an a = (1 — (1)) N, 


de 1 an a 2 ans 
de 2 ans b 3 ans 
de 3 ans k 4 ans 


N 


/? = ((!)- (2))-^-, 




r=((2)-(3))^, 


(^ = ((3) -(4)) 


JSf 


etc., 


et de Ik on tronvera les fractions (1), (2), (3) etc. qui contiennent la loi do 
la mortalite, 


1 « + «/3 

N ~Y~’ 


( 2 ) - ( 1 ) - ^ 


n^y 

’~ n "~ jv 


/"A) = _ 1 a + M/3 + «*}/ + d 

^ ^ ^ ^ N 


etc. 
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27. Voilk une maniere plus seure que eelles des rentes viageres pour 
determiuer la loi de la mortalite; et cette determination deviendra la plus 
aisee, si Ton choisit une ville ou proTince oii le nombre des enterremens 
egale celui des bktemes, de sorte que n~\\ car alors, il suffit de savoir le 
nombre des morts de chaque kge. Mais il faut bien remarquer qu’une teDe 
loi de mortality ne doit btre etendue que sur la ville ou province dont on 
I'a tiree. En d’autres pays poun-oit avoir lieu une loi tout k fait diff^rente; 
et on a observd, en particulier, que dans les grandes villes la mortality est 
plus grande que dans les petites et dans eelles-ci plus grande qu’aux villa- 
ges. Si Ton se donnoit la peine de bien dtablir tant la loi de mortalite 
que celle de f^conditd pour plusieurs endroits, on en pourroit tirer quantite 
de conclusions fort importantes. 


28. Mais il faut encore remarquer que, dans ce calcul que je viens de 
developer, j’ai supposd que le nombre de tons les vivans d’un endroit de- 
meure le mSme, ou qu’il crolt ou decroit uniformdment, de sorte qu’il en 
faut exelure tant des ravages extraordinaires, comme la peste, guerre, 
famine, que des accroissemens extraordinaires, comme de nouvelles colo- 
nies. Il sera aussi bon de choisir un tel endroit ob tons les naissans de- 
meurent dans le pays et ok des etrangers ne viennent pas pour y vivre et 
mourir, ce qui renverseroit les principes sur lesquels j’ai fondd les calculs 
pr4c4dens. Pour des endroits assujettis k de telles irregularitds, il y faudroit 
tenir des rdgistres exactes tant de tons les vivans que des morts, et alors, 
en suivant les principes que je viens d’dtablir, on seroit en dtat d’appH- 
quer le meme calcul. Tout revient toujours k ces deux principes, celui de 
la mortality et celui de la fdconditd, qui dtant une fois bien dtablis pour 
un certain endroit, il ne sera pas difficile de rdsoudre toutes les questions 
qu’on pent proposer sur cette matiere, dont je me contente d’avoir rapportd 
les principales. 


29. Je n’ai aussi traits ces questions qu’en g^ndral, sans les bomer k 
quelque endroit particulier; or, pour en tirer tons les avantages, tout ddpend 
d’un grand nombre d’observations faites en plusieurs endroits diffdrens, tant 
du nombre de tons les vivans et des naissans pendant un ou plusieurs ans, 
que du nombre des morts avec leurs ages. Comme c’est un article fort 
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difficile h bien executer, nous devons etre tres redoFables k Mr. Sussmilch/) 
Conseiller du Consistoire Superieur, qui, apres avoir surmonte des obstacles 
presque invincibles, vient de nous fournir un si grand nombre de telles ob- 
servations, qui paroissent suffisantes pour decider la plupart des questions 
qui se presentent dans cette recbercbe. Et en effet, il en a dejk tire lui- 
meme tant de conclusions importantes, que nous pouvons esperer qu’il por- 
tera par ses soins cette science au plus haut degre de perfection dont elle est 
susceptible. 


ADDITION DE L’EDITEUE 

Nous donnons ci-apies la table de mortalite dressee par le HoUandais Willem 
Keesseboom (1691 — 1771) et resnltant d’observations faites snr des rentiers. Willem 
Keesseboom occupait une place en vue dans les postes et les finances des Pays-Bas. C'est 
grace a ses nonabreuses demarches que les Etats-Generaux, en 1735, deciderent de procurer 
a TEtat la somme de 3 millions de florins par la vente de rentes viageres. Se basant sur 
les resultats de Kersseboom, on vendit ces rentes a un prix constant et unique, indepen- 
dant de Tage du rentier, en supposant qu’une rente viagere auxait en moyenne une durfe 
de 30 ans. Mais I’Etat n'en tira pas les 300000 florins de gain net que les calculs de 
Keesseboom ayaient fait preToir. 

Keesseboom na pas eompris la grande importance qn’il y a a faire des obseryations 
de longeyite separement pour hommes et pour femmes. Et pourtant son compatriote et 
contemporain Nicolaas Strxjyck (1687 — 1769) ayait non seulement deconyert le premier, 
et proclame, quen moyenne les femmes yivent plus longtemps que les hommes, mais ayait 
aussi construit une table de mortalite a sexes separes, mettant en eyidence cette influence 
du sese sur la longevite.^) Euler connaissait egalement la dijGEerence des taux de la mortalite 

1) Euler fait ici allusion a un ouyrage dont il a calcule plnsieurs tables et inspire tout un 
chapitre. O’est fouvrage principal de JEAn-PiERRE Sussmilch (1707—1767), Tun de ses confrkes 
de FAcademie des sciences de Berlin. Il porte le titre Die goUliche Ordnung in den Terdnd&nmgen 
des wiensclilicJien GescJilecJiis , aus der Gehurt, dem Tode wnd dtr Fortpflanzung desselben erwiesen. 
Premiere edition, Berlin, 1741—1742, deuxieme edition 1761-1762. Le chapitre VIH de la 
deuxieme, edition de eet ouyrage se trouve dans le present yolume; voir aussi la preface de fedi- 
teur. L. G. D. 

2) Inleiding tot de alg&meene GreograpJiie^ benevens eenige Sterrehundige en andere VerJicnde- 
Ungen, door Nicolaas Strutcic. Anasterdam 1740. Voir surtout f annexe qnitermine cette Giogra- 
phie gmerdle^ science qui a, pour Strut ck, des cadres tres larges, puisqu^il y traite, outre la 
geographie ordinaire, aussi Pastrouomie, la meteorologie, la navigation, la demographie et les assu- 
rances de rentes yiageres. 


ET LA MULTIPLICATION DU GENEE HDMAIN 


99 


masculine et feminine et la mentionne a plusieurs reprises. Le fait de ne pas tenir compte 
des travaux d’un savant comme Stjrutck, travaux qiiTI connaissait ponrtant, le fait de 
ne pas meme faire entrer en ligne de compte T^e du rentier pour eralner le prix d’une 
rente viagere, ne jettent pas nne Inmiere favorable sur les methodes de Kersseboom. Et 
cependant, pour des raisons d’ordre personnel, ses recherehes furent beanconp plus connues, 
an siecle, que les travaux de Strutck, plus modeste, qnoique ces derniers a lent plus 

de valeur intrins^ue. 

Les details que donne Kersseboom sur ses recherclies relatives a la mortalite se 
trouvent dans trois ecrits Four connaitre la jpopulation probable dans les provinces de Sol- 
lande et de la Frise occidentdle^). Le premier parut en 1738, les deux autres en 1742. 
Us donnerent lieu a de vives polemiques. Tons les trois furent reunis en 1748 en une 
nouvelle edition sous le titre Proeven van politique reJcenJcunde. 

La table de mortalite „Tafel van Levenskracit" ne parut que dans la Tweede ver- 
handeling etc, (1742), p. 56. La void. (Nous designons, conformement aux notations 
modemes, par x Page et par le nombre des survivants d’age a?.) 


TABLE DE MOETALITE DE KERSSEBOOM 


Age 

Nombre des 

Age 

Nombre des 

Age 

Nombre des 

Age 

Nombre des 

survivants 

survivants 

survivants 

survivants 

X 

h 

X 

h 

X 

k 

X 

L 

0 

1400 



\ 

f 



1 

1126 

11 

886 

21 

808 

31 

699 

2 

1075 

12 

878 

22 

800 

32 

687 

3 

1030 

13 

870 

23 

792 

33 

675 

4 

993 

14 

863 

24 I 

783 

34 

665 

6 

964 

15 

856 

25 

772 

35 

655 

6 

947 

16 

849 

26 

760 

36 

64.5 

7 

930 

17 

842 

27 

747 

37 

635 

8 

913 

18 

835 

28 

735 

38 

625 

9 

904 

19 

826 

29 

723 

39 

615 

10 

895 

20 

vH 

00 

30 

711 

40 

605 


l) Eerste verhandeling tot een proeve om te weeten de probable menigte des volks in de pro- 
vintie van Hollandt en West-Vrieslandt ’s Gravenhage, 1738. Tweede verhcmdeling tot een proeve 
om te weeten etc. 1742. JDerde verhandelmg tot een proeve etc. 1742. 
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Age 

Nombre des 

survivants 

Age 1 

Nombre des 
snrviYants 

1 

Age 

Nombre des 

survivants 

Age 

Nombre des 
survivants 

1 


1 

X 1 

ix 

f 

X 


X 


41 

596 

56 

434 

71 

231 

86 

36 

42 

587 

67 

421 

72 ! 

217 

87 1 

28 

43 

578 

58 

408 

73 : 

203 

88 

21 

44 

569 

59 

395 

74 

189 

89 

15 

45 ' 

560 1 

60 i 

382 

75 

175 

90 

10 

46 

550 

61 

369 

76 

160 

91 

7 

47 i 

540 

62 

1 

356 

77 

145 

.92 

5 

48 

530 

63 

343 

78 

130 

93 

3 

49 

518 

64 

329 

79 

115 

94 

2 

50 i 

i 

507 

65 

315 

80 

100 

95 

1 

i 

51 

495 

66 

301 

81 

• 87 



52 

482 

67 

287 

82 

75 



53 ' 

470 

68 

273 

83 

64 



54 

458 

69 

259 

84 

66 



55 

446 

70 

1 245 

85 

45 




En controlant avec ces cliffres la tatle que donne Euler, on constate qu’il n^y a 
d’eearfe que d’lme unite dans la decimale aux quatre endroits mentioimes dans la note 
p. 86. Nous ayons maintenu la table Eulerienne telle quelle, parcequ’elle a servi de base 
a ses calculs numeriques.^) L. Gr. D, 

l) Soils uae forme nn pen iiiodifi.ee, Euler reprodait la table de Kersseboom dans les 
memoires 335, 473 et 599 de ce Yolume et dans le fragment qui le termine. Voir aussi la pre- 
face de Fediteiir. 


SUE, LES EENTES VIAGEEES‘) 

Commentatio 335 indicis Enesteoemiani 
Memoires de I’academie des sciences de Berlin [16] (1760), 1767, p. 165—175 


1. Ayant etabli le veritable principe sur lequel il faut fonder le calcul 
des rentes viageres, je crois que le ddvelopement de ce calcul ne manquera 
pas d’etre fort intdressant, taut pour ceux qui voudrout entreprendre un tel 
etablissement que pour ceux qui en voudront profiter. J’ai dbauche cette 
luatiere dans mes JRecherches gemrales sur la mortalife et la multiplication du 
genre Jiumain, od j’ai expose la juste m^tbode de determiner, par le calcul, 
combien un homme d’un certain age doit payer, pour jouir pendant toute 
sa vie d’une rente annuelle donnee.*) Mais, puisque le calcul me paroissoit 
alors fort embarrassant, je ne pouvois pas me r4soudre a I’executer. Or, une 
certaine occasion m’obligea dernierement d’ entreprendre ce travail dont, 
moyennant quelques artifices pour abrdger le calcul, je suis heureusement 
venu a bout.®) 

2. II y a deux choses sur lesquelles la determination des rentes viageres 
doit etre fondle: I’une est une bonne liste de mortalite, qui nous montre, 

1) Voir aussi les memoires 403, 473 et 599 de ce volume et le fragment qui le termine. 

L. G. D. 

2) Voir le memoire precedent, en particulier les § 9 a 11. Voir aussi la preface de I’Iditeur 
de ce volume. L. G. D. 

3) On salt que le roi de Prusse FiiiD^Eic lb Grahd, qui avait appele Eulee de St. Peters- 
tourg a Berlin pour j reorganiser I’Academie des sciences, eut souvent recours anx lumieres du 
grand mathematicien. En particulier, il lui demanda plusieurs expertises relatives a des caisses de 
pensions et de retraites. Voir G. Valentin, Leossard JSdler in Berlin. Pestsckrift zur Peier des 
200. Geburtstages Leonhaed Eulers, berausgegeben vom Vorstande der Berliner mathem. Gesell- 
schaft. Mit zwei Bildnissen Eulees. Leipzig und Berlin 1907, p. 15. L. G. D. 
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pour chaque age, combien il en mourra probablement pendant le cours 
d’une ou plusienrs annees; I’autre est la maniere dont I’entrepreneur pent 
faire valoir Targent qu’il aura re^u des rentiers, ou k quels interfets il est 
en etat de le placer. Ces deux articles coneourent tres essentiellement k 
determiner les rentes auxquelles I’entrepreneur pourra s’ engager, tant par 
rapport a la somme qui lui a ete payee d’abord que par rapport k I’kge 
du rentier. Car il est evident que, plus I’entrepreneur peut retirer de profit 
du capital qu’il a entre ses mains, plus il sera aussi en etat de payer de 
fortes rentes. 

3. Pour la Hste de mortalite, I’entrepreneur risqueroit sans doute beau- 
coup s’il vouloit se regler sur la mortalite des hommes en general, qu’on 
eonclut des observations faites dans une grande ville ou dans un pays tout 
entier, ou Ton tient 6galement compte de tons les hommes tant vigoureux 
qu’infinnes. Or, quand il s’agit de se procurer des rentes viageres, il est 
trbs naturel qu’il en faut exclure tons ceux dont la constitution ne semble 
pas promettre une longue vie; ainsi, on a raison de regarder les rentiers 
comme une espece plus robuste. C’est aussi dans cette vue que j’ai choisi 
dans mon mdmoire allegud la hste de M. Kessseboom^), qu’il a three des 
observations faites uniquement sur des personnes qui ont joui de rentes 
viageres; et partant aussi, cette meme liste me servira de fondement dans 
les calculs suivans. 


4. Si I’entrepreneur n’etoit pas en etat de placer assez bien le capital 
qui lui est payd par les rentiers, il ne sauroit accorder’ que des rentes si 
mediocres, que personne ne voudroit les aequerir. Autrefois, la ville d’Amster- 
dam a paye dix pour cent de rentes a toutes les personnes au dessous de 
vingt ans, ou bien pour 1000 florins, ils leur ont paye 100 par an; ce qui est 
une rente si riche, que la vihe en auroit souffert une perte tres considerable 
si elle n’avoit gagne presque 10 pour cent par an du fonds que cette entre- 
prise lui avoit procure. Ainsi, si I’on ne peut compter que sur 5 pour cent 
d’intdrets, les rentes doivent devenir beaucoup moins considerables; cependant, 
c’est Ik dessus qu’il semble qu’il faut k present rdgler les rentes viageres, 


l) Voir le § 11 du memoire precedent. 


L. G. D. 
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attendu que ceux qui auront occasion d’en faire un plus grand profit ne se 
meleront gueres d’une telle entreprise, qui ne sauroit s’ach.eTer qu’apres nn 
grand nombre d’annees. 


5. Pour determiner le prix de ces rentes, on fixe pour chaque age un 
terme moyen de vie, qu’il est aussi probable de survivre que de mourir avant 
que de I’avoir atteint; ou Men, ce terme est pris tel que, d’un grand nombre 
d’hommes du mfime age, il en meurt autant avant ce terme qu’apres. Alors, 
on suppose que tons les hommes de cet age atteignent precisement ce terme 
et qu’ils meurent ensuite tous kla fois; Ik dessus on croit pouvoir fixer sure- 
ment le prix des rentes, puisqu’il s’agit de trouver la valeur presente d’une 
rente annuelle payable pendant un certain nombre d’ann4es conseeutives; et 
Ton estime que le profit que I’entrepreneur retire du cote de ceux qui meurent 
avant le dit terme est precisement recompense par la perte que lui causent 
ceux des rentiers qui survivent k ce terme. Mais on comprendra aisement 
que ce raisonnement cloche, puisqu’on ne tient pas compte de la diminution 
du prix prdsent d’une rente qui ne sera payee qu’aprbs plusieurs anndes. 
A cause de cette circonstance, il sera ndcessaire de fonder le calcul sur ses 
veritables principes, comme je I’ai enseigne dans mon memoire mentionn^, 
sans se servir d’aucun raisonnement qui pourroit paroitre suspect. 


6. Pour cet effet, considdrons le nombre de 1000 enfans nds k la fois, 
et que ces caracteres 

(1), (2), (3), (4) etc. 

marquent les nombres de ceux qui vivront encore au bout de 

1, 2, 3, 4 etc. 

ans, de sorte qu’en general («*) repr^sente le nombre de ceux qui atteindront 
I’kge de m ans.^) Soit maiutenant r la rente annuelle qu’im bomme kge de m 
ans voudroit acqudrir et x le prix qu’il en doit payer k present k I’entrepre- 


1) Les symboles (l), (2), (3), . . . (m) ont ici une signification difierente de celle qui leur 
est attribuee dans le § 3 du memoire precedent. La, ces symboles representent des fractions 
inferieures a 1; ici, ces memes symboles representent des nombres entiers positifs Toutefois, le 
rapport de ces deux valeurs dififerentes attribuees au meme symbols (m) est exactement 1000. 

L. G. D. 
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neur; lequel doit etre un juste equivalent de la depense dont I’entrepreneur 
se charge par cette convention. Pour determiner ce prix co, il faut considerer 
plusienrs hommes du meme age de m ans et qui entrent dans la meme con- 
dition. Soit (m) le nomhre de ces hommes, et la somme qu’ils payeront k 
present a I’entrepreneur sera = (m)x, qui doit etre suffisante pour fonmir 
toutes les rentes qu’il aura a payer dans la suite. 


7. Or, de ces (m) honinies, il y en aura en vie; apres un an (m 1), apres 
deux ans (m -f 2). aprts trois ans (m -j- 3) et ainsi de suite; done I’entrepre- 
neur aura a payer: apres un an (m-fl)r, aprfes deux ans aprfes 

trois ans (m -f 3)r etc., jusqu’a ee que tons ces rentiers seront eteints. On 
n’a done qu’a reduire chacun de ces payemens au terns present, h raison de 
.5 pour cent, et en egaler la somme a {m)r, pour en eonclure la juste valeux 
de X. Or, pour rendre le calcul plus general, au lieu de on ^ ecrivons 
la lettre A; et la somme de toutes les rentes que I’entrepreneur doit payer 
suceessivement vaudra a present 


(OT + l)r , (»t-f2)r , (»w+3)r , (»« + 4)r , 

3 ~ “l” 1 * ‘ 




laquelle etant egale a [mjx donnera 

((m+l) (ni+2) (to+3) (w + 4) , \ 


8. Voila done le juste prix qu’un homme age de m ans doit payer pour 
etre mis dans la jouissance d’une rente annuelle r pendant toute sa vie, et 
laquelle [somme], dtant d’abord placde a 5 pour cent, met lentrepreneur pre- 
cisdment en dtat de payer dans la suite les rentes, pourvu que le nombre 
des rentiers soit assez considdrable. On comprend bien qu’ayant ainsi place 
d’abord tout le capital que I’entrepreneur aura reQu, I’aunde suivante les in- 
terSts ne seront pas suffisans k. payer les rentes, mais qu’il y faudra em- 
ployer une partie du capital; d’ou le capital souffirira tons les ans une dimi- 
nution; cependant, il ne sera entierement dteint que lorsque tons les rentiers 
seront morts. Par cette raison, I’entrepreneux sera bien oblige de hausser le 
prix des rentes que je viens de trouver, selon les circonstances et les ddpenses 
particuheres qu’un tel etablissement exige. 
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9. On voit Men que la determination de ce prix nomme x demande un 
calcul aussi long qu’ennuyant, snrtout pour les bas ages, on le nombre des 
termes k ajonter ensemble est fort considerable. Mais il n’est pas difficile 
de s’appercevoir qn’ayant dejk fait ce calcul pour un certain age, on en pourra 
aisement tirer celui qui rdpond k une aunde de plus ou moins. Pour expliquer 
plus clairement cet artifice, je me servirai de ce caractere 

mr 


pour marquer le prix qu’un homme kgd de m ans doit payer pour la rente 
viagere r; de sorte que 


m 


I + (w +2) (»J + 3) (»» + 4) 


(m) 


1 j , Q 

At 


q.(-+^34(^i^ + etc.); 


de Ik, pour les homines ages de m + 1 ans, nous aurons 


w. + 1 




(w-t- 1) 

d’ou nous concluons 


5 ±i) + iitpl + (”• +^) + fet+i) + etc.) , 


r—T! I 1 

A(w ) m == {m 1) {ni l)m 1 

et partant 

I 1 

de sorte qu’ayant trouve la valeur de w + 1> on en calculera assez aisement 

I — I 

celle de m. 

10. A I’aide de cet artifice, apres avoir commence par I’age de 90 ans, 
j’ai ealculd le prix de la rente r successivement pour tons les ages infdrieurs, 
jusqu’aux enfans nouvellement nds; d’ou j’ai obtenu la table suivante, en 
fixant la rente r a 100 ecus et les interets k 5 pour cent. 


Leonhardi Eulkri Opera omnia 1 7 Commentationee algebraicae 


14 
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TABLE 

QUI MAEQUE LES PRES D’UISE RENTE VIAGERE DE 100 ECUS 
POUR TOUS LES AGES. 


age j 

annees j 

I 

nom])re j 

des viyans j 

prix 

de la rente 

age 1 

annees i 

nombre j 
des vivans 

i 

prix 

de la rente 

0 1 

1000 ^ 

1155,25®) 

j 1 

1 

804 ' 

1408,73 

i 

21 1 

i 

577 i 

1450,15^) 

2 i 

768 ! 

1448,51 

22 1 

571 1 

1438,66 

3 1 

736 i 

1487,06 

23 ! 

565 j 

1426,64 

4 ^ 

709 i 

1520,88 

24 

559 i 

1414,05 

5 

688 1) j 

1545,67 

25 

552 j 

! 

1403,58 

i 

6 

676 1 

1551,77 

! 

26 i 

544 

1395,43 

7 

664 1 

1558,81 

27 

535 

1389,85 

8 

653*) 

1564,32 

28 1 

525 

1387,14 

9 

646 

1560,33 

29 1 

516 i 

1381,90 

10 1 

* 

639 

1556,29 1 

30 j 

! 

507 

1376,75 

11 

633 j 

1549,59 

31 

499 

1368,76 

12 

627 1 

1542,64 

32 ! 

490 

1363,60 

13 

621 i 

! 1 

1535,42 

33 ' 

482 

1355,55 

14 

616 

j 1525,28 

34 i 

475 

1344,30 

15 

611 

! 1514,65 

35 

468 

1332,63 

16 

606 

1 1503,60 

36 

1 461 

1 

1320,51 

17 

601 

1491,81 

37 

454 

1307,92 

18 

1 596 

1479,64 

38 

446 

1297,96 

19 

j 590 

1469,31 

39 

j 439 

1284,68 

20 

i 584 

1458,63 

40 

j 432 

1270,67 

m 

(w) 

m 

m 

(ot) 

m 


1) Edition originale: 690. 2) Edition originale: 664. L. G. D. 

3) L’edition originale porte pour les neuf premiers nombres de cette eolonne les valeurs 
1155,50; 1409,04; 1448,84; 1487,43; 1521,27; 1541,32; 1651,90; 1658,94; 1561,92. L. G. D. 

4) L’edition originale porte pour les nombres de cette eolonne les valeurs 1450,18; 1438,68; 
1426,66; 1414,07; 1403,60; 1395,45; 1389,87; 1387,16; 1382,54; 1376,82; 1368,84; 1363,68; 
1355,63; 1344,38; 1332,71; 1320,60; 1308,01; 1298,04; 1284,67; 1270,76. L. G. D. 
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age 

annees 

nombre 
des vivans 

prix 

de la rente 

age i 

annees ! 

nombre 1 

des vivans 

prix 

de la rente 

41 

426 

1252,97 1) 

66 

216 

741,80 2) 


420 

1234,42 

67 

205 

716,88 

43 

413 

1218,12 

68 

195 

691,33 

44 

406 

1201,08 

69 

185 

665,14 

45 

400 

1180,06 

70 

175 i 

638,31 

46 

393 

1161,13 

71 

1 

165 

610,83 

47 

386 

1141,30 

72 

I 

156 

582,75 

48 

378 

1123,73 

73 

145 j 

554,09 

49 

370 

1105,43 

,4 

136 ; 

1 

524,89 

50 

362 

1086,35 

75 

126 

495,22 

51 

354 

1066,45 

76 

114 

470,16 

52 

345 

1048,99 

77 

104 

441,13 

53 

336 

1030,94 

78 

93 

417,98 

54 

327 

1012,27 

79 

82 

397,75 

55 

319 

989,54 

80 

72 j 

1 1 

.375,64 • 

56 

310 

969,18 

1 

81 ' 

j 

63 

350,17 ») 

57 

301 

948,07 

82 

54 

329,69 

58 

291 

929,69 

83 

46 

306,38 

59 

282 

907,33 

84 

39 

279,44 

60 

273 

884,16 

85 

32 

257,60 

61 

264 

859,96 

86 

26 

232,90 

62 

254 

838,51 

87 

20 

217,91 

63 

245 

812,78 

88 

15 

206,07 

64 

235 

789,74 

89 

it 

11 

193,62 

66 

225 

766,08 

90 

8 

179,54 

m 

(m) 

1—1 

m 

m 

(m) 

1 1 

m 


1) L’editioE originale porte pour les nonabres de cette colonne les Taleura 1253,09; 
1234,64; 1218,24; 1201,21; 1180,19; 1161,27; 1141,44; 1123,88; 1105,59; 1086,52; 1066,62; 
1049,17; 1031,14; 1012,49; 989,78; 969,44; 948,35; 929,98; 907,64; 884,44; 860,32; 838,90; 
813,21; 790,20; 766,59. L. G. D. 

2) Edition originale; 742,30; 717,43; 691,93; 665,14; 638,30. L. G. D. 

3) Edition originale; 350,77. L. G. D. 


14 ^ 
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11. M. Kebseboom n’a coutimie sa table sur la mortalite que jusqu’k 
95 ans, et par cette raison je n’ai pas juge convenable de continuer celle-ci 
an de la de 90 ans, puisque personne k cet Age n’aura probablement plus de 
vues ponr les rentes viageres. Du moins, presque dans tons les plans, ces 
vieillards se trouvent ranges a la mfeine classe que ceux de 60 ou de 70 ans; 
nonobstant qu’il seroit fort injuste, si Ton vouloit exiger d’un nonag^naire 
plus que le tiers du prix que doit payer un septuag^naire et plus que le 
quart d’un sexagenaire. Cependant, si Ton est curieux de voir la continuation 
de ma table, la void: 


m 

90 

91 

92 

93 

94 

(m) 

8 

6 

4 

3 

2 

m ' 

179,54 

151,35 

i 138,38 ; 

93,73 

47,62 


Mais je ne voudrois pas conseiller k un entrepreneur de se meler avec de 
tels vieillards, a moins que leur nombre ne fdt assez considerable; ce qui 
est une regie generale pour tons les etablissemens fond^s sur les proba- 
biHtes. *) 


12. De Ik, on conclura aisement combien I’entrepreneur devroit payer 
d’interet k chaque age, pour une somme quelconque qu’on auroit mise d’abord 
entre ses mains. II u’est pas necessaire d’entrer ici dans le m^me detail et 
il suffira de marquer de 5 en 5 ans les 'procents que les rentiers pourroient 
exiger. 


1) Dans le memoire 473 de ce volume, au § 30 de la premiere partie, se trouve une table 
analogue, mais ou I’on a pris 6 pour cent comme taux annuel de I’interet. L. G. D. 
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1 

age 1 

procents^) 

age 1 

procents 

1 

0 1 

4 

50 1 

i 

4 

5 I 

4 

55 


10 ' 

gA 

0 

60 ’ 

ii{ 

15 


65 

13 

20 

I 

i 

70 

>4- 

25 

'ro 

i 

75 


30 

4 

80 

<- 

35 

4 

85 

38-f 

40 

4 

90 

! 7 

“io 

45 

4 




Sur ce pied, I’entrepreneur n’anroit aucun profit, h, moins qa’il ue fCit en 
^tat de faire valoir son argent k plus de 5 pour cent. 


13. Done, si nn Etat avoit besoiu d’argent et qu’il en put trouver 
5 pour cent d’int^rets autant qu’il lui en faut, il feroit assur^ment fort mal, 
s’il vouloit 4tablir de telles rentes viageres que je viens de determiner sur 
ce mgme pied de 5 pour cent, puisqu’eu dgard k I’embarras qn’un tel 4tablis- 
sement exige n^cessairement, il seroit toujours mieux d’emprunter la somme 
dont il a besoin b. 5 pour cent, qu’il pourroit ensuite acquitter selon les cir- 
constances, au lieu que les rentes viageres lui resteroient b charge pendant 
trbs longtems. Ou bien, il faudroit hausser le prix des rentes au delb de ce 
que je les ai fix^es, pour lui procurer quelque b^n^fiee; mais alors, il seroit 
fort b crahidre qu’il ne se trouvbt plus de rentiers, b moins que ce ne fussent 
des vieillards au delb de 60 ans, que les int^rfets de 10 et plus pour cent 
pourroient ^blouir. 

1) L’edition originale porte les yaleurs S-l-, G-l-, G-l-, 6J, 7, 7-|-, 7^, 8, S-y. L. Gr. D. 

2) L’edition originale porte les yaleurs 9, 10, 11^, 13, 15-|, 20, ^ 5 %, 38+, 551. L. G-. D. 



110 


STIE LES EENTES YIAaERES 


[173—174 


14. Mais vouloir etablir des rentes viageres pins avantagenses pour les 
rentiers, ce seroit un projet pen propre k soixlager nn Etat; pnisque eela 
reviendroit an mfeme que si Ton vouloit se charger de dettes k six et davan- 
tage pour cent, pendant qn’on ponrroit faire des emprunts k 6 pour cent 
sans s’assujettir k I’embarras que des rentes viageres demandent. En effet, 
si nn Etat vouloit etablir les routes exposdes ici et calcnlees sur le pied de 
5 pour cent, il ne sauroit regarder cette charge que comme un emprunt pris 
k 6 pour 100, k cause de taut d’arrangemens qui y seroient requis. Ainsi, 
je ne vois presqne pins de cas on I’etablissement des rentes viageres ponr- 
roit fetre avantageux k un Etat, tant qu’on pent emprunter de Targent k 6 
pour cent et pent-fetre moins. 

Mais on pent imaginer une autre espeee de rentes, qui seroit peut-^tre 
plus goiitee, quoi qu’elle soit egalement fondee sur le pied de 5 pour cent. 
Je veux parler de rentes qui ne doivent commencer k courir qn’apres 10 ou 
mfeme 20 ans; et on comprend aisdment que le prix de telles rentes sera fort 
mddiocre et partant capable d’attirer le public. 


15. Concevons done cette question aussi en general, et eherchons com- 
bien un homme S gd de m ans doit payer k present, pour s’acqnerir une rente 
annuelle r qui ne commencera k lui §tre payee qu’apres n ans, de sorte que 
depuis ce terns il en puisse jouir regnlierement jnsqu’k sa mort. Soit x le 
prix present de cette rente; et nous trouverons comme ci-dessus 

r (jn-fa-fl) , (m-j-n + 2) , 

^ + -- + etc.J . 

Or, par le calcul des rentes ordinaires explique anparavant, nous anrons 


r 

m 


d’oii nous conclnons 




m-) 1»-1 ^ m + n—1, 


(m) 


oil m -f- w — 1 r exprime le prix present de la rente ordinaire pour nn homme 
de m -j- n — 1 ans. 
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16. Done, si Ton demande le prix present d’une rente annuelle de 100 
ecus, q[ui ne eommencera k 6txe payee (ju’au bout de 10 ans pour un homme 
age de m ans, on prendra de la table ddvelopee au § 10 le prix de la rente 
ordinaire qui convient k I’age de m ans, et on le naultipliera par 
' ”(ro) > ponr avoir la valeur cberclide de x. De la, j’ai calcuM les tables 
suivantes de 5 en 5 ans. 

TABLE 

DES PEIX D’UNE RENTE VIAGERE DE 100 ECUS 
QUI NE DOIT COMMENCER A COURIR QU’AU BOUT DE 10 ANS. 


age 

ans 

prix 

de la rente 

age 

ans 

prix 

de la rente 

0 

649,73 

45 1 

533,45 

5 

880,27 

50 

455,62 

10 

874,50 

55 

375,02 

15 

833,91 

60 

290,55 

20 

787,06 

65 

1 203,01 

25 

745,67 

70 

1 120,14 

30 

725,31 

75 

56,20 

35 

671,67 

80 

19,07 

40 

610,29 




TABLE 

DES PRIX D’UNE RENTE VIAGERE DE 100 ECUS 
QUI NE DOIT COMMENCER A COURIR QU’AU BOUT DE 20 ANS. 


age 

ans 

prix 

1 de la rente 

age 

ans 

prix 

de la rente 

0 

343,06 

40 

234,39 

5 

454,23 

46 

183,61 

10 ! 

441,60 

50 

134,52 

15 

413,57 

55 

87,91 

20 i 

386,53 

60 

47,28 

25 1 

349,60 

66 

19,17 

30 ! 

319,24 

70 

4,82 

35 

279,91 




1) Edition originale; 649,75; 877,77; 874, 5'0; 833,95; 787,43; 745,72; 717,05; 671,73; 
610,40. 2) 533^55; 455,78; 375,25; 290,55; 203,11. 3) 343,06; 453,36; 441,81; 413,60; 

382,17; 349,63; 319,30; 272,96. 4) 234,47; 183,72. L. G. D. 
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17. Peut-Stre qu’un tel projet de rentes viageres rdussiroit mieux, non- 
obstant qu’elles sent fixees sur le pied de 5 pour cent. II semble qu’il seroit 
to uj ours avantageux pour un enfant nouvellement n6 de lui pouvoir assurer, 
moyennant le prix de 343 ou bien de 350 ecus, une rente fixe de 100 ecus 
par an, quoiqu’elle ne commence a btre payee que lorsque I’enfant aura 
atteint I’&ge de 20 ans; et si Ton y vouloit employer la somme de 3500 dens, 
ce seroit toujours un bel etablissement que de jouir des Page de 20 ans 
d’une pension fixe de 1000 dcus. Cependant, il est encore douteux s’il se 
trouveroit plusieurs parens qui voudroient bien faire un tel sacrifice pour le 
bien de leurs enfans. Peut-btre se trouveroit-il plus d’bommes de 60 ans 
qui ne balanceroient point de payer d’abord 3000 ecus, pour btre assurds 
de jouir d’une pension fixe de 1000 ecus par an dds qu’ils auroient passd leur 
70^^““ anude. 


SUB LA PBOBABILITE DBS SEQUENCES 
DANS LA LOTTERIE GBNOISE') 


Oommeutatio 338 indicis Enesteoemiani 
Memoires de I’academie des sciences de Berlin [21] (1765), 1767, p. 191 — 230 


Depuis I’etablissement d’une telle Lotterie dans cette ville, tons les ar- 
rangemens en sont si gdneralement connns qii’il seroit tout k fait superflu 
d’en donner une description. Aussi la plupart des questions qu’on peut 
former sur la probabilite des dvdnemens qui out lieu dans cette Lotterie ne 
sont plus inconnues, vu que leur solution se ddduit aisdment des principes 
dtablis dans la science des probabilitds. Mais, quand on demands la proba- 
bility des sequences qui peuvent se trouver dans les cinq nombres qu’on tire 
cbaque fois, la question est si difficile qu’on rencontre les plus grands ob- 
stacles pour parvenir k la solution. 

Or, on nomme sequence, quand deux ou plusieurs des cinq nombres qu’on 
tire cbaque fois se suivent immddiatement selon I’ordre naturel des nombres; 
d’ob. Ton comprend ce qu’il faut entendre sous ime sequence de deux ou 
trois ou quatre ou tous les cinq nombres. Ainsi, quand parmi les cinq 
nombres tirds il y a, par exemple, ces deux: 7 et 8, c’est une sequence de 
deux; s’il y avoit ces trois nombres 25, 26, 27, ce seroit une sequence de 
trois; et ainsi de plusieurs. On pourroit penser que, puisqu’il n’y a dans 
cette Lotterie que 90 nombres, il conviendroit de regarder ces deux : 90 et 1, 

l) Eotjbr s'est occupe a reiterees fois de la loterie g4noise; voir les mdmoires 600 et 812 
de ce volume et la preface de l’4diteiir. Voir aussi le numdro 821 (suivaEt I’Indei d’EnestkOm): 
Duae litterae ad Fsedericum II, Begem Borussorum, datae amtis 1749 et 1763. Opera postuma 1, 
1862, p. 550; Leonbardi JEvlert Opera omma, series HI. L. ft. D. 
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comme une secjuence de deux; mais il est plus naturel de les eu exclure et 
de s’eu tenir uniquement k. I’ordre naturel des nombres. 

Or, il est bon de rendre cette question plus generale, et partant, je sup- 
poserai qu’au lieu de 90 billets il y a en tout n billets marquds des nombres 

2, 3, 4, ... tif 

et qu’on en tire an hazard un nombre quelconque qui soit =m. Cela posd, 
on demande quelle est la probability qu’il se trouve parmi ces m nonabres 
tires ou une sequence de deux, ou une de trois, ou une de quatre etc., ou 
mSiae k la fois deux sequences de deux, ou une de deux et une de trois etc., 
ou enfin, qu’il ne s’y trouve point du tout de sequences. Voilk done plusieurs 
questions que ebaque cas fournit, dont le nombre sera d’autant plus grand 
que le nombre m des billets tirds sera grand. 

Mais, pour parvenir k la solution de toutes ces questions, U est absolu- 
ment necessaire de commencer par le cas m = 2, ok Ton ne tire des n billets 
que deux; de Ik je passerai k celui oil I’on en tire 3, de sorte que w = 3; 
ensuite k ceux ou}w==4et)w = 5etm = 6 etc., jusques ok les difficultys 
du calcul me permettront de pousser ces rechercbes. 


PEOBLEME 1 

1. Le non^e des Ullets marques des nombres 1, 2, 3, 4 etc. etant == n, 
quand/ on en tire deux hUlefs, quelle est la ^rohabilite gu’il y aura une sequence, 
<m non? 

SOLUTION 

On salt que le nombre de tons les cas possibles qui peuvent avoir beu dans 
les deux nombres tires est 

w(»— 1) 

1-2 ’ 

ok Ton ne regarde point k I’ordre de ces deux nombres, de sorte que, par 
exemple, les nombres tir6s 7 et 10 font le m&me cas que s’ils dtoient tir6s 
10 et 7. Dans ce nombre des cas, , sont compris tant ceux ok n y 

a une sequence que ceux ok il n’y en a point. Or, il est aisd de fairs le 
denombrement de tons les cas qui renferment une sequence, qui sont: 1, 2; 
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2, 3; 3, 4; 4, 5; etc., jusqu’au dernier n — 1, w.; dont le nombre est evidem- 
ment = n — 1. Mais la probability d’un yv^nement quelconque est exprimye 
par une fraction dont le numyrateur est le nombre des cas ou cet yvynement 
arrive, et le dynominateur est le nombre de tons les cas possibles; d’oii Ton 
tire la probability que les deux nombres tirys renferment une syquence 

2(w — 1) 2 

n{n — l) n 

Done, qu’il n’y ait point de syquence, la probability sera 

^ 2 n — 2 

n n 

COROLLAIRE 1 

2. Done, la multitude des nombres qui se suivent dans leur ordre naturel 
ytant = n, si Ton en tire deux, de sorte que le nombre de tous les cas pos- 
sibles est == le nombre des cas qui contiennent une sdquence est 

= n — 1, 

et le nombre des cas qui n’en ont point 

(« — 1 ) (« — 2 ) 

■“ iTg 


COEOLLIIEE 2 

3. Et partant, la probability que les deux nombres tirys renferment une 
syquence est 

2 («— 1 ) 2 


et la probability que les deux nombres tirds ne donnent point de syquence est 
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COROLLMEE 3 

4. Done, si le nombre des billets, n, dtoit 90 et qu’on n’en tirat que deux, 
la probabilite d’une sequence seroit ==^, et celle qu’il n’y eut point de se- 
quence = ^ • Oil bien, on pourroit parier 1 centre 44 qu’il n’y aura point 
de sequence. 

REMARQUE 

5. n est evident que le nombre des cas qui donnent une sequence, etant 

ajoftte au nombre des cas qui n’en donnent point, doit produire le nombre de 
tons les cas possibles, qui est = ” ; et de Ik, j’ai conclu que, puisque le 

nombre des cas d’une sequence dtoit 

= n — l, 

le nombre des cas contraires dcToit etre 

(w-l)(n-2) 

1-2 

Mais on pent aussi trouver le mtme nombre par le ddnombrement actuel. 
Qu’on suppose I’un des nombres tirds a; et puisque I’autre ne sauroit etre ni 
a — 1 ni a -f 1, il doit etre un des autres, dont le nombre est = n — 3; de 
sorte que ebaque nombre donne % — 3 cas, d’oA le nombre de tons les cas 
seroit =n{n — 3); mais il faut considerer que, si I’on prend pour a ou le 
premier, 1, ou le dernier, n, le nombre des cas devient d’une unitd plus grand, 
puisque dans le premier cas le nombre a — 1 et dans I’autre le nombre o + 1 
ne donne point d’exclusion. Par consequent, le nombre trouvd n(n — 3) doit 
etre augmentd de deux, d’oii il devient 

= — 3» -b 2 = (w — 1) (» — 2). 

Mais ici chaque cas est compte deux fois, puisque, posant les deux nombres 
tires a, et 6, ce mSme cas est rapporte taut au nombre a qu’au nombre 6; 
dob je conclus que le nombre des cas exempts de sequence n’est que la 
moitid de (« — !)(» — 2) et partant 

_ (n-i)(»-2) 

1-2 

J’ai ajobte exprbs cette operation, pour mieux faire connoltre les pre- 
cautions qu’il faut prendre dans la suite. 
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PEOBLEME 2 

6. Le nmihre des billets marques des nombres naturels 1, 2, 3, 4 etc. etcmt 
qmlconqm = n, si Von en tire trois au hamrd, tromer toutes les probabilites d 
regard des sequences. 


SOLUTION 

II y a ici trois cas a d^velopper par rapport aux sequences, que je re- 
presenterai de la mauiere suivante: 

I. a^ a 1 , a "j- 2 , 

ce qui est une sequence de trois. 

II. a, a + 1, b, 

ce qui est une sequence de deux, le troisieme nombre, b, n’dtant ni a - 1 - 2 
ni a — 1. 

III. a, h, c, 

on les nombres a, b, c ne renferment aucune sequence. 

Ces trois cas ensemble doivent produire tous les cas possibles dont le 
nombre est 

n(n — l) (n— 2) 

1 • 2 • 3 

Faisons done le ddnombrement de tous les cas de chacune de ces trois especes. 

Pour la premiere, a, a-f-1, le denombrement est le plus aise, 

puisque tous ces cas sont 

(1, 2, 3), (2, 3, 4), (3, 4, 5) etc., 

jusqu’au dernier 

(n — 2, n — 1, n), 

dont le nombre est = n — 2; et partant, la probability qu’une sequence de 
trois ait lieu 
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Pour la seconde espece, a, I, nous n’avons qn’k considerer toutes 

les sequences de deux, qui sont au nombre de n — 1, et b. remarquer que 
chacune revolt » encore un des autres nombres a I’exception des quatre a — 1, 
a, fl + 1) « 4- 2, de sorte que le nombre des valeurs de 6 seroit n — 4. Mais 
il faut considerer que pour la premiere sequence, 1, 2, et la dernleire, n — 1, n, 
le nombre des valeurs de b est w — 3; et partant, le nombre de tous les cas 
est 

(« — 1) (« — 4) -f- 2 = + 6 = (w — 2) (n — 3); 

lequel nombre est deja juste, puisqu’aucun de ees cas ne se rencontre deux 
fois. Done, la probabilite que cette espece arrive est 


2-3(w — 3) 
n(n —1) 


Pour la troisieme espece, a, b, c, prenant le nombre a b, volonte, les 
deux autres, b et c, doivent etre pris dans cette serie interrompue de nombres 

1, 2, 3, ... u 2, I u 2, ft -j- 3, -j~ d, . . . %, 

oil le nombre des termes de la premiere partie est = a — 2 et de I’autre 
= a 1 ; mais en sorte que i et c ne fassent pas une sequence. Sup- 
posons que tous les deux soient pris de la premiere partie, dont le nombre 
de termes est =a — 2; et puisque la sdrie des nombres 1, 2, 3, 4, ... n 

foumit combinaisons de deux sans sequence, le nombre de ces 

cas est 

_ (a — 3) (o — 4) 

~ 1-2 


De la meme maniere, si tous les deux sont pris de I’autre partie a + 2, 

a + 3, ... w, dont le nombre de termes est =n--a — l, le nombre des 
cas est 

(w — a — 

1-2 

Or, SI Ton prend I’un de la premiere et I’autre de la seconde partie, ebaque 

combmaison est exemte de sequence, et partant le nombre des cas sera 

= (a — 2)(« — a — l); d’oti le nombre de tous les cas pour chaque nombre a 
sera 
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(a— 3)(a — 4) + (n — a — 2)(n — a — 3) + 2(« — 2) (» — a — 1) 

_ ^ __ , 

qui se reduit h, 

nn — 9»4-22 
2 

Mais ce denombrement n’a pas lieu lorsque le nombre a est ou 1 ou 2 ov. n 
ou n — 1, qu’il faut cousid^rer s^parement. A-jant done lieu pour n — 4 
valeurs de a, le nombre des cas sera 

(« — 4)(«n— 9 m + 22) 

_ - 

Or, les deux cas = 1 et a = » donnent chacun tant de cas 

(«— 3)(n — 4) 

et les deux cas a = 2 et a = n — 1 donnent ebaeun 

(w — 4) (w — 5) . 

2 ’ 

done, le nombre des cas qui r4pondent k, ces quatre valeurs ensemble sera 

2 (n — 3)(« — 4) 2(n — 4)(n — 5) 2{n — 4)(2» — 8) (w— 4)(4w — 16) 

2 ' 2 2 2 ' 

qui, 6tant joint an nombre prdc4dent, produit 

(n — 4) (»w— 5 m + 6) (« — 2) (n — 3) (n — 4) 

_ 

Enfln, il faut observer que chaque triade de nombres a, h, c est comptee 
ici trois fois, puisque chacun pent tenir lieu de a, et partant le juste nombre 
de tons les cas de cette troisieme espece se rdduit k 

(m — 2) (m — 3) (»— ’4) 

1-2-3 

D’oil la probabUite que parmi les trois nombres tires il n’y ait aucune se- 
quence, sera 

(» — 2) (ft — 3) (m — 4) ^ (m — 3)(»t — 4) 
m(m— 1)(m — 2),, »(w — l) 



120 


SUE LA PEOBABILITE DBS SEQUENCES 


[197—198 


COROLLAIRE 1 

7. Ayant done trois especes a eonsiderer, quand on tire trois de n billets, 
qui sont 

1. a, a 1, a 2, ‘II. a, a et III. a, b, c, 

le nombre des cas pour chacune de ces especes est: 
pour la premiere, a, a 4-1) « + 

« — 2 , 

pour la seconde, a, a-j-l, I, 

2 (w — 2) (m — 3) 

342 ’ 

pour la troisieme, a, b, c, 

(« — 2) (m— 3) (k — 4) 

1.2-3 

COROLLAIRE 2 

8. Done, pour qu’il se trouve dans les trois nombres tires une sequence 
de trois, a, a + 1, a + 2, la probabilite est 

n(n— 1) 

Pour qu’il ne s’y trouye qu’une sequence de deux, la probabilite est 

3(«-3) 

n(n-iy 

et pour qu’il n’y ait aucune sequence, la probabilite est 

( n — 3) (n — 4) 

«(n— ll 

COROLLAIRE 3 

9. Si Ton demands les cas oil il se trouve au moins une sequence de 
deux dans les trois nombres tires, le nombre des cas favorables est 

^n-2+-(n — 2)(n-3) = (n-^2y 

et partant la probabilite 

2.3(n-2) 

** »(» — !) 
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REMAEQTJE 

10. II est ici evident que les nombres des cas qui conviennent k chacune 
de nos trois especes, etant ajontes ensemble, produisent le nombre de tons 
les cas possibles, qui est 

» (m — 1) (w — 2) _ 

~ ~~1 • 2 “3 ’ 

tout comme la nature de la question le demande, puisqu’il est en eflfet 

I 2 (m — 2)(w— 3) I (« — 2) (le — 3) (« — 4) n{n—l)(n — 2)^ 

% I j ■ 2 . 3 1 - 2 -3 ’ 

et de la meme maniere, la somme des probabilites qui repondent k ces 
trois especes devient dgale k Funltd, qui est le caractere d’une certitude 
complette. 

Par cette raison, j’aurois bien pu me passer du raisonnement embarras- 
sant par lequel j’ai fait le denombrement des cas de la txoisieme espece. Mais 
je I’ai ajoutd ezprfes pour en mieux faire voir la justesse, vu qu’d porte 
ouvertement I’empreinte de la verite, afin qu’il ne paroisse point suspect, 
quand je serai obligd d’y recourir dans la suite. Cependant, puisque je suis 
enfin parvenu k une expression fort simple, on ne sauroit presque douter qu’il 
n’y eDt aussi une autre route assez simple qui conduise k la mSme conclusion, 
ce qui merite principalement I’attention de eeux qui s’appliquent k cette 
espece de recherches. 


PROBLEMS 3 

11. Le nombre des billets marques des nombres nafurels 1, 2, 3, 4 etc. dant 
— n, si Von en tire 4 au hazard, trouver toutes les prdbdbilitds qui y peiuvent a/voir 
lieu d regard des s4qmnces. 

SOLUTION 

Panni les quatre nombres tirds, il faut distinguer 5 especes diffdrentes 
par rapport aux sequences, dont la nature pent 6tre reprdsentde de la ma- 
niere suivante: 

I. a, « -f- 1, a -|- 2, a + 3; II. a, a 1 , a 2, b; III. a, a + 1, b, & -f 1; 

IV. o, g -1- 1, .6, c] V. a, b, c, d; 

Leonhjlrdi EuiJiRi Opera omnia It Commentationes algebraicae 16 
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de sorte que la premiere contient une sequence de 4, la seconde uue de 3, la III. 
deux sequences de 2, la IV. une seule sequence de 2 et la Y. ne contient 
aucune sequence. II s’agit done de faire le denombrement des cas pour eba- 
cune de ces especes, dent la sonune doit etre egale au nombre de tous les 
cas possibles, qui est 

_ n(n— l)(w — 2) (n—S) 

~ 1-2-3-4 

I. Le nombre des cas oii la premiere espece a lieu est 


— n — 3, 

puisque ces cas sont 

(1, 2, 3, 4), (2, 3, 4, 5) , ... (n 3, n 2, w 1, ft) , 
et partant la probabdite que cette espece arrive sera 


2- 3 -4 

«(« — !)(«— 2 ) 


n. Pour I’espece a, a 1, a 2, h, le nombre de toutes les sequences 
possibles de trois etant == w — 2 [§ 7], le nombre b doit ^tre pris ou de cette 
progression 


ou de celle-ci 


1, 2, 3, ... d — 2, 
® “4" ® ”1" b, ... ft', 


done, le nombre des valeurs convenables pour h est 

— a — 2-^n — a — 3 — n — 5, 

pourvu que a ne soit ni 1 ni a-{-2 = n. Mettons b cote ces deux cas; et 
le nombre des autres dtant —n — 4, dont cbacun peut exister en n — 5 
diverses manieres diffdrentes, le nombre des cas est 

= — 4) (» — 5). 

Mais la premiere sequence, 1, 2, 3, peut 6tre combinde avec w — 4 dififdrens 
nombres 6, et de mfeme aussi la derniere, n — 2, n — 1, n, d’ou le nombre 
de tous les cas pour cette espece est 

= (» — 4) (« — 5) 4- 2 (» -T 4) == (» — 3) (n — 4), 
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dont toas sont differens, et paiiaut la probabilite que cette espece existe est 

= 2 • - 3-4(OT-3)(n-4) ^ 2 _ 3-4(>^ — 4) 

« (m — 1) (»» — 2) (w — 3) nin — l){n— 2) 

III. Pour la troisieme espece, a, b, & + 1, la premiere sequence, 

a, o + Ij etant prise ^ volonte, ce qui se peut faire en n — 1 manieres dif- 

fereutes [§ 2], la seconde sequence, h, 5 + 1, doit 6tre prise ou de cette pro- 
gression 

1, 2, 3, ... a — 2, 

ce qui peut arriver en a — 3 manieres, ou de celle-ci 

d +■ 3, d + 4, d + b, • . . 

ce qui peut arriver en n — a — 3 manieres, pourvu que le nombre a ne soit 
1 ou 2, et a + 1 ni n, ni n — 1; mettons k c6t4 ces 4 cas; et le nombre des 
autres etant =n — 5, dont chacun peut arriver en w — 6 manieres, le nombre 
des cas sera =(n — 6)(» — 6). Mais la premiere sequence, 1, 2, peut etre 
combinde avec n — 4 autres semblables sequences, de mfeme que la derniere, 
n — 1, n; et la seconde, 2, 3, avec n — 5, de m&me que Pavant- derniere, 

n — 2, n — 1; done, au nombre des cas d^jk trouv^ il faut encore ajoCiter 

2(« — 4) + 2(» — 5) = 4« — 18, 

de sorte que le nombre entier des cas est 

nn — 11« + 30 + 4w — = — 7n-\-12= (n — 3) (« — 4). 

Mais ici chaque cas se rencontre deux fois, selon qu’on considere en premier 
lieu ou Tune ou I’autre sequence. Par consequent, le juste nombre des cas 
qui produisent cette troisieme espece est 

^ (»— 3)(»— 4) 

1-2 


et la probabilite que ce cas existe 


3 - 4 (» — 3 )(« — 4 } 3 • 4 (w — 4 ) 

w (« — 1) (« — 2) (m~3) »(m— 1)(m — 2) 


16 * 
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lY. Pour la quatrieme espece, a, a + l, 6, c, la sequence a,a-\-l etant 
prise a voloute, ce qui se peut faire en « — 1 marderes dififerentes, les deux 
autres nombres J et c doivent fetre pris de ces deux progressions 

ly 2j 3) . . • 0 / 2y 0/ 3 y Oj ”1" 4y * • • % y 

en sorte qu’ils ne renferment point de sequence. Done, prenant tons les deux 
de la premiere progression, dont le nombre de ternaes est a — 2, cela peut se 
faire en 

(a — 3) (a — 4) 

r2 

manieres dififerentes [§ 2]; de meme, si Ton prend tons les deux de I’autre 
progression, dont le nombre de termes est n — a — 2, cela peut arriver en 
autant de manieres 

{n— a — Z){n — a — A) 

__ 


Or, prenant h de la premiere et c de la seconde progression, le nombre des 
cas est 


= (a — 2) (« — a — 2), 


pourvn qu’on en excepte les deux premieres et les deux dernieres sequences. 
Le nombre done de celles oti ce denombrement a lieu dtant —n — 5, dont 
cbacun peut arriver autant de fois 

~ ~ (« - 2) (w - a - 2), 

ce qui se reduit a 

nn — ll» + 32 

T2 ’ 

qu’il faut multiplier par n — 5. 

Or, la premiere sequence, 1, 2, donne tant de cas 


(a — 4)(n— 5) 

3T2 


et autant la demiere, n — 1, n", et la seconde, 2, 3, donne 

(« — 5)(»— 6) 

1:3 
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cas et autant ravant-demiere; de sorte que le nombre de ces 4 cas est 
= (w — 4) (% — 5) + (% — 5) (n — 6) = ~ 5) {2n — 10) = 2vtn — 20»j + 50, 

qai, 6tanfc ajoUtds aux prec^deas, doanent 

(n« — 11« + 32 + 4w — 20) = ^ ~ 

J. * iS 

pour le uombre de tous les cas qui produiseat cette espece, et partant la 
probabilite qu’elle existe est 


3 • 4 (w — 4) (» — 6) 

w(«— l)(»— 2) 

V. La cinquieme espece n’a pas besoia d’etre developp4e separdment, 
puisque le aombre des cas de toutes les cinq especes doit Stre 

n(n — 1) (« — 2) {n ~_3) . 

~ “ i ’ ~7’ 

ajotitoas done ensemble les cas trouves pour les quatre especes, doat la 
sonome est 

„ _ 3 + („ _ 8) (» - 4) + + fczi) e 

(w — 3) {nn — 6» + 10) 

1-2 ’ 

qui, dtaat retranch^e de ~ -- 7 laisse 

{n{n — 1) — 2) — 12 {nn — %n-^ 10)) = (” ^ 

pour le aombre de tous les cas oil il u’y a point de sequence parmi les 4 
nombres tires; d’oti la probability que cette espece existe est 

{ n — 4) (w — 5) (w — 6 ) 

M (» — 1) (w — 2) 
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COEOLLAIEE 1 


12. Yoilk done les nombres des cas qui produisent chacune des cinq 
especes rapportees: 


1. Espece a, a -{-2, a + 3 

II. Espece a, a -\-2, h 

III. Espece a, ^4-1 

IT. Espece a, a + 1, h, c 

V. Espece a, h, c, d 


Nombre des cas 
n — 3 


2(n — 3)(w— 4) 
fTs 

(n — 3) (« — 4) 

172 

3 (n— 3) (» — 4) (n — 5) 

1- 2-3 

(n — 3) (w — 4) (m — 5)(n — 6) 
___ 


J’ai exprime ces nombres en sorte qu’on. en puisse peut-6tre former 
bientot nne induction pour des questions plus compliquees. 


OOROLLAIEE 2 


13. De la m6me maniere j’exprimerai la probability que chacune de ces 
cinq especes existe: 

Probabilite 


I. Espece u, a — |- 1 , a -p 2, a -j- 3 
n. Espece o, a + l? « + 2, I 
HI. Espece a, a + 1, 6, i-fl 
IV. Espece a, a 1, b, c 
V. Espece a, I, c, d 


2 •3-4 

n(n— l)(n— 2) 

2 3-4(n— 4) 

m(m— 1)(» — 2) 

3-4(»-4) 
«(»—!)(» — 2) 

«(»—!)(» — 2) 

(» — 4) (% — 5) (n — 6) 
«(tt— 1)(« — 2) 
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PEOBLEMB 4 

14. Le nombre des billets marques des ncnibres naturels 1, 2, 3 etc. dtant 
quelconque = n, si Von en tire 5 au hazard, trouver toutes les prdbalilites qui y 
peuvent avoir lieu d, Vegard des sequences. 


SOLUTION 

Parmi les 5 nombres tir4s il faut distinguer les especes suivantes aux- 
quelles tous les cas possibles, dont le nombre est 


se r^duisent. 


n{n—l){n — 2) (n — 3) (« — 4) 

1 .2-3-4-5 ‘ ’ 


L Espece a, a + l, a +2, a + 3, a 4-4, ou il y a une sequence de b. 

II. Espece a, a + 1, o -f- 2, a -j- 3, h, oil il n’y a qu’nne sequence de 4. 

III. Espece a, a-}- 1, a -\- 2, b, b-\-l, ob il n’y a qu’une sequence de 
trois et une de deux. 

IV. Espece a, a-\-l, o + 2, h, c, ob il n’y en a qu’une de trois. 

V. Espece a, a -1-1, b, b-\-l, c, ob il n’y en a que deux de deux. 

VI. Espece a, a -f- 1, b, c, d, ob il n’y en a qu’une seule de deux. 

Vn. Espece a, b, c, d, e, ob il n’y a aucune sequence. 

Parcourons sdparement chacune de ces 7 especes.^) 

I. La premiere ne contient que ces cas: 

(1, 2, 3, 4, 5), (2, 3, 4, 5, 6) etc., jusques k (n — 4, n — 3, n — 2, n — 1, n), 

dont le nombre est =n — 4, et partant la probability [qu’il y ait une sequence 
de cinq] 

2-3-4-5 

n(n — 1) (« — 2) (« — 3) 


l) Cette phrase du manuscrit ne se trouye pas dans I’editioa originale. 


L. G. D. 
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II. Dans la seconde espece, la sequence a, o + l, a + 2, o + 3 pent 
varier en « — 3 manieres differentes; et le nombre h devant 6tre pris de Tune 
de ces deux progressions 

1, 2, 3, ... a — 2 ou o + 5, a -f- 6, . . . 

le nombre de ses valeurs est 

= a — 2 + (» — a — 4) = w — 6, 

a I’exception de la premiere et demiere sequence. Mettant done ces deux ^ 
part, le nombre des autres etant n — 5, celui des cas sera 

= (n — 5) (n — 6). 

Or, pour la premiere sequence, 1, 2, 3, 4, le nombre des valeurs de h est 
= n — 5 et aussi pour la derniere. AjoUtons done encore ces 2(w — 5) cas 
au nombre trouve [n — 5)(n — 6), et nous aurons le nombre de tous les cas 
qui conviennent h, cette espece 

d’ou Ton tire la probability [qu’il y ait une sequence de quatre] 

_ 9 3-4-5( »-5) 

«(» — 1) (a — 2) (n — 3) 

III. Dans la troisieme espece, a, + h, b + l» Is- premiere 

sequence de trois, a, a + 2, peut avoir lieu en n — 2 manieres 

differentes, et I’autre sequence de deux, h, h -\-l, doit Stre prise ou de 
cette progression 

1, 2, 3, . .. a- 2, 

d’ob leur nombre sera =a — 3, ou de cette progression 

u — I" 4, a ”|- 5, . . . fij 

d’oti le nombre des cas devient = n — a — 4; et partant, le nombre des va- 
leurs de 6 est =n — 7 , 6xcept4 les deux premieres et les deux demieres 
sequences de trois. Le nombre des autres ytant done —n — 2 — 4 — w — 6, 
et chacune reeevant n — 7 cas, le nombre des cas est 

== (w — 6) {n — 7), 
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Mais la premiere, 1, 2, 3, admet n — 5 eas et la seconde n — 6; d’oii les denx 
premieres et les deux demieres fournissent encore 

2 (w — 5) + 2(n — 6) = 4n — 22 

cas, qui dtant ajotitds k (n — 6) (« — 7) produisent le nombre de tons les cas 
de cette espece 

— nn — 9n -j- 20 = (n — 4) (n — 5) = 2 • 0 

conome dans I’espece prdcddente; d’ou la probability [qu’il y ait une sequence 
de trois et une de deux] est aussi 

_ 2 . 3-4-5(«-5) 

n(ti—l)(n — 2) (n — 3) 

lY. Dans la quatrieme espece, a, a + 1, a -\-2, h, c, la sequence de trois 
a lieu en » — 2 cas; et les deux nombres 5 et c doivent btre pris de ces deux 
progressions 

1, 2, 3, ... a — 2, I a 4- 4:, a 5, . . . n, 

en sorte pourtant qu’ils ne fassent point de sequence, Prenons d’abord tous 
les deux de la premiere progression, et le nombre des cas est 

(o— 3)(a — 4). 

1-2 

mais si nous les prenons de I’antre, le nombre des cas est 

(it — a— 3)(« — a — 4). 

= 172 ’ 

enfin, prenant I’un de Tune et I’autre de I’autre, le nombre des cas est 

= (a — 2)(n — a — 3). 

Ainsi, pour chaque sequence de trois, nous avons tant de cas 

(a-3)(a- 4) (n- a-A)(n-a- 5) _ 2 ) _ o — 3) = ”»-13« + 44 ^ 


Leonhardi Euleri Opera omnia 1 7 Commentationes algebxaieae 


17 
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excepte les deux premieres et les deux demieres sequences; done, le nombre 
de celles ou ce denombrement est juste etant =n — 2 — 4 = w — 6, le nom- 
bre des cas qui leur convient est 

(m— 6)(w« — 13m-|-44) 

2 

Or, la premiere et la demiere sequence donnent chacune 

(n — 5 ) (« — 6 ) 

2 

cas, et la seeonde et I’avant-demiere chacune 

(»-6)(«-7) . 

2 ’ 

done, au nombre des cas trouTds il faut encore ajoUter (n — 6) (2w — 12), d’ou 
rdsulte la somme 

(n—6)(nn — 2n-\-20)_ (»— 4)(w — 5)(w — 6) 

2 T^2 ’ 

qui exprime le nombre des cas pour cette espece; et partant la probability 
[qu’il y ait une seule sequence de trois] est 

g 4-5 -(m-5)(»— 6) 

»(« — l) (m — 2) (» — 3) 

V. Pour la cinquieme espece, a, a 1, h, b -i- 1, c, considdrons le nombre c; 
et les deux sequences de deux doivent etre tirdes de ces deux progressions 

1, 2, 3, . . . c — 2, I c-f-2, c-f3, . . . n. 

Si Ton prend toutes les deux de la premiere, le nombre des cas [§ 11, III] est 

= (g— 5)(c— 6) 

2 

et si on les prend de I’autre, il est 

[n~c—4){n — e — 5) 

_ 
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Mais, Tune 4tant prise de la premiere et I’autre de la demiere, le nombre 
des cas sera 

= (c — 3)(« — c — 2); 

done, pour chaque nombre c, le nombre des cas sera 


(c-5)(c- 6) (n-c-4)(w-c-5) ^ ^ _ 2 ) == nn-lbn + &2 _ 


Mais il en faut exclure les quatre premiers et demiers nombres c, de sorte 
que ce d^nombrement n’a lieu que pour n — 8 valeurs de c, auxquelles con- 
vient ce nombre de cas 

(« — 8)(»w — I5n+ 62) 

2 


Soyent maintenant les autres valeurs qui 


si C == 1 OU C = 


admettent les cas suivans: 

nombre des cas 

(n — 5) (w — 6) 

- . , 


si c = 2 on c — n — 1 
si c = 3 ou c = n — 2 
si c = 4 ou c = w — 3 


( n_6)(n- 7) 
2 ' 
(» — 7) (m— 8) 

”2 


dont la somme est =2nn — 27» + 94, et dont le double, — 54w -f- 188, 
doit 6tre ajout^ au nombre pr^c^dent 

w* — 23nn + 182« — 496 

__ 

pour avoir le nombre des cas 

n* — 15«» + 74« — 120 (» — 4) (n — 5) (w — 6 ) 

2 iT2 ’ 

et partant la probability [qu’il y ait deux sequences de deux] 

4-5-(n- 5)(«-6) 

“'^■M(n-l)(«-2)(«-3)’ 

qui est prycisymeut la m&me que celle de I’espece pryeddente. 


17 * 
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VI. Pour la sixieme espece, a, a + 1, h, c, d, je txacerai une autre route 
en considerant le plus petit des nombres a, h, c, d. Soit done premierement 
a le plus petit; et les trois solitaires h, c, d seront pris de cette progression 

a 4- 3, a + 4 ... n, 

dont le nombre de termes est = « — a~ 2, et partant le nombre des cas [§ 7] 

(ft — a — 4) (w — o — 5) (n — a — 6) 

_____ , 


d’oii nous aarons pour chaque nombre a les cas suivans: 


si a est 
1 
2 
3 


le nombre des 

cas 

sera 


1 

1 

-7) 

1-2.3 


I 

1 

-8) 

l‘2-3 


(n — 7)(n—8)(n 

-9) 


1.2-3 


or la somme de cette progression 
se trouve 


(n — 4) (« — 5) (m — 6) (m — 7) 
1 . 2 . 3. 4 


n — 1 


3-2.1 

1-2-3 


Ensuite, si un des nombres solitaires, d, est le plus petit, les quatre 
autres, a, a + 1, b, c, seront pris de la progression 

d -j” 2, d 4“ 3, . . . 


dont le nombre de termes est =n — d — 1. Or alors, le nombre des cas 


[§11,IV] est 

Par consequent: 
si d est 
1 

2 


3 (n— d — 4) (» — d — 5) (w — (?— 6) 
1.2-3 


le nombre des cas sera 
3(»— 5)(« — 6)(«— 7) 

m 

3(«— 6)(« — 7)(«-8) 
1-2-3 


la somme de cette progression 
se trouve 

3 (« — 4) (w — 5) (n — 6) (» — 7) 

~ 1 -2-3-4 


3-2-1 


n — 7 


1-2-3 
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Par consequent, la somme de tons les cas qui produisent cette espece est 

= 4 in~i)(n-h)(n-6){n-7) 

1-2-3-4 ’ 

et partant la probabilite [qu’il y ait une seule sequence de deux] 

5(n-5)(»-6)(w-7) 

» (n — 1) (» — 2) (n — 3) 

VII. Enfin, pour la septieme espece, le nombre de tous les cas qui la 
produisent est 

(m — 4) (» — 6) (» — 6) (« — 7) (»— 8) 

~~ 1 •2-3-4-6 

et partant la probabilite [qu’il n’y ait aucune sequence] 

(w — 5) (« — 6) (n — 7] (w — 8) 

n(n — l){n — 2) (n — 3) 


COROLLAIRE 1 

15. Mettons devant les yeux a la fois les nombres des cas et les pro- 
babilit^s que nous venous de trouver pour les sept especes de tirages, quand 
on tire cinq nombres de n. 


I. dy u “t" 1, U”|“2, u — 1“.3, ct ”1“ 4: 

II. u, d -f- 1, o -{“ 2, o — 1“ 3, 6 

III. O/y d “4" 1, d 2, hy h “4" 1 

IV. dy U— j— 1, U~f-2, by c 


Nombre des cas 
n — 4 


(ot — 4)(w-5) 

1-2 

(« — 4)(m-5) 
1-2 

— 4) (w *— 5) (w — 6) 
” i-2^3 

"V. o, a + 1, 8, 6 + 1, c 3 • 

VI. a, » + l, i, a, « 4. (»-4)(.-y»-6) fe-Z) 

(w - 4) (» - 5)(w - 6) (» - 7)(w - 8) 


Vn. dy by c, d, e 


1.2-3-4-5 


Probabilite 

2-3-4-5 


2- 

2- 

3- 

3- 


n{n- 

-i)(»- 

2)(m- 

3) 


3-4-5(m 

-5) 


n(n 

-!)(»*- 

2)(m — 

3) 


3-4-5(m 

-5) 


n(n 


2)(»- 

3) 

4 

•5(n — 5)(n — 6) 


n{n- 

-l)(n- 

2)(«- 

3) 

4 

•5(n — 5) (n — 6) 


n{n 

-l)(n- 

2)(»- 


5(n 

-5)(«- 

6)(w- 

7) 

n(n 

-l)(n- 

2) (re- 

3) 

— 5) (w — 6) (n 

-7) (re 

— 

n(n- 

-1)(«- 

2) (re- 

3) 
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COEOLLAIRE 2 

15[a].^) Si Ton depiande la probabilite qu’il y ait au moins une sequence 
de deux dans les 5 nombxes tires, toutes les especes, hormis la demiere, 
satisfont, et puisque la somme de toutes les probabilites est =1, la proba- 
bilite cherchee est 

^ (w— 5)(w — 6)(w— 7)(»— 8) 

n(tt — 1) (m — 2) (n— 3) 


OOROLLAIEE 3 

16. Si Ton demande la probabilite qu’il y ait, parmi les 5 nombres tires, 
au moins deux sequences de deux, puisqu’une sequence de 3 en contient deux 
de 2, toutes les especes, sans les deux demieres, satisfont, et partant la pro- 
bability cherchee sera 


1 _ (”- 5) (w - 6) (w - 7) (n + 12) 
« (n— 1) (»— 2) (n — 3) 


COEOLLAIRE 4 

17. Or, la probabilite qu’il se trouvera parmi les 5 nombres tires [au 
moins] une sequence de trois sera 

3 • 4 • 5(2 + 4(w — 5) -I- (w- 5)(n - 6)) _ 3-4-5(»-4) 

«(m — l) (n— 2)(» — 3) «(»— l)(w — 2)’ 

et qu’il y ait [au moins] une sequence de 4, la probabilite sera 

2-3-4-5(>t — 4) 
n(n — 1) (n — 2) {n— 3) 

Enfin, qu’il y ait une sequence de tons les cinq, la probabilite est 

= 2-34-5 

» (w — 1) (m — 2) {n — 3) 


1) L’edition originale porte id, par erreur, le uvunero 15 pour la seconde fois. L. Gr. D. 
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APPLICATION A LA LOTTEEIE DE GENES 


18. Pour appliquer ces formules k la Lotterie de Genes, on Ton tire 
chaque fois 5 numeros de 90, nous aurons « = 90,‘ et pour marquer plus 
distinetement les differens cas par rapport aux sequences, j ’employ erai les 
caracteres suivans: 


(1) marque un nombre solitaire, hors de toute sequence, 

(2) marque une sequence de deux, 

(3) marque une sequence de trois, 

(4) marque une sequence de quatre, 

(5) marque une sequence de tous les cinq. 

Cela pose, nous aurons pour chacune des sept differentes especes les pro- 
babilitds suivantes: 


Espece 

I. (5) 

II. (4), (1) 

m. (3), (2) 

IT. (8), (1), (1) 

T- (2). (2), (1) 

VI. (2), (1), (1). (1) 

Vn. ( 1 ), ( 1 ), ( 1 ), ( 1 ), ( 1 ) 


ProbabOite 
2-3-4-5 1 


90 -89 -88 -87 511038 

2-3-4-5-85 85 


90- 

89- 

88- 

87 

511038 

2- : 

6*4 

•5- 

85 

__ 85 

90- 

89- 

88- 

87 

511038 

3-4 

•5- 

86- 

84 

3570 

90- 

89- 

88- 

87 

“ 511038 

3-4 

•5- 

85' 

84 

_ 3 570 

90- 

89- 

88- 

87 

“ 511038 

4-5 

•85 

84 

. 83 

_ 98 770 

90- 

89- 

88- 

87 

~ 511038 

85- 

84- 

83- 

82 

404957 

90- 

89- 

88* 

87 

~ 511038 


De Ik je tire les conclusions suivantes: 

1®. Que parmi les 5 nombres birds il se trouve au moins une sequence 

106 081 

de deux, la probabilite est == snoss ’ <lonc, si Ton permettoit de inettre sur 
ce cas, le gain devroit btre fixe k fois la mise’), et si Ton n’accordoit 

que 4 fois la mise, la Lotterie y gagneroit [817 sur 4817 ou] 17 pour cent. 


X- 


1 ) 

106081 

611088 


De Tegalite des esperances matkematiqxies, on tire, en designant par m la mise, Vequation 
• m, d^oii le rapport x dn gain a la mise, x =» 511 038 : 106 081 «= 4,817 43 . . . 


L. G. D. 
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2®. Que panni les 5 nombres tires il se trouve au moins deux sequences 
de 2, ou uue de trois, ou plusieurs, la probability est == gjjoss’ partant, 
en permettant de mettre sur ce cas, le gain doit ytre 6x4 k 69— fois la 
mise; done, si Ton n’accordoit que 50 fois la mise, la Lotterie gagneroit 
199 sur 699 ou 28-^ pour cent. 

3®. Que panni les 5 nombres tires il se trouve une sequence de trois, 
ou plusieurs, la probability est = I 6^ partant, en permettant de mettre 
sur ce cas, le gain devroit etre fixe a 136^ fois la mise; done, si Ton n’ac- 
cordoit que 90 fois la mise, on gagneroit 466 sur 1366 ou bien 34-^ pour cent. 

4". Que parmi les 5 nombres tirds il se trouve une sequence de 4, ou 
de tous les cinq, la probability est = siioss * partant, si Ton mettoit sur 
ce cas, le gain devroit Stre fixe a 5942 fois la mise^); done, si la Lotterie 
n’accordoit que 3000 fois la mise, elle gagneroit 2942 sur 5942^ ou bien 
49 Y pour cent. 


EEMARQUE 

19. Quelque difficile qu’il ait paru d’abord d’etendre ces recherches a des 
plus grands nombres de billets tirds, la route particuliere que j’ai employee 
dans la solution de ce probleme pour I’espece VI rend ces recbercbes fort 
aisdes, de sorte qu’on sera en dtat de les ytendre h. un aussi grand nombre 
de biUets tires qu’on voudra. Toute cette rndthode revient k, trouver la 
somme d’une telle progression descendants 

fcft— 1)(Z; — 2) •• • (ifc — m-f-l) 

1 - 23 --W 12-3--- w -i-etc., 

jusques a ce que les termes dvanouissent. Or, on sait que la somme de cette 
progression s’exprime fort simplement en sorte 

(fc-f l)kiJe— i)(k — 2) ... (/i;— m-f 1) 

1 • 2 - 3 • 4 ••• (w-pi) 

Je me servirai done de cette rndthode pour rdsoudre le probleme suivant. 


l) L'Mition originale porte: . . . fixe d 5940 fois la mise; done . . . elle gagneroit 2940 swr 
5940 . . . L. a. D. 
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PEOBLEMB 5 

20. Le nmibre des billets marques des nombres naturels 1, 2, 3 etc. eiant 
quelconque = n, si Von en tire six au hazard, trouver toutes les prdbabilites qui 
y peuvent avoir lieu d Vegard des sequences. 


SOLUTION 

II est ais^ -d’etablir toutes les especes dififerentes qui peuvent se rencon- 
trer parmi les six nombres tires, que je developperai Tune aprfes I’autre. 


J. Espece. a, a ■\-l, a + 2, a -j- 3, a + 4, a -f 5 . 

^ ; done, puisque le nombre 


Le nombre des cas est ici ouvertement = ^ ® 

de tons les cas possibles est 


n(n — 1) (w — 2) (w— 3) (» — 4) (m — 5) 
j__2.3.4.5.6 ' 


la probabilite que cette espece ait lien est 


2-34-5-6 

»(« — !)(« — 2) (w — 3) (» — 4) 

II. Espece. a, a + 2, a + 3, a + 4, b. 


Soit a le plus petit des nombres tirds; et b doit etre pris de cette pro' 
gression 


a -|- 6, a -f" 7, os -f" 3, ... n, 


dont le nombre de termes est — a — 5, qui donne le nombre des 
valeurs de b pour chaque nombre a. Mais si b est le plus petit des nombres 
tires, la sequence de cinq, a, a-\-l, 0 + 2, a + 3, a + 4, doit etre prise de 
cette progression 

& + 2, & + 3, ... n. 


dont le nombre de termes est == « — i — 1; ce qui, par le probleme 4 [§ 14, 1], 
pent arriver en 

n — & — 5 

. — » 

1 
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manieres differentes. Ainsi, pour trouver le nombre des cas, nous n’avons 


qu’k sommer les deux 

progressions suivantes: 


si a est ' 

valeurs de b 

1 si b est 1 

valeurs de a 


n—<o 

:! i 

! ^ ' 

n-e 

1 

i 

1 

1 

2 

n—1 

2 

n — 7 


1 

1 

3 

1 

n — S 


n — 8 


3 


1 


1 ■ 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

somme = 

{n ~ 5) (n — 6) 

somme = 

_ (m — 5)(w-6) 


1-2 


1‘2 


Done, le nombre des cas est 

= 9 («-5)(«-6) 

1-2 ’ 

et la probabilite 

^2 3-4-5-6(»- 6) 

n(» — 1) (m— 2)(» — 3) (^t — 4) 

III. Espece. a, a + Ij « + 2, a + 3, h, 

Si a est le plus petit des nombres tires, la sequence de deux, h, b -{-1, 
doit fetre prise de cette progression 

0/ -j— 5, Oi -|- 6, o -|~ 7, ... itf 

dont le nombre de termes =« — a — 4. Done, par le probleme 1 [§ 2], le 
nombre des valeurs de b est 

» — a — 5 

Si h est le plus petit des 6 nombres tires, la sequence de quatre, 
a, o -j- 1, 0 + 2, 0 + 3, doit 6tre prise de cette progression 

& + 3, 6 + 4, ... n, 

dont le nombre de termes == ^^ — 6 — 2. Done, par le probleme 3 [§ 11, I], 
le nombre des valeurs de o est 

• n—l—5 


1 
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Voila done les deux progressions que nous avons a sommer: 


si a est 

1 valeurs de h j 

si b est 

valeurs de a 

1 

i »— 6 

' .. f 

i ^ i 

1 

n — 6 

; 1 

2 

j n— 7 

! 1 

i 2 

1 

1 

3 

GO 

1 

3 i 

1 — 8 

1 

I 1 

etc. 

i etc. 

! 

etc. 

1 

etc. 

somme 

(n 6) 

(n 5) (m — 6) 

“ 1-2 ! 

1 0\.fiJJLJUXO — 

i 

1-2 


Done, le nombre des eas est 

_0 ( ”- 5 )(«- 6 ) 

^ 1-2 ’ 

et la probability 

_ 2 - 3-4-5»6(n — 6) ___ _ 

M(n— 1) (« — 2)(»— 3)(« — 4) 

IV. Espece. a, a + 2, a +3, h, c. 

Soit a le plus petit des nombres tirys; et les deux solitaires b, c doivent 
ytre pris de cette progression 

0/ “|- b, ct — 6, ... 

dont le nombre de termes — n — a — 4. Done, par le probleme 1 [§ 2] , le 
nombre des cas est 

(« — a — 6) (m — a — 6) 


Soit Tun des nombres solitaires, c, le plus petit; et la sequenee de 4 avec 
I’autre solitaire, a, o + 1, a + 2, a + 3, b, doit fetre prise de cette progression 

c — b 2, c “|~ 3, . . . w, 


dont le nombre de termes =n — c — 1. Done, par le probleme 4 
le nombre des cas est 


2 - 


(n — c— 6)(n — c — 6) 


[§ 15, H], 


1 • 2 


18 
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Nous aurons douc h soiumer les deui progressions suivantes: 


si a est 

le 

nombre des cas 

! si c est 

[ le nombre des cas 

1 


(n — 6) (>^ ~ 7) 

1 • 2 

1 1 

2 

(n ~G}(n — 7) 

1 • 2 

2 


(» — 7) (» — 8) 

1-2 

2 

2- 

(«_7)(m-8) 

1 • 2 

3 

1 


00 

1 

3 

2- 

(« — 8)(m — 9) 

1 • 2 

etc. 


etc. 

etc. 


etc. 

somme 


— 6)(m — 6)(n-7) 



— b)(n — 6) (n — 7) 


1 • 2 • 3 

sominG = 

= 2 • 

1 • 2 ■ 3 


Done, le nombre des cas est 


__ o . (m-5)(m — 6)(>t-7) 
1.2*3 ^ 

et la probability 

= 3 . — 6) fw— 7) 

'n{n - 1) (m - 2) (« - 3) (« - 4) ■ 


V. Ilspece. a, a + 1, a-^2, b, h-^1, b + 2. 

Msqu-a J a W deux siqueaces semilables de trois, il est mdiffdrent 
lequel des dees nombres « et J soit le plus petit; et la sequence de trois, 
a, a-j-i, a + 2, doit btre pnse de eette progression 


^ + 4, h-{-5, ... n, 


donfc le nombre de termes est 
le nombre des cas est 

et la progression k sommer 


— n — h — 3. Done, par le probleme 2 [§ 7], 

» — &— 5 


n — 6 n — 1 n — 8 , 

1 ’ ~r'’ 

Done, le nombre des cas est 

^ ^ 
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et la probabilite 

— 3 • 4 • 5 • 6(w — 6) 

M (« — 1) (m — 2) (w — 3) (w — 4) 

FI. Espece. a, a + 1, a + 2, 1,1 -{-1, c. 

Si a est le plus petit des nombres tir^s, les autres, I, I -\-l, c, doiveut 
etre pris de cette progresssion 

a + 4, a h, . . . n, 

dont le nombre de termes =n — a — 3; d’oii, [par] le probleme 2 [§ 7], 
le nombre des cas est 

£5 (» — o — 5) (m — a — 6) 

1^2 ’ 

et posant a = 1, on a 

O («-6)(n-7) 

^ 1^2 

Si h est le plus petit des nombres tir4s, les autres, a, a+1, a + 2, c, 
doivent &tre pris de cette progression 

6 -[- 3, 6 “f" 4c, ... n, 

dont le nombre de termes est n — b — 2; d’ot, par le probleme 3 [§ 11, II], 
le nombre des cas est 

f, (n — h — 5)(» — h — 6) 

et posant & = 1, on a 

o (w-6)(»-7) 

2 

Si c est le plus petit, les autres, a, a + 1, » -f- 2, b, 6 + 1, doiTent 6tre 
tires de cette progression 

c +• 2, c "b 3, • • . w, 

dont le nombre de termes <=n — c — 1, d’ot, par le probleme 4 [§ 15, III] , le 
nombre des cas est 


(n — c — 5)(» — c— 6) 
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et posant c==l, on a 


o (n-6)(w-7) 
1 • 2 


Les trois progressions h sommer se r^duisent done h. cette seule 

6 . (»-6)(«-7) ^ g , (ra-7)(^-8) g _ (ot-8)(w-9) 

1*2 1*2 1*2 


Done, le nombre des cas est 

et la probabilite 


= 6 

1 • 2 • 3 ’ 


= 6 • 


4 - 5 • 6(w — 6)(w— 7) 

« (n — 1) (n — 2) (« — 3) (n — 4) 


VII. Espece. a, a + lj o + i, c, d. 

Si a [est] le plus petit des nombres tires, an lieu duquel on peut 
d’abord prendre Tunit^, les autres, b, c, d, doivent 6tre pris de eette pro- 
gression 

5, 6, 7, 

dont le nombre de termes ==% — 4. Done, par le probleme 2 [§ 7], le nombre 
des cas est 

_(»-6)(»«— 7)(w-8) 

1 • 2 • 3 

Si un des solitaires est le plus petit, comme d = \, les autres, 
a, a-f-1, b, c, doivent fitre pris de cette progression 

3, 4, 5, . . . n, 

dont le nombre de termes =n — 2. Done, par le probleme 4 [§ 15, IV] , le 
nombre des cas 

= n ( «-6)(«-7 )(>t-8) 

1 • 2 • 3 

II s’agit done de sommer la progression descendante qui commence par 

4 (» -6)(w-7)(«- 8) 

1 • 2 • 3 
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Done, le nombre de tons les cas est 


et la probabilite 


^ (» — 5) (w — 6) (n — 7)(n — 8 j 

4 . r— ; > 


== 4 . 


5 • 6(»— 6)(»— 7)(« — 8) 
n(n — l)(n — 2) (n — 3) (w — 4) 


VIIl. Espece. a, a+1, h, -f 1, e, c-j-l. 

Ici, il n’y a qu’un seul cas h consid^rer. Soit done c==l: et les autres, 
a, a + 1, b, & + l> doivent 6tre tires de eette progression 


4, 5, 6, . . . n, 

dont le nombre de termes =n — 3, d’oii par le probleme 3 [§ 12, HI], 
le nombre des cas 

(«-6)(«— 7) 

““ 1-2 ' 


qui doime la progression k sommer. Done, le nombre de tons les cas est 


et la probability 


(m — 5)(n — 6)(w — 7) 

= iT^Ts ’ 

4-5-6(w-6)(»— 7) _ 

n(n—l)(n — 2){n — 3)(« — 4) 


IX. Espece. a, a + 1, h, c, d. 


Soit a = 1; et les autres, b, I -{■ 1, c, d, doivent Stre tires de eette pro- 
gression 


4, 5, 6, ... -n, 


dont le nombre de termes =n — 3. Done, par le probleme 3 [§ 12, IV], 
le nombre des cas 

^ (»- 6 )(«- 7 )(»- 8 ) 

= d > 


et dans eette formule est dejk, comprise la position 1 = 1. 
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Soit d! = l, oil est dejk, comprise la lettre c; les autres, a, a + 1, b, 
c, doivent Stre tires de eette progression 

3, 4, 5, . . . n, 

dont le nombre de termes =« — 2. Done, par le probleme 4 [§ 15, Y], le 
nombre des cas 

_ „ {n- 6)(w — 7 )(ot — 8 ) 

1-2-3 ’ 

et partant on n’a qn’k sommer la progression descendante qui commence 
par le terme 

g (»-6)(re-7)(« — 8) 

1-2-3 

D’ob le nombre de tons les cas 


^ (m— 6)(m — 6)(w— 7)(« — 8) 

■" ® 1-2-3-4 ' 

et la probabilite 

g 5*6(}i — 6)(w — 7)(» — 8) 

n(n~i)(n — 2)(n—3)(n — 4) 

X. Espece. a, fl + 1, b, c, d, e. 

Soit premierement a = 1; et les quatre nombres solitaires b, c, d, e doi- 
vent Stre tir4s de cette progression 

4, 5, 6, . . . n, 

dont le nombre de termes =n — B; et, par le probleme 3 [§12, Y], le nombre 
des cas 

_ (w — 6 )(m— 7)(w — 8 )(m — 9) 

~ 1-2-3-4 

Soit.ensuite nn des solitaires, e, ==1; et les autres,. a, a-j-l, h, c, d, 
doivent Stre tir4s de cette progression 

3, 4, 5, . . . n, 

dont le nombre de termes = «• — 2; et, par le probleme 4 [§ 15, VI], le 
nombre des cas 

. (» — 6) (m ~ 7) (w — 8) (» — 9) 
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de sorte qu’il s’agit de sommer la progression descendante qui commence 
par le terme 

_ (w— 6)(« — 7 )(m — 8)(«— 9) 

1-2-3-4 


Done, le nombre de tons les cas 


et la probabilite 


^ (m-5)(w-6)(w-7)(»-8)(«-9) 
^ 1.2-3-4-5 ' 

_ K 6 (« — 6)(n — 7)(n —8)(n — 9) 
m(m — — 2)(tt— S)(« — 4) 


XI. JEspece. a, h, c, d, e, f. 

Ici, n’ayant qu’un cas k, considerer, posons f=l‘, et les autres, a, h, c, 
d, e, doivent gtre tires de cette progression 

3, 4, 5, . . . n, 

dont le nombre de termes =n — 2. Ainsi, par le probleme 4 [§ 15, VII], 
le nombre des cas 

(n — 6)(w— 7)(« — 8)(w— 9)(w — 10) 

1.2-3-4-5 

Done, le nombre de tons les cas 

(n — 5) (n— 6)(w — 7) (w — 8 )(ot — 9) (» - 10) 

1.2-3-4-5 6 ’ 

et la probability 

(n - 6) (w - 7)(n - 3)(n -9)Cn- 10) 

~ »(« — 1)(m — 2)(»— 3)(» — 4) 


COROLLAIRE 1 

21. Pour mettre tout eela clairement devant les yeux, je ferai usage 
des mbmes caracteres pour marquer les diff^rentes espeees de sequences que 
j’ai exposees § 18, et nous aurons pour chaque espece. 
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Especes 

Nombre des cas 

Probabilite 

1(6) 

n — 5 

2-3-4-5-6 

1 

»(»— l)(w— 2)(»— 3) (m— 4) 

n.{6)+{i) 

o (» — 5)(«— 6) 

^ 3-4-5-6(w-6) 

1-2 

n(n— 1) (w — 2) (« — 3) {n — 4) 

ni.(4)+(2) 

o («-5 )(m-6) 

^ 3-4-5-6(n— 6) 

1-2 

^ — l) (n — 2) — 3) (n — 4) 

IT. (4) + 2(1) 

+ (m- 5)(« — 6)(«- 7) 

^ 1-2-3 

j. 4*5-6(^ — 6) (94 — 7) 

n(n—l) {n — 2)(«— 3)(« — 4) 

T. 2(3) 

(w — 5)(« — 6) 

3-4-5-6(w— 6) 

1 ‘2 

9^ 

1 

9" 

1 

9^ 

1 

9^ 

1 

TI.(8) + (2) + {l) 6.(»-5){«-6X»r’) 

g 4-5-6(«-6 )(m — 7) 

n(n—l)(n—2){n — 3) (»— 4) 

YH. (3) + 3(1) 

. («— 5)(« — 6)(»~7)(m— 8) 

. 5-6(n-6)(«-7)(» — 8) 

^ 1 -2* 3 -4 

n(n—l){n — 2)(w — 3)(n — 4) 

vni. 3(2) 

(w — 5)(w— 6)(w — 7) 

1 • 2 • 3 

4-5-6(m- 6)(« — 7) 
«(«— l)(w— 2) (n — 3)(»— 4) 

IX. 2(2) + 2(1) 

„ {n—b){n — 6)(^z “-7)(n— 8) 
1-2-3-4 

g 5-6(»i-6)(w-7)(«— 8) 
(44—1) ( 44 — 2 ) (94 — 3)(W-— 4 ) 

X. (2) + 4(l) 

li 

1 

9^ 

' 1 

00 

9" 

1 

^ 6 ( 44 — 6) (?4— 7) ( 44 — 8) {n— 9) 

1-2-3-4-6 

4^ (44 — 1 ) (?4 — 2 ) (44 — 3 ) ( 4 ^ — 4) 

XI. 6(1) - 

- 51 — 6) (w — 7) (w — 8) (ri— 9) (n— 10) 

( 44 — 6)(44— 7)(44— 8) ( 44 — 9)(94— 1 0 ) 

l-2-3-4*5-6 

44 ( 44 — 1 ) ( 44 — 2) ( 44 — 3) ( 44 — 4) 


COEOLLAIRE 2 

22. La loi de ces expressions pour le nombre des cas de cbaque espece 
est assez evidente, puisque le nombre des facteurs dans les numerateurs est 
le m§me que celui des differentes lettres dont j’ai caract^rise auparayant les 
diffdrentes especes, en eommen^ant par % — 5 et les diminuant d’une unite; 
or, le d^nominateur contient toujours autant de facteurs, en commengant par 
1, 2, 3 etc. Mais la loi des cofifficiens num^riques n’est pas si Evidente; 
cependant, elle le deriendra assez en reprdsentant les nombres des cas de la 
maniere suivante. 
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Especes 

1 ( 6 ) 

1 (5) + 1 (1) 

1(4) + 1(2) 

1(4) + 2(1) 

2(3) 

1 (3) + 1 (2) + 1 (1) 
1(3) + 3(1) 

3(2) 

2 ( 2 ) + 2 ( 1 ) 

1 (2) + 4 (1) 

6 ( 1 ) 


Nombre des cas 

w— 5 
1 

»— 5-w— 6 

__ 

w — 6- w — 6 

l-l 

n — 5-w — 6 -w— 7 

ri-2 ’ 

n— b-n — 6 
172 ’ 

»— 5 ■ w — 6 • M— 7 

l-l-l ’ 

n — 5-w — 6-w — 7 - w — 8 
11 . 2-3 

n — 5-w — 6-w — 7 
1 - 2-3 ’ 

« — 5-w — 6-w— 7-w — 8 
1 - 2 - I'Ti 


w — 5-w — 6-w— 7 - w — 8-w— 9 
______ , 

w— 5-w— 6-w — 7-w— 8-w— 9-w — 10 
1-2-3-4-5-6 


ob les ddnominateurs suivent manifestement les cogfficiens des sequences de 
chaque ordre, qui caractdrisent chaque espece. 


REMAEQUE 

23. Nous voilb. done maintenant en etat de rendre ces recberches tout 
b fait gdndrales; cependant, on ne sauroit commencer par le probleme ge- 
neral, puisque ebaque nombre des billets tir4s depend de tons les pr4cddens. 
Mais, quoiqne cette derniere m4thode que je viens d’employer ait de si grands 
avantages, il est pourtant b prdsumer qu’on en d^couvrira encore une plus 
simple. 


19 * 
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PROBLBME GENEKAL 

24. he nombre des billets marqubs des nowbres nafurels 1, 2, 3, 4 etc. efant 
quelconque =n, si Von en tire m bUlets <m hazard, determiner toutes les proha- 
hiliUs qui y pement avoir Ueu d Vegard des sequences. 

SOLUTION 

Pour distinguer les differentes sortes de sequences qui peuvenfc se trou- 
ver dans cliaque tirage de m nombres, je me servirai de ces signes [§ 18]: 

(1) marque un nombre solitaire, 

(2) marque une sequence de deux nombres, 

(3) marque une sequence de tarois nombres, 

(4) marque une sequence de quatre nombres 

etc. 

Cela pos4, chaque tirage sera caract6ris4 par une telle formule 

a(o) + |d(ft) + ^(c) + d(d) + etc., 

ce qui signifie qu’il y a a sequences de a nombres, sequences de I nombres, 
Y sequences de c nombres, d sequences de d nombres etc.; et puisque la 
multitude des nombres tirds est =»a, il faut qu’il soit 

ua “1- ^b -j” -f- Sd etc. = m. 

Posons maintenant de plus 

etc. = k; 

et le nombre de tons les cas qui produisent le dit tirage 

cc(o) “I- ^(V) -j- j'(c) -b -j- etc. 

sera exprime en sorte 

‘ ( n~m-]r-i){n — m)(n — m — l)---(n — — Z: -f- 2) 

i-2--«i.2'-^i-2-j/i •2u:y.'^. ’ 
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lequel nombre etant divise par le nombre de to us les cas possibles, qui est 

«(w— 1)(«— 2)- •• (w— }w4- 1) 

_______ , 

donnera la probability que ce mbme cas existe. (Test en quoi consists la 
solution complette de notre probleme. 

COKOLLAIRE 1 

25. On aura done autant d’especes de tirages qu’il est possible de trouver 
de differentes formules 

a {a) /9(5) -j- j'(c) + etc. 

dont la somme aa-\- soit == m, e’est k dire autant qu’il est 

possible de partager le nombre m de diffdrentes manieres en parties; ainsi, 
prenant pour m successivement les nombres 1, 2, 3, 4 etc., les nombres des 
especes formeront la progression suivante 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

1, 2, 3, 5, 7, 11, 16, 22, 30, 42 56, 77, 101, 135, 176 etc., 

dont j’ai expliqud la nature dans mes recherches sur la partition des 
nombres.^) 


COROLLAIRE 2 

26. Le nombre des i'acteurs qui composent le nombre des cas pour 
chaque espece a(a) + /3(6) + y(c) -f- etc. est toujours ^gal au nombre 

Ic == cc ^ — |— y — b* d ”1“ etc., 

1) n s’agit avant tout des memoires 158, 191 et 394 (suivaut Tlndex d’ENESTBOM): 
Ohservationes cmalyticae variae de combmationibus , Commeat. acad. se. Petrop. 13 (1741/3), 
1751, p. 64, De partitione nimerorum, Novi commeut. acad. sc. Petrop. 3 (1750/1), 1753, 
p. 125, Be partitione mmeror'wm m partes tarn nwmero c[uam specie datas, Novi comment, acad. 
sc. Petrop. 14 (1769): I, 1770, p. 168; Leonbardi Euleri Opera omnia, series I, vol. 2, p. 163 
et 254, vol. 3, p. 131 (voir aussi les prefaces de ces deux volumes redigees par I’editeur M. F. Eodio). 
De plus, Eulee a consacre a la partition des nombres le chapitre XVI du premier tome de son 
ouvrage iniroduefio in anod/ysin infi,niiorwm, Lausanne 1748, p. 253—275; Leobeardi Euleri 
Opera onmia, series I, vol. 8, p. 313—338. L. G. D. 
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q^iii marque en combien de parties le nombre m est partage. Et prenant 
toutes les especes ensemble ou it a la meme Taleur, leurs nombres de cas 
font conjointement cette somme 

(«} — 1)(ot — 2) • • • (»» — ifc — 1) (w — + l)(n — m)(n--m—l) •••(w — ot — ifc + 2) _ 

" — 1) l-2-3*--fc 


Ainsi, 
si k est 

1 

2 

3 

4 


les nombres de cas de toutes les especes qui appartiennent 
h cette valeur de k sont 

I n — OT-fl 
! 1 ’ 

! 

j m~l {n — m 1)(^ — m) 

m — 1 m—2 (n~m + l)(n — m)(n — m — l) 

______ 1.2.3 ’ 

m — l_m—2 OT — 3 (n—m-^l){n — m){n — m—l)(n — m — 2) 

1 ~2 3 1-2.3-4 


etc. 


etc. 


et tous ces nombres de cas ajoutes ensemble doivent produire le nombre de 
tous les cas possibles, qui est 


n(n — l')(n — 2){n — d) • (n — w + 1) 
1 • 2- 3- 4.. • m 


COROLLAffiE 3 

27. La premiere espece etant l(m), ou tous les m nombres tires torment 
une suite, on aura & = 1, et le nombre des cas est 

■ ■ M— TO + 1 . 

1 ■- 

mais la demiere espece dtant «w(l), ob il n’y a aucune sequence, il devient 
k — m, et le nombre des cas 
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Done, la probabilite qu’il n’y ait aucune sequence parmi les m uombres 
tires est 

[n — m 1) {n — m) {n — m — !)• • • (w — 2w} + 2) 

«(w— 1)\» — 2)- •• (m — »»+ i) ’ 

ou bieu 

{n — — — m — 2) • • • (» — 2 »» -f- 2) 

M (w — 1) (« — 2) • • • (w — JM + 2) 

Or, cette meme formule exprime aussi la probability que de m — 1 nombres 
dounys il ne se trouve aucun parmi les in nombres tirys. 

BXEMPLE 

28. Faisons I’applicatiou on de n billets marquys des nombres 1, 2, 3, . • . ii 
ou tire 7 billets; et Ton trouvera le nombre des cas qui produisent cbacune 
des 15 especes qui peuvent avoir lieu dans uu tirage de 7 nombres. 



Especes 

Nombre des cas 

I. 

p) 

n — 6 

II. 

(6)+(l) 

(« — 6) {n—7) 

11 ^ 

III. 

(6)+(2) 

(w— '6) (^—7) 

IV. 

(4)+® 

(m-6) («-7) 

1-1 ’ 

V. 

(6) +2(1) 

(n — — 7) {n — 8) 

1-1-2 

VI. 

(4) + (2) + (1) 

(w — 6)(»— 7 )(m — 8) 
l-l-l 

VII. 

2(3) + (1) 

(« — 6) (« — 7) (» — 8) 
1-2-1 ’ 

VIII. 

(3) +2(2) 

(%-6)(»-7)(w-8) 

1-1-2 

IX. 

(4) + 8(1) 

(n — 6) (w — 7) {n — 8) (« - 

1-1-2-3 

X. 

(3) + (2) + 2(1) 

(n — 6) (w - 7) (m — 8) (n — 
1- 11-2 
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Especes 

Nombre des cas 

XI. 

3(2) + (1) 

(« — 6) (w — 7) (n — 8) (» — 9) 

1-2-3-1 ’ 

xn. 

(8) + 4(1) 

(n, — 6) (w — 7) (m — 8) (n — 9) (n — 10) 
11-2-3-4 ’ 

XIII. 

2(2) + 3(1) 

(»— -6)(w — 7)(n— 8 )(m — 9)(>J— 10) 
1-2-1-2-3 ’ 

XIY. 

(2) + 5(1) 

(n— 6)(« — 7){n— S)(n — 9)(w — 10) (w — 11) 
l-l'2-3-4-5 ’ 

XV. 

1(1) 

in — 6) (w— 7)(» — 8) (« — 9) (»« — 10) (w— 11) (w ~ 12) 
1-2-3-4-5-6-7 


Chacun de ces nombres divises par le nombre de tous les cas possibles, qui est 

n,{n — 1)(»— 2)(« — 3)(» — 4)(n — 5)(» — 6) 

1-2-3-4-5-6-7 ’ 

donne la probabilite que I’espece correspondante existe. 



DES HEERN LEONHARD EULERS 
NOTHIGE BERECHNUNG 
ZUR EINRICHTUNG EINER WITWENCASSEO 


Commentatio 403 indicis Enestroemiani 

Neues Hamburgisches Magazin. Drey und vierzigstes Stuck, Leipzig 1770, p. 3—43 


Hierbey*) kommt alles auf eine ricbtige Erorterung dieser Frage an: ein 
Ehepaar, wovon der Mann m Jahr,' die Fran aber n Jahr alt ist, bezahlet 
anjetzo in die Casse eine gewisse Summe Geld a und macht sich anbeischig, 
so lange sie beyde leben, jahrlich noch eine gewisse Summe = 6 zu der Casse 
beyzutragen; dagegen verpflichtet sich die Casse, nach dem Tode des Mannes 
seiner Witwe jahrlich eine Pension =j>, so lange sie lebefc, auszuzahlen; nun 
ist die Frage, wie die ricbtige Yerhaltniss zwischen dem ersten Einsatze a 
und dem jbhrlichen Beytrag h, und zwischen der bewilligten Pension p richtig 
bestimmt werden soil? 

YORLAUFIGE ANMEEKUNGElf UBER DIESE FRAGE 

1. Erstlicb ist klar, da6 diese Yerhaltniss aus der durch die Erfahrung 
befundenen Sterblichkeit der Menscben bestimmt werden mtlsse, also dass die 
Casse daber weder einen betraebtlicben Gewinnst zu boflfen nocb einen be- 
trachtlicben Sebaden zu beftirchten babe, wobey anch dann insonderbeit so- 
wohl das Alter des Mannes = m als das Alter der Frauen = « in Betracb- 
tung gezogen werden muss. 

1) Siehe hierzu die Abhandlungen 335, 473, 590 dieses Bandes und das Fragment am 
Sehlusse desselben. Siehe auch das Vorwort des Heransgebers. L. Gr. D. 

2) Zum Verstandnis dieses etwas auffallenden Anfangs siehe die am Schlusse der Abhand- 
lung befindliehe, von A. Gr. Kastnbr (1719 — 1800) verfaBte „Eriniierung“. L. Gr. D. 

Leonhakdi Eulebi Opera omnia 1 7 Conamentationes algebraicae ^ 20 
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2. Hemacli versteht es sich von selbst, dass sich ein solches Werk nicM 
einricliten lasse, woferne nicM eine betracktliche Menge solcher Ehepaare zu- 
gleick daran Antheil nehmen, als welcher Umstand bei alien dergleichen Unter- 
nehmungen, welcbe anf die Eegeln der Wahrscheinlichkeit gegrQndet siud, un- 
nmganglich ndthig ist. 


S. Sobald aber diese Anzahl so stark angewachsen, dass die Casse nicMs 
weiter zu befuxchten Ursache bat, so kann das Werk sicher zu Stande ge- 
bracht werden, and -wird hierzu keineswegs erfordert, dass dazu nacb and nach 
immer neue Mitgenossen aufgenommen werden. Denn wenn die obige Ver- 
haltniss richtig bestimmt worden, so muss das von der ersteu Gesellscbaft 
in die Casse geflossene Capital binreichend seyn, alle daher entstehende Wit- 
wen zu versorgen; wenn aber nach der Zeit mebr Mitgenossen aufgenommen 
werden sollten, so muss derselben Beytrag nicbt anders, als zum Behuf ibrer 
Witwen, angewendet werden. 


4. Ferner ist wohl zu merken, dass, in Fall von einem solchen Ehepaare 
die Frau vor dem Manne stirbt, die weitere Yerpflichtung ganzlicb aufbbre 
und dergleicben Falle den iibrigen zu statten kommen; und sollte sich der 
Mann zum zweyten male verbeyrathen, so mbsste er von neuem in diese Ge- 
sellscbaft treten und, nacb Maassgebung seines und seiner zweyten Frauen 
Alters, von neuem in die Casse bezablen, ohne dass sein voriger Beytrag bie- 
bey in Betracbtung gezogen werden koimte. 

5. Wenn aber die Frau dem Manne ftberlebet, so entsteht diese Frage, 
ob die Witwe, auch im Fall sie sich wieder verbeyrathen sollte, die ver- 
sprocbene Pension geniessen konne? Diese Frage wird nun bey den in Hessen 
and Bremen errichteten Gesellschaffcen von dieser Art verneinet, also dass, so 
bald sich eine solcbe Witwe wiederum verbeyrathet, die Pension wegfbllt. 
Allein da sick dieser Umstand, als etwas willktlbrlicbes, nicbt in die Eech- 
nnngen bringen lasst, und es auch femer den Grundsatzen eines Staats ent- 
gegen ist, wenn dutch dergleicben besondere Einricbtung neue Ehebundnisse 
verbindert werden sollten, so ist allerdings weit zutraglicber, dass die den 
Witwen zugestandenen Pensionen bestandig bis an ihren Tod fortdauren, 
dieselben mbgen sich wiederum verbeyrathen oder nicbt. Man kann denselben 
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auch sogar zugestehen, dass ihr zweyter M ann von neuem in eine solche Ge- 
sellschaft eintrete, in welclieni Falle seine kilnffcige Witwe eine doppelte Pen- 
sion zu geniessen haken wtirde. 


VORBEREITUNG ZUE AUFLOSUNG DEE VOEGELEGTEN PEAGE. . 

Aus den jakrlicii herauskommenden Todtenlisten haben die Gelehrten 
schon lange solche Tabellen verfertiget, ans welchen der Grad der Sterblich- 
keit der Menseken fur ein jegliches Alter bestimmt werden kann. Man nimmt 
namlich an, dass zu einer Zeit hundert tausend Kinder zugleich gebohren werden, 
und bemerket in den Tabellen, wie viel von denselben, nach Verfliessung einer 
jeglichen Anzahl von Jahren, wahrscheinlicherweise noch am Leben seyn 
werden. Eine solche Tabelle, dergleichen man hin und wieder antrifft, muss 
demnach znm Grunde gelegt werden, um daraus die vorgelegte Erage zu be- 
antworten, wobey folgende Punkte zu bemerken sind. 

Um sick an keine solche Specialtabelle allzu genau zu binden, so ist es 
notkig, die Sache auf eine allgemeine Art vorzustellen, und dabey uns einer 
besonderen Bezeichnnng zu bedienen. Um also anznzeigen, wie viel von den 
obgemeldeten zugleich gekohmen kundert tausend Kindern nach Verfliessung 
von X Jahren noch am Leben seyn werden, so wollen wir diese Zakl durch 
dieses Zeicken (x) andeuten,^) woraus denn klar ist, dass wenn a: = 0, dieses (0) 
die Zakl 100 OOO ausdrtlcke, je grosser aber x genommen wird, die Zahl (x) 
je linger je kleiner werde, und dass endlieh, wenn aj = 100 Oder grosser als 
kundert, (x) ginzhch versckwinde. 

Znm voraus aber ist es nothig, eine sekr wicktige Anmerkung zu 
macken: wenn sich alle Ekepaare, in eiuem Lande oder Stadt, in eine 
soleke Gesellsckaft verpflichteten, oder dazu gezwungen wtirden, so wtirde 
man eine solche Sterbetabelle, die aus den allgemeinen Todtenlisten geschlos- 
sen worden, ohne Bedenken gebrauchen konnen, weil sick alsdenn in der 
Gesellsckaft alle versckiedene Arten von Ehepaaren, sowohl junge als alte, 
sowokl starke als sckwache, mit einander vermenget, befinden wtirden. Da 


l) In der Abhandlung 335 dieses Bandes, sowie in dem Fragments am Schlnsse desselben, 
bedentet (x) die Anzahl der tlberlebenden, nicht von Iq= 100 OOO wie hier, sondern von Iq — 1000 
gleichzeitig Geborenen. In den Abhandlungen 334 und 473 unseres Bandes bedentet dagegen das- 
selbe (a;) so viel wie das modeme namlich die Wabrscheinlichkeit flir einen Neugeborenen, das 

Alter von x Jahren zu erreichen. L. G. D. 


20 * 
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nun aber erstlich eine grosse Menge Ehelente Ton selbst ausgeschlossen werden, 
und bernach die Gesellscbaft selbst solche Eheleute, da der Mann auf dena Tode- 
bette liegt oder die Schwindsucht oflfenbar am Halse hat, ausschliessen muss; 
tiber dieses aber auch solche Eheleute, da der Mann gesund und stark, die Frau 
aber sehwach ist, nicht leicht in diese Gesellschaft treten werden: so mtissen 
diejenigen Palle, welche der Gesellschaft ofifenbar zum Schaden gereichen, wie 
auch diejenigen Palle, woven sie sich einen gewissen Vortheil versprechen 
kbnnte, ganzlich ausgeschlossen werden; folglich lasst die Rechnung sich nicht 
auf die allgem einen Regeln der Sterblichkeit grtlnden, sondern man wird ge- 
ndthiget seyn, den Mannern einen grdsseren Grad der Sterblichkeit, den Prauen 
aber einen geringeren Grad der Sterblichkeit zuzueignen; dieses wird nun ge- 
schehen, wenn man das Alter der Manner um einige Jahre hoher, der Prauen 
aber geringer ansetzt, well sonsten die Casse unmoglich wtlrde bestehen 
konnen. 


auplOstjng der VORGELEGTEN PEAGE 

Urn diese Frage richtig aufzulosen, so wollen wir, von Anfang an, von 
Jahr zu Jahr fortschreiten und fftr eine jegliche Zeit, nach den Regeln der 
Wahrscheinlichkeit, den Zustand der Casse bestimmen, um daraus endlich einen 
solchen Schluss zu ziehen, dass der Casse zuletzt weder ein Vortheil noch ein 
Sehade zuwachse, sondern das Capital derselben ganzlich zernichtet werde. 
Die Auflosung wird demnaeh in folgenden Punkten enthalten seyn. 

1. Ist es von der grossten Wichtigkeit, da6 die Gelder in der Casse nicht 
still hegen, sondern auf eine solche Art genutzet werden, daB davon jahrlich 
gewisse Zinsen mit in die Casse fliessen und dadurch das Capital vermehret 
werde; denn eben diese Yermehrung des Capitals enthalt den sthrksten Be- 
weggrund, um die Leute in eine solche Gesellschaft zu locken, als welche 
sonsten viel klbger handeln wiirden, wenn sie ihre jahrliche Beysteuer bey- 
seite legten und, zum Besten ihrer Frauen, auf Zinsen austhhten. 

2. In Bremen wird die jahrliche Vermehrung des Capitals auf 4 pro Cento 
gereehnet, also dass ein Capital, so itzo gleich <7, nach einem Jahre = C 
seyn wird; um aber auch hierinnen nichts zu bestimmen, so will ich den 
Werth des Capitals C nach einem Jahre durch AC ausdrucken; dahero weil 
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Mer Zinse auf Zinse gerechnet wexden muss, so wird nach zwey Jahxen dieses 
Capital seyn = XXC, nach 3 Jahren ~X^C, nach 4 Jahren =X‘^C und nach 
X Jahren = A* C. 

3. Dieses vorausgesetzt, werde ich nur ein einziges Ehepaar in die folgende 
Rechnung bringen, woven, wie angesetzt, der Mann m Jahr, die Frau aber 
n Jahr alt seyn sollen. Da nun dieselben sogleich die Summe = a in die 
Casse gelegt haben, so wird daher, nach einem Jahre, der Zustand der Casse 
seyn == Aa. 


4. Nach Verfliessung aber eines Jahrs, sind vier Falle zu erwegen; denu 
entweder ist 1. sowohl der Mann als die Frau noch am Leben, oder 2. der 
Mann lebt noch und die Frau ist todt, oder 3. der Mann ist todt und die Frau 
lebt noch, oder 4. der Mann und die Frau sind beyde todt. In dem ersten 
dieser Falle erhalt die Casse den Beytrag = b, im dritten Fall aber muss die 
Casse auszahlen, oder sie verliert die Summe p; die beyden hbrigen Falle 
aber haben auf die Casse keinen Einfluss. 

5. Weil der Mann itzt m Jahr alt ist,' so befiudet er sich in der Zahl (m), 
als wodurch die Anzahl derjenigen angedeutet wird, welche von den vor 
M Jahren gebohrnen hundert tausend Kindem anitzo noch am Leben sind. 
Weil nun nach einem Jahre die Anzahl der noch lebenden seyn wird 
(m-\- 1), und daher die Zahl der in diesem Jahre verstorbenen =(m) — 
dass also nach einem Jahre der Mann noch am Leben seyn werde, ist die 
Wahrscheinlichkeit 

_ 

(w) 

dass er aber todt sey, ist dieselbe Wahrscheinlichkeit 

(m) — (ot + 1) - (>w + 1) _ 

[m) 

Gleiehergestalt, dass nach einem Jahre die Frau noch lebe, ist die Wahr- 
scheinlichkeit 
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dass sie aber scbon todt sey, ist dieselbe 



woraus folget, dass ftlr den ersten Fall, da Mann and Frau noeh leben, die 
Wahrscheinlichkeit seyn werde 

(w+ 1) (w + 1) . 

{m) (w) ’ 


far den dritten Fall aber, da der Mann todt ist und die Frau lebt, wird seyn 
die Wahrscbeinlicbkeit 


1 _ (” + l) . 

> ( jm ) ) (n) 


6. Da nun nach einem Jahre in der Casse sich scbon allbereit befindet 
Xa nnd darzu, nacb dem ersten Falle, noeb die Summe I einfliesst, nach dem 
dritten Fall aber die Pension p scbon ausgezablt werden muss, so wird nach 
einem vollen Jahre, oder zu A.nfang des zweyten Jahres, der Zustand der 
Casse also ausgedructt seyn: 


Xci/ “ 1 “ 6 


(w+l) (w-i-l) 
(m) ■ («) 


—p 





welcher Ausdruch auch also vorgestellt werden kann: 


Aa 




(w) \ (m) 


-0+i>)— i?)' 


7. Um nun weiter fortzuschreiten, so ist aberhaupt zu bemerken, dass 
nach X Jahren fdr das Leben des Mannes die Wahrscheiulichkeit sey 

(pi + x). 

filr seinen Tod aber ist dieselbe 

. {m +X), 

W ’ 

und ebenso verhalt es sich auch mit dem Leben oder mit dem Tode der 
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Frauen; dahero, dass nach. Verfliessung von x Jahren nocli die Summe 6 in 
die Casse fliesse, wird seyn die Wahrscheinlichkeit 

(m + x) (n x) . 

(m) (n) ’ 

dass aber alsdenn die Pension _p ausgezahlt werden mtlsse, davon ist die 
W ahrscbeinliclikeit 

/ _ (w + a;) ~\ (w+a;) 

\ (m) ) («) ’ 

woraus fflr die Casse erwachst ein Zuwachs 

. {m + x){n+x) (n + x) ( (w + a? )\ 

(m) («) ^ (n) V (m) ) 

8. Hieraus folget nun ganz leicht, dass nach Verfliessung von zwey 
Jahren der Zustand der Casse seyn werde: 

gleichergestalt nach drey Jahren wird der Zustand der Casse seyn: 

hberhaupt also nach Verfliessung von x Jahren wird der Zustand der Casse 
seyn: 
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+ 




9. Lasst uns nun x so gross nelnaen, dass sowohl (% + a:) == 0 als 
{wi-\-x) = Q‘, und alsdenn muss, der BilKgkeit gemass, der Zustand der Casse 
sich auf 0 reduciren. Man theile demnach den obigen Ausdruck durch. A’* 
und setze dasjenige, was herauskommt, =0; so wird man aus dieser G^lei- 
chung den richtigen Werth fttr die Pension p bestimmen konnen, wenn nam- 
lich die beyden Summen a und I bekannt sind. Wollte man aber die 
Pension p far bekannt annehmen, so warde man, aus eben der Gleichung, 
entweder den ersten Einsatz a oder den jahrlichen Beytrag h leicht be- 
stimmen kSnnen. 


10. Man setze, um abzukurzen. 


N 


und 


+ ( w + 2 K^ + 2) ^ (n+3)(m-b3) 


M. 


Hieraus wird man folgende Gleichung erhalten 

a -f- M{p -j- 6) — Ajp == 0, 

woraus man erhklt 


a-f JJf 


far den Pall, wenn a und h bekannt sind; ware aber die Pension p nebst 
dem ersten Einsatze a gegeben, so wttrde man bekommen 
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p(iN-M)-a. 

»= -M ’ 

und ware endlich die Pension p mit dem jahrliclien Beytrage h bekannt, so 
wtlrde man den ersten Einsatz a finden 

= Np — M(p -f- b). 

ENDE 


EEINNERUNG 

Herr Euler ist zu diesem Aufsatze durcli die Bemuliungen einer An- 
legung von Witwencassen veranlasst worden, die itzo in unterscMedenen 
Landern unternommen werden. Besonders hat ihm hierzu eine Schrift Ge- 
legenheit gegeben, die zu Gottingen 1768 im Vandenhoekischen Yerlage unter 
der Aufschrift erschieuen ist Oeconomisch-politische Auflosung der wichtigsten 
Fragen, welche itzo wegen der Mnrichfung dauerhafter Witwencassen aufgeworfen 
tverden. Herr Euler hat diese Schrift fur grilndlich abgefasst erkannt. Sie 
ist von dem Rathsherrn zu Gottingen, Herrn Eritter^), der hber diese Sache 
vieles, und mit verdientem Beyfalle, gearbeitet hat. Herrn Kritters vor- 
langst verfasste Berechnungen stimmen mit demjenigen aberein, was sich 
nach Herr Eulers Formeln berechnen lasst, wenn man die Erfahrungen von 
der Sterblichkeit, die Sussmilch*) gesammlet hat, zum Grunde legt. 

A. G. Kastner. 

1) Johann Augustin Kkitter (17 . . — 17 . .?) veroffentlichte unter anderem deutsche tlber- 
setzungen franztisisclier Abhandlungen, die Nikolaus Puss (1755 — 1825), Eulers treuer Mit- 
arbeiter, verfaBt hatte. Insbesondere verdankt man ibm eine tlbersetzung der Abhandlung 473 des 
vorliegenden Bandes (473 A des Enestbomschen Verzeicbnisses). L. 6. D. 

2) Es handelt sich vor allem nm das Hanptwerk des Oberkonsistorialrats Johann Peter 
S iissMiLOH, seit 1743 Mitglied der Akademie der 'Wissenscbaften, JDic goUliche Ordnung in dm 
Veranderungen des menscMichen G-eschlechts , avs dor G-eburt, dem Tode und der Fortpflangung 
desselben erwiesen, dessen VIII. Kapitel von Euler inspiriert und zum Teil verfaBt ist. Siehe 
p. 98, Anmerkung 1. 

Beziiglich der Bedeutung der Arbeit 403 vergleiche das Vorwort des Herausgebers. 

L. G. D. 
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SOLUTION 

D UNE QUESTION TEES DIFFICILE 
DANS LE CALCUL DES PEOBABILITES') 


Oommeatatio 412 indicis Enestkoemiani 
Memoires de racademie des sciences de Berlin [25] (1769)^ 1771, p”. 285 — 302 


1. C’est le plan d’nne lotterie qni m’a foumi cette question, que je me 
propose de d^velopper. Cette lotterie etoit de cinq classes, chacune de 
10000 Mllets, parini lesquels il y avoit 1000 prix dans cliaque classe et par 
consequent 9000 Wanes. Chaque billet devoit passer par toutes les cinq 
classes; et cette lotterie avoit cela de particuliex qu’outre les prix de cliaque 
classe on s’engageoit de payer un ducat a chaenn de ceux dont les billets 
auroient passd par toutes les cinq classes sans rien gagner. On voit bien 
que cette derniere depense k laquelle la lotterie s’engage est trbs incertaine, 
vu qu’il seroit possible, d’un cOtd, que tous les prix dans ebaque classe tom- 
bassent sur les m&mes num4ros, et dans ce cas il y en auroit 9000 k chacun 
desquels il faudroit un ducat. Or, de I’autre c6t4, si tous les prix des cinq 
classes tomboient sur des numdros diffdrens, il y auroit en tout 5000 billets 
gagnans, et autant de perdans, de sorte que dans ce cas ladite ddpense ne 
monteroit qu’k 5000 ducats. L’un et I’autre de ces deux cas dtant presque 
moralement impossible, la question est de determiner le nombre des ducats 
que la lotterie sera probablement obligde de payer. Pour eet eflfet, il faut 
faire un denombrement parfait de tons les cas possibles, pour ebaque nonabre 
de ceux qui perdront dans toutes les cinq classes, depuis le plus petit de 
5000 jusqu’au plus grand de 9000. 


1) Voir aussi les memoires 338, 600 et 812 de ce volume. 


L. G. D. 
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2. Pour reudre cette recherche et plus gendrale et plus lumineuse, je 
poserai 

1®. Le nombre des classes de la lotterie =A. 

2®. Le nombre des prix dans chaque classe = n. 

3®. Le nombre des billets blancs de chacune == w. 

4®. Done le nombre de tons les billets = m 

Chacun de ces m + n billets passe par toutes les k classes, dans chacune 
desquelles il gagnera ou perdra; et s’il arrive qu’il ne gagne rien dans toutes 
les classes, alors il jouira du benefice mentionn4 d’un ducat. II s’agit done 
d’estimer, selon les regies de la probability, le nombre des billets qui passe- 
ront par toutes les classes sans rien gagner; et d’abord, pour connoltre les 
limites de ce nombre, supposons que tons les prix de chaque classe tombent 
sur les mbmes billets; dans ce cas done, il n’y aura que n billets qui 
gagnent, et tous les autres, dont le nombre est =m, seront dans le cas de 
recevoir un ducat, de sorte que cette depense est de m ducats pour le fond 
de la lotterie, et e’est la plus grande possible. Or, elle sera la plus petite 
lorsqu’il arrivera que tous les prix de chaque classe tombent sur des billets 
diff4rens; dans ce cas, le nombre de ceux qui gagnent, en quelque classe que 
ce soit, sera = kn, et partant, le nombre de ceux qui perdent 

= OT + w — kn = m — (k — l)n. 

Par consequent, la depense dans ce cas ne sera que de m — (k — l)n ducats, 
en supposant que le nombre m est plus grand que (k — '\)n\ car s’il lui etoit 
ygal, ou mSme plus petit, cette depense se reduiroit h rien. 

3. Yoilk done la question dont il faut chercher la solution. Il s’agit de 
trouver, parmi tous les cas possibles, ceux oh le nombre de ceux qui per- 
dent dans toutes les k classes sera ou m ou m — 1 ou m — 2 ou m — 3 
ou m — 4 etc. jusqu’h m — (k — V)n. Ensuite on salt, par les regies de la 
probability, que chacun de ces nombres divisy par le nombre de tous les cas 
possibles exprime la probability que ce cas existe, laquelle sera d’autant 
plus grande qu’elle approche plus de I’unity; et si elle devenoit ygale h Tu- 
nity, ce seroit une marque d’une entiere certitude. Cela arrive dans le cas 

d’une seule classe, oh k = l, attendu que le •nombre des perdans est alors 

21 * 
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certainement = m, et Tespression pour la probabilite devient alors = 1 , ou 
bien elle marque une certitude entiere. 

Mais, si la lotterie est composee de plusieurs classes, de sorte que 
k>l, on aura toujours plusieurs cas k developper, selon que le nombre de 
ceux qui perdent dans toutes les classes est ou w ou w — 1 ou w — 2 
ou m — 3 etc. jusqu’k m — (k — l)w; et ayant trouve la probabilite de chacun 
de ces cas, puisqu'’il faut de toute ndcessite que quelcun d’eux existe, il est 
evident que la somme de toutes ces probabilites ensemble est egale Tunite 
ou k. la mesure d’une certitude entiere. Cette propridtd sert d’ailleurs k . ve- 
rifier les solutions qu’on donne des questions pareilles; mais ici elle na.e 
servira k trouver la solution meme du problems proposd, et je doute fort 
que sans ce secours on y puisse r^ussir. 

4. Je suppose d’abord qu’on ait d4jk tire la premiere classe et que les 
prix soient tombes sur les billets marques A, B, C, D, E etc., dont le 
nombre est = w. Maintenant, en passant k la seconde classe, ok il y a en- 
core n prix, le nombre de tons les billets dtant =m-\-n, je remarque que 
le nombre de toutes les variations possibles parmi les n billets auxquels les 
prix sont attaches, sans avoir egard k leur ordre, est 

(m -|- «) (jw w — 1) (>w -t- M — 2) • • • (ot -f l) , 

■“ 1-2-3--W ^ ’ 

et si Ton veut aussi avoir egard k la diversite de I’ordre suivant lequel ils 
sortent successivement, on n’a qu’k omettre le denominateur, et le nombre 
de tons les cas possibles sera 

= (m 4- n){m -f- « — l)(w« n — 2) • • • (m -f- 1). 

Or, considerant aussi la diversity de I’ordre, le nombre de tons les cas ok 
les prix se rencontrent avec les mbmes billets A, B, C, D etc. qui ont 
gagnd dans la premiere classe et dont le nombre est =n, est exprimd ainsi 

1-2-3-4---W. 

Done, pour que. les prix de la seconde classe tombent sur les mbmes billets 
que dans la premiere, la probability est 

1 -2-3-4---W _ 

(w -f- l^(m -|- 2)(jw -f- 3) • • ■ (w w) ’ 
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et que la mfeme chose arrive aussi dans la troisieme, la probabilite est egale 
an quarre de cette expression, dans la quatrieme au cube, et ainsi de suite. 
Par consequent, que dans toutes les h classes les prix tombent sur les mfemes 
billets, la probabilite sera 

^ / l-2-3-4---n 

\(w + 1} (m + 2) (jM + 3) • • • (w + w)/ 

5. Je remarque sur cette expression, 1*. que le nombre de toutes les 
variations possibles par rapport aux billets qui se rencontrent avec les prix, 
dans toutes les classes ensemble, est 

= ((w + 1) (m + 2) (m + 3) • • • (m + 

en tenant aussi compte de la diversity dans I’ordre ou les billets qui 
gagnent sortent successivement; ensuite 2®. que le nombre de tons les cas 
possibles que precisement les billets marques A, B, C, D etc. se rencontrent 
avec les prix dans toutes les classes est 

(1 • 2 • 3 • 4 . - . ny-\ 

de sorte que ce nombre divise par celui-lk exprime la probabibte que ce cas 
existe, comme je viens de le trouver. 

Mais la remarque la plus essentielle, qui me conduira au but propose, 
consiste en ce que le nombre de tons les cas possibles ob, dans toutes les k 
classes, les prix se rencontrent avec les memes billets marquds A, B, C etc. 
ddpend uniquement 1®. du nombre des prix n, ou bien de celui des billets 
A, B, C, D etc. qui ont gagnd dans la premiere classe, et 2®. du nombre 
des classes k de la lotterie; de sorte que le nombre des autres billets, qui 
est = m, n’entre point du tout en considdration; ou bien, quelque grand que 
soit le nombre de tons les billets, le nombre des cas qui font gagner les 
mdmes billets dans toutes les classes demeure toujours le mdme. Qu’on 
n’oublie point que je .parle ici toujours de toutes les variations possibles, 
tant dans les billets mSmes que dans leur ordre. 


et 


6. Posons pour abrdger 

((m + 1) (m -f 2 ) (w + 3) • • • (w + ^ 

(1 -2 -3 -d- ••%)*-' = a; 
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et le nombre des cas ou le nombre de ceux qui perdent dans toutes les 
classes soit == m sera 

= a; 

et la probabilite que qaelqn’nn de ces cas existe sera — * 

Maintenant, je passe au second cas, ou le nombre de ceux qui perdent 
dans toutes les classes est = m — 1; et je remarque qu’outre les billets mar- 
ques A, B, C, B etc., qui ont gagne dans la premiere classe, il faut que 
Tun des autres, dont le nombre est = m, gagne aussi dans une ou plusieurs 
des autres classes; puisque ce bonbeur pent arriver k chacun des m billets, 
le nombre de tons ces cas sera exprime par 


jdw, 

oil /9 ne renferme plus le nombre m, mais depend uniquement des combinai- 
sons avec les autres billets qui gagnent dans les classes suivantes. 

De la meme maniere pour le troisieme cas, oil le nombre de ceux qui 
perdent dans toutes les classes est —m — 2, il faut combiner deux billets 
de ceux qui ont perdu dans la premiere; qui recevant m{m — 1) variations, 
le nombre de tons ces cas aura cette forme 

ymim — 1). 

Pour le quatrieme cas, ou le nombre des perdans par toutes les classes 
est =m — 3, le nombre de tons les cas possibles sera 

= (5'm(m — 1) (« — 2); 

et ainsi de suite pour les cas suivans, oil le nombre des perdans dans toutes 
les classes est ou »i — 4 ou m — h ou w — 6 etc. jusqu’k m — {k — l)n. 
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7. Pour voir d’un coup d’oeil toutes ces suppositions, je les xepresen- 
terai de cette fa^on: 


Nombre de ceux i 

I 

qui perdent dans j 
toutes les classes | 


Nombre de tous les cas 
oti cela arrive 


Probabilite que quelcun 
de ces cas existe 


1 


m 

a 

a 


M 

m — 1 


W 

m — 2 

ym(m — 1) 

ym(m — 1) 

M 

m — 3 

Sm(m — l)(jw — 2) 

1) (ire — 2) 

M 

m — 4 

sm (m — l)(m — 2)(« — 3) 

Em{m — 1) (ire — 2) (iw — 3) 
if 

! 

m — (k — 1) 

(om(m — — ]cn-{-n-\-l) 

com (ire — 1) • • • (ire — fcre + « + 1) 

M 


ou, pour abrdger, j’ai posd 

M = ((ot + 1) (m + 2) (w + 3) • ■ • (m -f 

Ayant ddjk. trouvd la premiere valeur 

« = (l-2-3-4-.- nf-\ 

tout revient k chercher les valeurs des lettres suivantes y, d, e etc., ce 
qui se pourroit faire suivant les principes de la combinaison et variation; 
mais cela demanderoit des recherches fort dpineuses et ennuy antes, qu’on 
auroit m6me Men de la peine k pousser si loin qu’on en ptit ddcouvrir la 
loi de la progression; encore une telle loi conclue uniquement par induction 
seroit fort sujette k caution. . 

8. Mais la consideration que toutes ces probabilites ensemble doivent 
6tre egales k I’unitd nous fournit une route fort aisde pour determiner toutes 
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ces quantites a, (3, y, d etc. Nous u’aTons qu’a satisfaiie a cette equation: 
M= ^m-{- ymim — 1) -{- ^m(m — V)(m — 2) -j- em(m — l)(m — 2)(m — 3) + etc., 

en observant que les quantites a, y, S, s etc. ne dependent point du 
nombre m, mais qu’elles sent uuiquement determinees par les deux autres, 
n et k. 

Yoiei de quelle maniere on doit conduire le raisormement pour arriver 
a ce but. Puisque cette equation doit toujours avoir lieu, quelque valeur 
qu’on donne au nombre m, posons d’abord m == 0; et nous aurons 

(1-2 -3 •••»)*-' = «, 

d’ou nous tirons la mSme valeur pour a que je lui ai assignee auparavant. 
Posons ensuite pour m successivement les nombres 1, 2, 3, 4 etc., pour avoir 
ces equations 

{2.3-4---(n-f = 

(3 -d - 5 • • • == a + 2/? + 2;^, 

(4 • 5 • 6 • • • (w + 3))*-^ = « + 3/3 + 6;/ 4- 6d, 

(5 • 6 • 7 • • - (w -f 4))*-^ = a 4 4/3 + 12;^ 4 24d 4 24«, 

(6 • 7 • 8 • • • (» 4 5))*-^ = a 4 5|d 4 20;/ 4 60d 4 120« 4 120? 

etc.. 


d’ou Ton tirera sans difflculte successivement les valeurs de toutes les lettres 
/3, ;/, d, e, ? etc. jusqu’k la demiere to, qu’on trouvera aisement Stre =1, 
puisque le nombre des cas od tous les prix tombent sur des billets diff4- 
rens est 

m(m — l)(m — 2)(m — 3) • • • (m — (k — 1) w 4 1) • 


9. Soit, pour abreger, la valeur de M, en y posant en general m = X, 
indiqu^e de cette sorte 


et nous aurons 
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= a, 

JlfW = «+/?, 

J!f(^) = «+2/3 + 2j-, 

= a + 3/3 + Sj' -h 6(1, 
ilfW = « -f 4^ + 12 ;, + 24(1 + 24e 
etc., 

d’oti, prenant les differences, 

jf(i) _ if(«) = 

JfC3) _ Jf(3) = /? 4- 4;/ + ed, 
jfW _ JH'W = ^ 4 . 6 ;, _1_ 18d + 24e 
etc. ; 


et les secondes differences seront 


- 2Jlf« + = 2j/, 

jfw _ 2iif(*) 4- ijfw = 2;^ + ed, 

_ 2ilf w 4- JfW = 2/ 4- 12d 4- 246 

etc. ; 

de plus, les troisiemes differences 


If® — 3 Jf® 4- 3 if® — == 6 d, 

Jf ® — 3 Jf® + 3 if® — = 6 d 4- 246 

etc.; 


et les quatriemes 


if® — 4Jf® 4- Gif® — 4if(‘^ + if® = 246 
etc. 


Sur la continuation de ces differences, il ne sauroit y avoir aucun doute. 


IiBONHAitDi EuLKiii Opera omnia 1 7 Commentationes algebraicae 


22 
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10. Toutes ces valeurs etc., derivees de 

jf = ((«i -f l)(»i + 2) (wj 4- 3) • • • (w + n)Y-\ 

etant connues et independantes du nombre m, les quantites a,- /?, j', 6 etc., 
qui renferment la solution de notre question, sexont ddterminees ainsi: 

« = 

JfO) 

^ ; 

7= Ts ’ 

. if(»l - 3 + 3 - TWO) 

^ = — - — , 

if (4) - 4 (*) + 6 in - 4 Jf (0 4- If («) 

* 1-2-3-4 

etc. 


Or, parmi ees diverses valeurs derivees de M, nous connoissons les rapports 
suivans 

jfW = 


la premiere etant 


etc., 

JkfW = (1 . 2 • 3 • 4 • • ■ ny-\ 


D’oii, par cette seule valeur nous aurons 
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(i= 

t((’ 



Y = 

1*2 \ 

(t — 

a 


172^ 

c 

a 

1 •2- 


.1-1 


M + 2 n + 


- 8 {'i±i . + 3 - l). 


n + 1 n + 2 w + 3 n + .m+l n-\-2 w4-3\^” 


V~1 2 3 4 / — 

+ 6 fiii . 4 (^-)*“+ 1 


y-1 


etc., 


dont la progression est egalement evidente. 


11. Pour mieux voir la nature de ces nombres a, /3, $ etc., deve- 
loppons quelques cas particaliers; et supposons d’abord qu’il n’y ait qu’un 
seul prix dans chaque classe, de sorte que n = l, le nombre des classes de- 
meurant = A:. Soit A = 7r-[-l, pour avoir 1 — 1 = 71. Le nombre de tous 
les billets dans chaque classe sera done ==m-f-l et 1)", et partant 

J£(®) = 1, = = = = etc., 

d’oti nous tirons les valeurs suivantes: 



si Tt = 1 

si = 2 

si jr = 3 

m 

II 

si 7t = 6 

« = 1 

a = 1 

a == 1 

a — \ 

a = 1 

a = l 


/? = ! 

/? = 3 

/? = 7 

/3 = 15 

/? = 31 

3«_2-2"+1 
?'= 12 

j' = 0 

r = i 

j/ = 6 

y = 25 

II 

* _ 4’'— 3 -3" + 3-2*— 1 
~ 1 • 2 • 3 

d = 0 

d = 0 

d = l 

1 

d = 10 

II 

_ 5*— 4-4"+6-3''— 4-2’*+l 

8 = 0 

6 = 0 

6 = 0 

8 = 1 

6 = 15 

l-2-3*4 






etc. 

?=0 

?=o 

? = 0 

C=o 

? = ! 


22* 
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12. Soit main tenant le nombre des piix de cbaque classe » = 2, les 
deux autres nombres m et + I demeurant indetermines. Done, puisque 

Jf = (ot + iy{m + 2Y, 

nous aurons 

Jf'®> = 2*, = lf<®> = 12", Jf(*> = 20" etc., 


et partant; 


1 

i 

i 

i 

si 71 = 1 1 

1 

si 31 = 2 

si 71 = 3 

11 

« = 2 

a — 4 

« = 8 


/3 = 4 

l3 = S2 

^ = 208 

12*_2.6*+2'‘ 
y- 1-2 

y^l 

r = 

j 

= 38 

y = 652 

. 20*— 3 -12*+ 3 -6®- 2”^ 

^ 1 • 2 • 3 

d = 0 

d = 12 

d==576 

etc. 

« = 0 

« = 1 

05 

11 

QO 

OO 


^ = 0 

1 

= 0 

?=24 


1? = 0 

: n = 0 

n = 1 


13. II seroit inutile de developper plusieurs cas, puisque la determination 
des nombres a, jS, y, d etc. demanderoit des calculs trop embarrassans, qui 
meme, au bout du compte, ne nous fourniroient aucun eclaircissement sur la 
question dont il s’agit. D’ob Ton eomprend que, si Ton vouloit appliquer 
ces formulas b, I’exemple de la lotterie rapportee au commencement, en sup- 
posant 

n = 1000, m == 9000 et k = 5, 


d'ob resulteroit le nombre 


Jf = (9001 . 9002 ■ 9003 •• • 10000)^ 
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et ceux qui en sont derives 

Jf«')=(1.2.3 • • ■ 1000)*, 

jfW=(2.3-4 • • • 1001)*, 

jfW = (3.4.5 ... 1002)*, 

Jfw=(4.5.6 • • . 1003)* 
etc., 

oa seroit oblige de s’enfoncer dans de terribles calculs avant que de parvenir 
h, la connoissance des nombres a, /9, y, d etc., dont la multitude monte h 
4001. Ensuite, il faudroit encore multiplier chacun de ces nombres par les 
cogfficiens assignee an § 7, pour avoir les nombres de tous les cas on cbaque 
vari4t4 pent arriver. Et enfln, ayant trouv^ tous ces nombres, il resteroit k 
diviser chacun par le nombre M, pour avoir la probability que le nombre 
de ceux qui perdent dans toutes les classes soit ou 9000 ou 8999 ou 8998, 
jusqu’k ce qu’on parvienne k 5000. 


14. Il est bien certain que personne n’entreprendra jamais cet immense 
ouvrage, dans la seule vue de rdpondre aux entrepreneurs de la lotterie men- 
tionnde, k combien ils doivent probablement estimer la ddpense k laquelle ils 
s’engagent en promettant un ducat k chacun de ceux qui n’auront rien gagne 
dans toutes les 6 classes. Done, s’il n’y avoit point d’autre moyen de satis- 
faire k cette question, on seroit bien oblige d’en regarder la solution comme 
moralement impossible, et il n’y auroit d’autre parti k prendre que de con- 
seiller aux entrepreneurs d’une pareille lotterie de s’en tenir k quelque nombre 
mitoyen entre la plus grande somme de 9000 ducats et la plus petite de 
5000 ducats, qui constituent les limites de cette ddpense. Au reste, s’il ne 
s’agissoit que de tirer une seule fois cette lotterie, il ne vaudroit pas mSme 
la peine de se livrer k ce travail, quand meme il ne seroit pas si difficile, 
puisqu’un seul coup ne se regie jamais sur la probability. Mais si Ton vou- 
loit rdpeter plusieurs fois de suite cette meme lotterie, la question deviendroit 
plus importante, puisqu’alors la dite ddpense seroit tantot plus grande, tantdt 
plus petite; et ce n’est que dans ce cas qu’on pourroit btre assurd que le 
milieu entre toutes ces d^penses approchera d’autant plus de la somme d^ter- 
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minee par les regies de la probabilite, qu’on rdpetera plus de fois le tirage 
de cette mbme lotterie. C’est done cette somme moyenne que les regies de 
la probabilite nous doivent ddcouvrir. 


16. Or, quelque insurmontables que paroissent les calculs pour trouver 
cette somme, il se rencontre une certaine circonstance heureuse qui rend ex- 
trfemement facile I’execution de tons ces calculs, de sorte qu’on n’a pas mbme 
besoin de calculer les valeurs des nombres a, /3, y, d etc. On n’a qu’k s’en 
tenir aux formulas generates donnees dans le § 7; et puisque pour chaque 
nombre de ducats auquel la depense pent monter, la probabilite est comnae 
il suit: 


que la depense soit ' 
de tant de ducats ; 

1 

la probability 
est 

m 1 

a 

M 

m — 1 ! 


i 

m — 2 

ymim — l) 

M 

m — 3 

(}w — 2) 
M 


m — lh — Dn cJw0 w-l)(w-2)---(m -(fe-l)w + l) 

^ ^ M ’ 

la somme de ebaque dbpense multipliee par la probability donnera la vraie 
depense moyenne que nous cherchons, qui sera par consequent 

_ «w + ^m(m-l) + y>w(OT-l')fm — 2) +o!OTrw- l) ••• 

' " ' ' M ' ’ 

et je remarque que la valeur de cette expression peut &tre assignee sans qu’on 
ait besoin de developper ni les nombres a, /?, y, d etc. ni mSme le denomi- 

nateur Jf; ce qui est sans doute un evenement auquel on ne pouvoit pas 
s’attendre. 
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16. Ayant fait voir ci-dessus que les nombres a, (3, y, d etc. ne depen- 
dent pas du nombre m et qu’ils doivent &tre tels qu’U soit 

a -j- -f ym(m — 1) + Sm(m — l)(m — 2) -f- • • • 

-f- cow (w — 1) (w — 2) • • • (w — (k — 1) w + 1) 

= M = ((w 1) (w -j- 2) • • • (w + 


il s’ensuit d’abord qn’ecrivant w — 1 an lien de m, il faut qu’il soit 

a /3 (w — 1) + y (w — 1) (w — 2) -1 co (w — 1) (w — 2) • • • (w — (k — 1)») 

= (m (w -f 1) (w + 2) • • • + (m + w — 1)/ " S 

les nombres a, jS, y, d etc. dtant les mbmes qu’anparavant. Mais cette der- 
niere expression 

a + /S(w — 1) -f- y(m — 1) (w — 2) -|- etc., 

etant multipli^e par m, donne pr6cis4ment le num4rateur de la fraction que 
nous venous d’ assignor pour la quantity probable de la d4pense; d’ob nous 
concluons cette d^pense 

m{m{m -f 1) (w -I- 2) • • • (w -f » — 1)}*'“^ 

((w+ l)'(w-l- 2) ••• (w + «))*”* ’ 


qui se rdduit evidemment k celle-ci 


‘(“z-T"’ 

\m + nJ 


dont I’application se fera ais4ment k chaque cas proposd, sans qu’on ait be- 
soin de calculer ni les valeurs des lettres a, /?, y, d etc. ni le nombre M. 

Voilk done, contre toute attente, une solution aussi simple que belle de 
notre question, par laquelle nous connoissous qu’en general, le nombre des 
classes 4tant == k, le nombre des prix de chaque classe = % et le nombre 
de tons les billets la ddpense en question doit btre estimde 


m + n. 


17. Pour le cas de la lotterie ddcrite au commencement, ou ^ = 5, n — 1000 
et w = 9000, la d4pense en favour de ceux qui ne gagnent rien dans toutes 
les cinq classes doit &tre estim^e k 9000^^) ducats, ce qui fait 5904^, ducats. 
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d’oil Ton Yoit que ce milieu est beaucoup plus proche de la plus petite limite 
5000 que de la plus graude 9000. 

Soit, pour dormer un autre exemple, le uombre des classes encore k == 5 
le nombre des prix de cbaque classe n = 8000 et celui de tous les billets 
^-|-^ = 50000; done m = 42000; et quand on s’engage de payer aussi un 
ducat a chacun de ceux qui passent par les cinq classes sans rien gagner, 
cette depense doit Stre estimee, selon les regies de la probability, k 42000^^^ , 
e’est k dire k 20910^ ducats. 

18. En general, je remarque sur I’estime de cette depense que je viens 
de trouver quand il n’y aura qu’une seule classe, elle sera 

== m, 

auquel cas la probability devient une entiere certitude. 

Mais si la lotterie est composee de 2 classes, cette depense est 


pour trois classes elle devient 
pour quatre 


et ainsi de suite; de sorte qu’elle ddcrolt en raison de m-\-n km pour cbaque 
classe de plus. Done, si le nombre des classes etoit infini, cette ddpense se 
reduiroit k rien, quelque petit que soit le nombre des prix par rapport k 
tous les billets. 

Comme cette simple formule vient d’etre conelue d’un calcul extrymement 
embarrassd, il n’y a aucun doute qu’il n’y ait une autre m^tbode, fort simple, 
qui y conduise directement sans aucun ddtour. En effet, la seule conside- 
ration de cette formule nous fournit d’abord les raisonnemens qu’il faut faire 
pour y parvenir, que je vais mettre dans tout leur jour. 

19. On n’a qu’k parcourir successivement toutes les classes, en ryfidebis- 
sant que cbaque classe coutient en tout m -\- n billets, parmi lesquels il y a 


mm 

\m -h lif' ' 
(m nf ’ 
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n gains et m pertes. Done, la premiere classe etant tir4e, il y aura certai- 
nement m billets qui auront perdu; ceux-ci entrant dans la seconde classe, il 
est probable qu’il y en aura quelques uns qui gagnent, et cela dans le rap- 
port du n ombre de tons les billets w + n an nombre des prix n‘, done, de 
ees m billets qui ont perdu dans la premiere classe, il y aura probablement 
m ■ - qui gagneront dans la seconde classe; et partant, le nombre de ceux 

qui passent par les deux premieres classes sans rien gagner doit 6tre estime 

m 

= m ; — 

m + n 

Maintenant, ees billets entrent dans la troisieme classe; et, par la mSme 
raison, leur nombre entier sera k celui des billets qui perdront aussi dans 
cette classe comme m -f- « k m; par consequent, le nombre des billets qui 
passeront par les trois premieres classes sans rien gagner sera probablement 



Par ce mfeme raisonnement, on trouve que le nombre des billets qui 
passeront probablement par quatre classes sans rien gagner sera 



et en g4n4ral, si le nombre des classes est le nombre des billets qui 

passeront par toutes ces classes sans rien gagner doit 6tre fixe, selon les 
regies de la probability, k 


m 



et si Ton s’engage de payer k chacun un ducat, cette depense doit Stre estimee 
k ^ ducats, ce qui est prycisement la somme que j’ai trouvye au- 

paravant. 


20. Si cette route est pryfyrable k la premiere k cause de sa simplicity, 
la premiere a d’autres avantages trbs considyrables, en nous dycouvrant en 
detail la probability que la dypense ygale prycisyment une somme donnee. 
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Car, eomme il n’est pas meme probable que la depense actuelle soit la m6me 
que montre la probabilite, il est tres important que le denombrement de tous 
les cas possibles nous soit bien connu, pour nous mettre en etat de juger de 
la probabilite de chacun. Mais la derniere methode a pourtant cet avantage 
sur la premiere, qu’elle pent etre appliquee a des cas oti toutes les classes 
de la lotterie ne contiennent pas le meme nombre de prix; laquelle cir con- 
stance rendroit presque impossible la premiere methode. Cependant, il faut 
toujours supposer que le nombre de tous les billets soit le meme dans toutes 
les classes, puisque, sans cette condition, la question dont il s’agit ne sauroit 
avoir lieu. 

Soit done I le nombre de tous les billets de chaque classe, et posons 
le nombre de ceux qui perdent: dans la premiere classe = m, dans la seconde 
— m, dans la troisieme = m", _ dans la quatrieme = m"’, et ainsi de suite. 
Oela pose, le nombre des billets qui perdront dans toutes les classes sera 
probablement 

t tr tn TV V 

m m m m , 

jusqu’k ce qu’on ait parcouru toutes les classes. D’ou Ton voit que s’il y 
avoit une seule classe oh tous les billets gagnassent, quelqu’un des nombres 
m, m', m", m'" etc. evanouiroit et le nombre trouve se reduiroit k. zero, ce 
qui ne seroit plus la mesure de la probability, mais une certitude complette. 


21. Pour en donner un exemple, supposons qu’il y ait une lotterie com- 
posee de 5 classes, chacune renfermant 10000 billets, et dont la premiere 
contienne 1000 prix, la seconde 2000, la troisieme 3000, la quatrieme 4000 et 
la cinquieme 5000. Nous aurons done i!=10000; et les nombres des billets 
qui perdent dans chaque classe seront 

m = 9000, m = 8000, m"=7000, w"'=6000, w^==5000. 


Et partant, le nombre des billets qui passeront par toutes les 5 classes sans 
rien gagner sera, conformement aux regies de la probabilite. 


10000 -;^ * 


10 10 10 10 10 




l) L’edition Originale porte, par erreur, = 9000 ' ^ ^ ^ ^ = 1512 . L. G. D. 
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ou bien, on pent estimer qu’il n’y aura que 1512 billets qui perdront dans 
toutes les 5 classes; done, il est probable que de tons les 10000 billets il y 
en aura 8488 qui tireront quelque prix dans une ou plusieurs classes. Par 
consequent, pour ceux qui s’intdresseroient dans cette lotterie, on pent dire 
que la probabilite est ou , qu’ils ne passeront point par toutes les 

5 classes sans rien gagner. 
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D UN ETABLISSEMENT PUBLIC 
POUR PAYER DES PENSIONS A DES VEUVES 
EONDE SUR LES PRINCIPES LES PLUS SOLIDES 
DE LA PROBABILITE^) 

1. D’abord, un tel etablissement doit §tre eii etat de faire bien valoir 
les fonds qoi lui seront confi4s. Done, poor rendre mes recherches generales, 
je supposerai qu’un capital de 100 Eoubles puisse btre augments tous les ans 
de c Eoubles, de sorte que ebaque centaine de Eoubles s’accroisse apres un 
an a 100 + c Roubles. De Ik, un capital quelconque qui est k present = C 
deviendra au bout d’un an 



au bout de deux ans 



au bout de trois ans 



et en general au bout de n ans 

/i oo + c \V 

V 100 / 

Or, pour abreger, je mettrai 

100 + _ j.. 

100 


l) Voir les memoires 334, 335, 403 et 599 de ce volume. Voir aussi, sur les tontines, le 
fragment qui le termine ainsi que la preface de I'^diteur. L. G. D. 
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de sorte qu’im capital qui est a present = C croitra apres n ans h, la somme 
de h^G. D’oti il s’ensuit reciproquement qu’nne somme qnelconque S, payable 
apxfes n ans, doit etre estimee k present k la "valeur de p. Par ce moyen, 
on sera en etat de rMuire la juste valeur de toutes les sommes qne I’eta- 
blissement receyra, on qu’il sera oblige de payer aprbs un certain nombre 
d’annees, an temps present. De cette maniere, on pourra fixer le vrai prix 
present de toutes les recettes et depenses qne Tetablissement aura a faire 
dans la suite, et de Ik, on pourra juger aisement de Tdgalite ou inegalitd entre 
la recette et la depense, d’oti Ton connoltra si I’dtablissement, aprbs que tout 
sera fini. aura gagne ou perdu. Done, pour qu’un tel etablissement soit con- 
forme aux regies de la plus juste equite, il faut ajuster la recette et la de- 
pense en sorte qu’il s’y trouve a la fin une parfaite egalitd. Dependant, on 
comprend aisement qn’nne telle egalite ne doit pas etre observee k la rigueur, 
mais qu’elle doit toumer a I’avantage de I’etablissement, pour qu’on soit en 
etat de subvenir aux fraix que son administration exige. 

2. Maintenant, concevons un mari qui voudroit acquerir k, sa femme 
apres sa mort une certaine pension annuelle, que nous mettrons egale a jp; 
et il s’agit de ddterminer le prix que cet homme doit payer k I’etablisse- 
ment, ou a la fois ou successivement tons les ans tant qu’il sera en vie. 
Or ici, fi. est d’abord clair que la determination de ce prix depend non 
seulement de I’age du mari, mais aussi principalement de celui de sa femme. 

Posons done que le mari soit age de a ans et la femme de i ans; en- 
suite, soit x la somme qu’il paye d’abord a I’etablissement et que, dans la 
suite, il y foumisse encore tons les ans la somme = s, tant qu’il sera en 
vie. J’introduis ici d’abord ce double payement, a fin qu’on puisse ensuite 
supposer a volonte ou 2 = 0, en cas qu’il paye tout le prix a la fois, qui sera 
= X, ou bien qu’on puisse faire a: = 0, ou plutSt x = z, en cas que le payement 
se fasse successivement pendant toute la vie du mari. Tout revient done a 
regler tellement les sommes r et ^ qu’elles se trouvent dans une parfaite 
egalite avec la pension dont sa veuve apres sa mort peut esperer de jouir, 
non obstant tons les cas fortuits qui peuvent oceasionner la mort ou du mari 
ou de sa femme. 

3. Pour tenir compte de tons ces cas fortuits ok il seroit impossible 
de determiner quelque cbose, concevons qu’il se prdsente k la fois un grand 
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nombre de tels maris qni soyent tons ages de a ans et que toutes leurs 
femmes ayent aussi le meme age == J ; et il faudra regler les quantites a; et 
en sorte que toutes les sommes que Fetablissement tirera de tous ces gens 
ensemble, on k la fois ou successivement, etant r^duites an temps present, 
soyent precisement egales k la somme de toutes les pensions que les yeuves 
auront tirees jusqnes a leur mort, apres les avoir pareillement reduites au 
temps present. 

4. Pour determiner cette egalite selon les regies de la probabilite, il faut 
recourir aux principes de la mortality, qui ont ete tires d’un grand nombre 
d’ observations. Pour cet effet, considerons un grand nombre =JV' d’enfans 
qui soyent tous nes en meme temps; et pour donner a nos recberches la plus 
grande gen4ralit4, posons le nombre de ces enfans qui seront encore en vie 
aprfes un an, = (1) iV'; le nombre de ceux qui seront encore en vie apres 
deux ans, = (2) .N"; de la meme maniere, le nombre de ceux qui seront en- 
core en vie aprbs trois ans, = (3) apres 4 ans, = (4) iV etc., et en general 
apres n ans, == (w) 'N. Cela pose, il est clair que les caracteres 

(1), (2), (8), (4) etc. 

marquent de certaines fractions successivement decroissantes, en sorte qu ’apres 
100 ans elles evanouissent presque entierement. De Ik il est clair que, pour 
Page des maris, que nous supposons = a, si iV marque le nombre de tous les 
enfans qui ont 4t4 mis au monde avec eux en meme temps, le nombre de 
ceux qui vivront encore sera (a) 2V, et qu’au bout d’un an le nombre qui en 
vivront encore sera {a -|- 1) iV, et en gdn(§ral le nombre de ceux qui en seront 
en vie aprbs n ans sera 

{a -p vi) N. 

Ces mfemes formules auront aussi lieu pour les femmes, en ecrivant la 
lettre h au lieu de a. 

5. Or, en consultant les regitres de mortalite qui ont ete dresses tant 
en France qu’en Hollande pour le ealcul des rentes viageres, nous pourrons 
supposer k nos fractions (1), (2), (3) etc. les valeurs suivantes: 
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(1) == 0,804 : (25) = 0,552 j (49) = 0,370 ; (73) = 0,145 

(2) = 0,768 (26) = 0,644 | (50) = 0,362 | (74) = 0,135 

(3) = 0,736 (27) = 0,535 | (51) = 0,354 i (75) = 0,125 

(4) =0,709 ' (28) = 0,625 | (52) = 0,346 (76) = 0,114 

(5) =a688 i (29) = 0,516 : (53) = 0,336 (77) = 0,104 

(6) = 0,676 I (30) = 0,507 j (54) = 0,327 (78) = 0,093 

(7) = 0,664 i (31) = 0,499 i (55) = 0,319 (79) = 0,082 

(8) = 0,653 I (32) = 0,490 | (56) =0,310 (80) = 0,072 

(9) = 0,646 I (33) = 0,482 ■ (57) = 0,301 ; (81) = 0,063 

(10) = 0,639 i (34) = 0,476 ' (58) = 0,291 (82) = 0,054 

(11) = 0,633 ! (36) = 0,468 (59) = 0,282 (83) = 0,046 

(12) = 0,627 I (36) = 0,461 ; (60) = 0,273 (84) = 0,039 

(13) = 0,621 (37) = 0,454 (61) = 0,264 (85) = 0,032 

(14) = 0,616 I (38) = 0,446 ' (62) = 0,254 I (86) = 0,026 

(15) = 0,611 j (39) = 0,439 (63) = 0,245 ^ (87) = 0,020 

(16) = 0,606 : (40) = 0,432 I (64) = 0,235 (88) = 0,016 

(17) = 0,601 i (41) = 0,426 ; (65) = 0,225 : (89) = 0,011 

(18) = 0,596 I (42) = 0,420 ! (66) = 0,215 | (90) = 0,008 

(19) = 0,590 I (43) = 0,413 j (67) = 0,205 | (91) = 0,006 

(20) = 0,584 I (44) = 0,406 j (68) = 0,195 | (92) = 0,004 

(21) = 0,577 ^ (45) = 0,400 I (69) = 0,185 I (93) = 0,003 

(22) = 0,671 i (46) = 0,393 i (70) = 0,175 i (94) = 0,002 

(23) = 0,565 (47) = 0,386 I (71) = 0,165 | (95) = 0,001 

(24) = 0,559 (48) = 0,378 ! (72) = 0,156 1 

Cette table est tiree des Memoires de I’Academie de Berlin pour I’annee 
1760,^) ou Ton trouve exposes en general tons les principes d’oii il faut resoudre 
toutes les questions qui peuvent Stre proposees sur cette naatiere. Or, il faut 
bien remarquer que cette table pourroit bien exiger des ebangemens asses 
considerables par rapport b la diversite des pals et de la maniere de 
vivre. 


1) H s’agit du memoire 334 de ce Tolume; la table s’y trouve p. 87. Voir aussi la aote 1 
p. 86. L. G. D. 
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6. Soit a present M le nombre de tons les marts, ages de a ans, qui 
se presentent k la fois pour procurer b leurs femmes apr'es leur mort une 
pension annuelle =_p; et pour trouver combien de ces maris seront encore 
en vie an bout d’un an, on n’a qu’k faire cette proportion 


(a) iV : (a -f 1) ISr = Jf : M. 


De la meme manifere, apres deux ans, il y [en] aura encore en vie M] 
apres trois ans — et en general apres n ans, le nombre de ceux qui 
seront encore en vie sera 


(« + »o 
(«) 


M. 


D’ou Ton pourra aisement conclure le nombre de ceux qui seront morts pen- 
dant le courant de chaque annee. II en est de meme de leurs femmes, aux- 
quelles nous supposons le meme age = b, dont le nombre etant k present 
pareillement =M, le nombre de celles qui seront encore en vie aprfes un 
an sera = — aprfes deux ans M, et en gdndral aprfes « ans 

Q±^M 


7. Passons a present successivement d’une annee a I’autre et voyons 
combien d’ argent I’^tablissement recevra chaque annde et combien il sera 
obligd de debourser, en r^duisant tant la recette que la depense au temps 
present, selon les rbgles rapportees cy-dessus. Et d’abord, puisque chaque 
mari paye au commencement x, la somme que I’dtablissement recevra sera 
= Mx; et c’est le seul article qui entrera ici en compte, puisque, dans la 
premifere ann4e, il n’y aura pas encore de pensions a payer. Car, quoique 
quelques-uns de ces maris puissent mourir pendant le courant de la premiere 
ann4e, nous supposerons toujours que le payement de la pension ne commen- 
cera qu’avec I’arm^e prochaine. 

8. Passons k present k Tannde suivante, ok le nombre des maris encore 

vivans sera et par tant celui de ceux qui seront morts 


24 * 


(«) 
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De la meme maniere, le nombre des femmes qui seront encore en yie sera 


efc partant, il en sera mort 


(^> + 1) 


(&)-(6+l) 


Id, il y aura done quatre cas a considerer. 

Le premier est de ces maris dont les femmes seront encore en vie; efc 
leur nombre sera 

fc^ + i ) (fe + 1) ^ 

(«) W 

Car, puisque le nombre de tons les maris vivans est M et que le 

nombre de fcoufces les femmes est k, celui de celles qui sont vivantes encore 
il est clair que le nombre des maris dont les femmes vivent 

doit dre 

(g + l) (fe+ 1) Tir 
(a) (6) 

Or, chacun de ces maris paye a I’etablissement la somme = 2 qui, etant 
reduite au commencement, devient j, et partant, la caisse recevra la somme 


(« + l) (^ + 1) 71/- f 

(a) ■ (6) -k' 

Le second cas comprend les maris qui auront perdu leurs femmes, dont 
le nombre sera 

(g+l) (&)-(Z,+ i) 

(®) Q>) 

Or, de ce cas, la caisse ne souflre aucune alteration, de sorte qu’il n est pas 
necessaire d’en tenir compfce. 

Le taroisieme cas regarde les femmes qui auront perdu leurs maris; et 
puisque le nombre de toutes les femmes qui seront encore en vie est 
le nombre de celles qui auront perdu leurs maris sera 


(fc + l) (a)-(a-pi) 

(6) W~ ^ 
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Done, puisque la caisse doit payer k ehacune de ces femmes la pension annu- 
elle =jj, qui vaut k present = -|-, cette depense sera 

= (i±i) («)-(« + 1) P 

■ Q>) ' (a) ' 7c ■ 

Le quatrifeme cas, on tant le mari qne la femme seroient morts pendant 
la premiere annee, ne vient pas ici en consideration, vu qu’il ne produit ni 
de recette ni de depense. 

9. Tenons k present a la troisikme annee, ok le nombre des maris en- 
core vivans est M et des femmes vivantes = M\ d’ oil le nombre 
des maris dont les femmes vivent encore est 

+ 2 ) 

{ay {ly^^^- 

Done, puisque chacun paye a I’etablissement la somme z, qui vaut k present 
jj.-* , cette recette sera 

= ( ^ + 2) 71 ^ 

■(a) ■■ (&) hh 

Consid^rons les femmes qui n’auront plus de maris, dont le nombre 

sera 

_ (^ + ^) («)-(» + 2) 1^. 

~ y ’ 

et puisque chacune re^oit la pension —p, qui vaut k present la depense 
de I’etablissement pendant cette ann4e sera 

(hi- 2) (a )-(ai-2) ^ p 
(b) ■ (a) U 

Les deux autres cas, ou les maris auroient perdu leurs femmes ou qu’ils 
seroient morts tous les deux, n’entrent ici en aucune consideration. 

10. De la mbme manifere, en considdrant la quatribme annde, on verra 
aisement que la recette de la caisse doit etre fixde k 

1 ^ 1 ^) M ^ • 

(«) ■ 
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or, la depense faire vaudra k present 

( ^ + 3) ( Q)-(ft + 3) „ p 

(b)"' («) ^ 'fcf 


Et pareillement, I’annee cinqnieme fouirura a la caisse une somme dont la 
valeur est k present 


(^+^) (PjtA) Ilf 

~ (a) • 


r’ 


la depense reduite au mSme temps etant de 


( a) — (g + ^ ) P 

(&) • (a) 

Et ainsi de suite, jusqu’k ce que les charactkres (a -1- n) et (b + «) evanouis- 
sent entierement. 


11. Comme la recette de I’etablissement renferme deux parties dont la 
premiere est la somme payee dfes le commencement, qui est = Mx, posons 
toutes les sommes qui composent I’autre partie = MZ, de sorte que 


y + 1) 


(b 4- 1) 

(&) 


z I (a 4" 2) (6 4" 2) s 


h 


r + 


(«) (&) 


+ 


(^ + ^) (^+4) ^ , 

(a) Q>) 


(a 4- 3) (?> + 3) 

' (a) ■■ (6) 


z 

¥ 


De la mSme maniere, posons pour toutes les depenses k faire MP, de sorte que 
(b) (a) "Wr' V ~ ~U)~) ¥ 


(^> + 3) 

Q>) 


(6) 

(«+3)\P 
V {aj )¥ 


6tc. 


Or, mettant selon les rfegles de I’equite une parfaite dgalitd entre la recette 
de la caisse et sa depense, et nous aurons cette equation k resoudre; 


x-\-Z=F, 

d’ou Ton pourra determiner les quantitds inconntles x et z, en prenant Tune 
on I’autre k volont4, selon qu’on jugera apropos. 
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12. Pour rendre ce calcul plus ais4, on n’a qu’k calculer, de la table que 
nous avons donnee ci-dessus ou d’une autre qu’on jugera plus convenable, 
les deux progressions suivantes 


I B — 4- 4- 4- (A±^) J_ etc 


11 . G- 


(a + l)(&+l) I (a + 2)(7)+ 2) (a+3)(6 + 3) 

(a)(Jj7c ■*" (a){h)T^ --fete., 


et ayant trou\"4 les valeurs de ces deux progressions B et O pour ckaque 
cas, k cause de 

Z=Oz et P^(B — C)p, 
nous aurons cette equation 


X Cz ^ {B — 

d’ou Ton ddterminera ais^ment les prix a: et que chaque mari sera oblige 
de payer par rapport k son propre age et k celui de sa femme; et de cette 
manibre, I’dtablissement sera mis parfaitement d’accord avec les rbgles de la 
plus rigoureuse dquitb, de sorte que personne, de quelque 4tat et de quelque 
condition que ce soit, ne spauroit trouver aucun sujet de se plaindre. 

13. Pour faciliter le calcul de ces deux progressions, il sera bon de 
reduire toutes les fractions k un meme dbnominateur, qui sera (b)TG pour la 
sdrie B, et («)(&) A:” pour la serie C; alors le calcul deviendra fort aisb, quand 
on commencera.par le dernier terme, k ajouter ensemble tous les numdrateurs. 
Ainsi, pour la progression B, on aura la sdrie suivante des numerateurs, 
pour en prendre la somme 

(95) + (94) k + (93) k^ + (92) + (91) k*-^ h (6 + 1) 

ok I’on voit aisement que n = — b — 1. La somme de cette sbrie dtant 

done fiommbe = S, on aura 

j> 

ok 1 = 95 — b. 
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De la laSme maniere, si nous supposons a = b d, les num^rateurs de 
la progression C etant ranges k rebours seront 

(95) (95 + (i) + (94) (94 (93) (93 + d)¥ + (92) (92 + <i!)A"+--- 

-j- (5 -f- 1) (5 “t- 1 -j- d^Jc’^ , 

dont la somme etant suppos4e = T, on aura 

T 

( 6)(6 + Oft ”'^’ 

oil il y aura encore n — Q5 — I — 1 — 94 — 1. 

Par ce moyen, on calculera aiseinent les valeurs de nos deux progressions 
£ et G pour tons les ages b de la femme et paredlement pour tous les ages du 
mari, pourvu que la difference entre les deux ages soit la meme =d ei que 
I’interfet anquel I’titabliasenient peut faire valoir ses fonds soit determine. 

14. Comme on ne s^anroit regarder les valeurs des fractions (1), (2), (3) 
etc., rapport4es cy-dessus, comme justes k. la dernifere rigueur et que d’ailleurs 
la nature meme de telles questions n’est pas susceptible d’une parfaite pre- 
cision dans I’execution, il seroit fort superflu de vouloir ajouter ensemble 
tous les termes pour tous les ans; il suffira, au contraire, de prendre partout 
cinq termes ensemble, en supposant leur somme cinq fois plus grande^) que 
leur terme moyen. Ainsi, au lieu de ces termes: 

(95) -f (94) Jc -f (93) Jd 4- (92) + (91) 

on mettra asses exactement 5(93)fc^ 

De la meme manibre, pour les cinq snivans, on mettra 5(88) S’; et ainsi 
de suite jusqu’k, ce qu’on parvienne k, la fin; et on se servira de ce mSme 
moyen pour I’autre progression, C, ce qui abregera trbs considerablement le 
calcul. 

15. Ensuite, il ne semble pas necessaire d’acbever ces calculs popf tous 
les ages de la femme d’annee en annbe, mais il suffira de passer par des in- 

l) L’edition originale porte, par erreur, leur somme cinq fois plus grande que cdle de leur 
terme tnogen. L. G. D. 
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tervalles de 5 ans; et pour cet effet, on pourra toujours supposer I’age de la 
femme exprime par un nombre divisible par 5. Posons done I’age de la 
femme 

et pour trouver la progression B, on aura son numerateur 

5= 5(93)F + 5(88)*' + 5(83)*'* + . . . 4- + 3)*“-*, 

ou ^^ = 94 — 5/3; et de 1^, on aura 

B__ 

(5/S)*»+i’ 

ob « 4- 1 = 95 — 5/3. De la m^me manibre, en supposant a = 5/3 4- d, on aura 

r= 5 (93) (93 4- d) ** + 5 (88)(88 -f («)*' + 5 (83) (83 4- d!) *'* 4- • ■ • 

4- 5 (5)5 4- 3) (5/3 4- 3 4- 1?)*""* 

et de Ik. on tirera la valeur 


(5/3)(5^-l-d)*"+i‘ 

Or, dans I’exbcution de ce calcul pour tons les cas qui peuvent avoir lieu, 
il suffira aussi de prendre pour la difference entre les deux ages, que nous 
supposons = d, seulement des nombres divisibles par 5, en posant d’abord 
(/ == 0 et ensuite d = 5, = 10, <? = 15 etc.; et en cas que la femme soit plus 

agbe que le mari, on fera le mbme calcul pour les cas d = — 5, d = — 10, 
d = — 15 etc. 


16. Appliquons maintenant ces rbgles b des cas rbels et supposons 
d’abord que I’etablissement puisse faire valoir ses fonds h 6 pour cent par 
an, et nous aurons 

j 106 

* "^100 

et partant 

log. * = 0,02531, 
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d’oii il lie sera pas difficile de calculer la table suivante, qui nous montre la 
valeur de la lettre JB pour tous les ages de la femme de 5 en 5 ans. *) 


1 i 

log. 5(6 + 3)^’*-' 

o(6 + 3)7<f-® 

8 

B 

90 

8,226703 

0,01685 

"1 

0,016 85 

1,573 91 

85 

9,052203 

0,11277 i 

0,12962 

2,26184 

80 

9,665400 

0,46281 : 

0,59243 

3,43334 

76 

0,097655 

1,25214 ■ 

1,84457 

4,60116 

70 

0,417070 

2,612 57 * 

4,45714 

5,93433 

66 

0,672264 

4,70179 

9,15893 

7,08739 

60 

0,897 924 

7,90540 i 

17,06433 

8,13244 

55 

1,099180 

12,56551 ! 

29,629 84 

; 9,03034 

50 

1,288156 j 

19,41581 

49,045 65 

9,84301 

45 

1,465838 

29,23059 ! 

78,276 24 

10,62372 

40 

1 1,630825 

42,73908 ! 

121,01532 j 

11,36407 

35 

1,790 739 

61,76453 

I 

182,77985 ' 

11,83942 

30 

’ 1,950981 

89,32658 

272,10643 

12,157 65 

25 

1 2,114622 

130,20339 i 

402,30982 

1 12,33704 

1 

20 

2,273041 

187,51706 1 

589,82688 

12,77532 

15 

^ 2,422768 

264,70851 

854,53539 

13,21964 


l) Comme les valeurs de la lettre B servent de base commune aux tables subsequentes ainsi 
qu^a celles des paragrapbes 30 et 31, nous avons tenu a donner ici cette base exactement. Yoir 
la note 1, p. 196 et 212. 

Les cbiifres de Tedition originale sont les suivants. 


b 

log.5(5 + 3)^"«-s 

5(6-f3)fc»-S 

s 

B 

90 

8,226 703 

0,01685 

0,01685 

1,57430 

85 

9,062 203 

0,11277 

0,12962 

2,31453 

80 

9,665 400 

0,46281 

0,69243 

3,43333 

75 

0,097 655 

1,26215 

1,84458 

4,601 16 

70 

0,417070 

2,612 60 

4,46718 

5,93434 

65 

0,672267 

4,70183 

9,16901 

7,08740 

60 

0,897928 

7,90549 

17,06450 

8,113 72 

55 

1,099185 

12,565 67 

29,63017 

9,08032 

50 

1,288161 

19,41605 

49,046 22 

9,84297 

45 

1,465344 

29,23102 

78,277 24 

10,62377 

40 

1,630832 

42,73975 

121,016 99 

11,36403 

35 

1,790747 

61,76564 

182,78263 

11,84090 

30 

1,950989 

89,32830 

272,11093 

12,16794 

26 

2,114631 

i 130,20600 

402,81693 

12,33890 

20 

2,273060 

I 187,62094 

1 589,83787 

12,77626 

15 ; 

2,422778 

1 264,71486 

1 864,662 73 

13,21976 


L. G. 33. 
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17. Apres avoir construit cette table pour la lettre B, il ae sera plus 
difficile de calculer ceUe de la lettre G, pour chaque difference qu’on mettra 
entre I’age du mari, a, et celui de la femme, 6; car, en supposant a == 6 + d, 
on n’aura qu’k multiplier les nombres de la troisibme colomne de la table 
precedente, sous le titre cbacun par (fe + S + d), ou Men on 

ajoutera au logaritlime rapporte dans la seconde colomne le logaritbme du 
nombre (6 + 3 + cf alors, on ajoutera toutes ces valeurs ensemble, comme 
auparavant, pour avoir les nombres contenus sous la lettre T, dont cbacun 
doit 6tre divise par le produit du diviseur precedent multipli^ par 

(I -f- d); et de cette manitre, on aura la valeur de la lettre C. 

Cela remarqu^, on n’aura qu’k prendre successivement pour la difference 
d les valeurs 

0, 5, 10, 15, 20, 25, 30 

et ensuite aussi 

— 5 et — 10. 


Nous donnerons ici des tables partienlibres pour cbacun de ces cas et, pour 
en abrbger les titres, nous mettrons 


et 


F=5(J + 3)*"-*(5H-3 + <«) 
W^{b)k”+^{b + d). 


18. Soit done d’abord d = 0, ou Men Page du mari bgal k celui de la 
femme; et nous aurons 

F= 5(5 + 3)/;”-* (6 + 3) 
et 

TF=(5)r+‘(fe), 

d’ob. nous calculous la table suivante. 
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1. TABLE!) 

des valeurs de la lettre C et de B — G, pour le cas a — b. 


1 ! 

1 

F i 

1 

T 

G 

B-C 


90 ' 

0,00005 

0,00005 

1 

0,59036 1 

0,983 94 


85 

0,00169 

0,00174 

0,97127 j 

1,34326 


80 

0,02129 

0,02303 

1,85370 

1,579 63 


75 i 

0,11645 

0,13948 

2,78338 1 

1,817 78 


70 i 

0,37882 

0,51830 

3,94325 ! 

1,99109 


' 65 I 

0,91686 

1,43516 

1 4,935 78 

2,15162 


60 j 

1,93684 i 

3,37200 

; 5,88643 

2,22729 


55 

3,65661 , 

7,02861 

: 6,71502 i 

2,31530 


50 

6,52380 s 

13,55241 

i 7,51325 

1 2,32972 


45 

i 11,04933 

24,60174 

8,347 30 

1 2,27647 

j 


40 ' 

17,65153 

42,25327 

9,18466 

1 2,17937 


36 

27,54752 

69,80079 

9,66070 

2,18020 


30 

43,05620 ! 

1 112,856 99 

9,94542 

2,21252 


25 

68,35816 

181,21515 

j 10,066 90 

2,27200 


20 

1 105,94922 

1 287,16437 

t ’ 

j 10,65010 

2,12516 


15 

157,77000 

444,93437 

j 11,26502 

1,95474 



1) Cette table reproduit les cbiffires de Tedition originale; Toir la note precedente. 

Comme les cbiffres de la derniere colonae de cette table se retronvent, multiplies par 100^ 
dans la table I p. 206, puis de nouveau, mais autrement disposes, dans la table I p. 212 — 213, 
nous donnons ici les valeurs eiaetes de la dijfference B — C, A Taide de la table precedente qui 
donne les valeurs exactes de JB, le lecteur en deduira immediatement les valeurs correctes de 0, im- 
portantes pour les tables IT p. 207 et p. 214—215. 

Yoici done les valeurs exactes de JB — C, pour le cas a — et pour les ages 5= 90, 85, 
80, . . . 20, 15 



B~-C 

h 

JB--C 

b 1 

i ! 

B^G 

h 

B^ C 

90 

i 0,99011 

70 

1,99102 

50 

1 2,329 72 

30 

2,21222 

85 

1 1,31301 

66 

2,15161 

45 

1 2,27641 

25 

2,27009 

80 

1 1,57961 

60 

2,24600 

40 

1 2,17940 

20 

2,12614 

76 

i 1,81781 

65 

2,31530 

36 

2,17870 

15 

1,95463 


L. G. B. 
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19. Supposons k present que ckaque mari soit de 5 ans plus age que 
sa femme, de sorte que d == 6; et nous aurons 


et 


F=5(6 + 3)fc”-*(6-f8) 
TF= (6)7c"+‘ (J + 5), 


d’ou nous tirerons la table suivante. 


II. TABLE 0 

des valeurs de la lettre (7 et de J5 — C, i30ur le cas « = 6 + 5. 


1} 



V 

T 

c 

B-C 

85 

0,00034 

0,00034 

0,741 61 

1,672 92 

80 

0,006 94 

0,00728 

1,318 44 

2,11489 

75 

0,057 60 

0,06488 

2,247 76 

2,35340 

70 

0,24297 

0,30785 

3,27900 

2,65634 

65 

0,68177 

0,98962 

4,375 91 

2,71149 

60 

1,54157 

2,53119 

5,36130 

2,752 42 

55 

3,07858 

5,60977 

6,26254 

2,767 78 

50 

5,65008 

11,25986 

7,08375 

2,75922 

4:5 

9,82162 

21,08147 

7,903 74 

2,72003 

40 

16,155 63 

37,13710 

8,718 34 

2,645 69 

35 

25,50924 

62,64634 

9,39304 

2,447 86 

30 

39,84045 

102,48679 

9,78417 

2,373 77 

25 

62,75929 

165,24608 

9,99457 

2,34433 

20 

98,44844 

263,69452 

10,346 64 

2,428 62 

15 

149,56380 

413,25832 

10,946 83 

2,272 93 


l) Les chiflfres de cette table sent ceux de I’edition origiaale. Pour les raisons eiposees dans 
la note precedente, nous donnons ici les valeurs correctes de B — 0 pour le cas a = 2> + 6. 


1 

B^C 

b 

B^C 

1 

B-C 

b 

B- C 

85 

1,52022 

66 

2,71135 

45 

2,719 96 

25 

2,336 33 

80 

2,11490 

60 

2,77109 

40 

2,621 98 

20 

2,42468 

75 

2,36340 

55 

2,76774 

36 

2,43121 

15 

2,27011 

70 

2,65531 

50 

2,76923 

30 

2,36381 




L. G. D. 
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leors ^ 

^ ’"-«(6 + 3)i->(S + 18) 

Jr-(J)i-+>(J + io), 

Cela remaiqai »us en tirerons la table sniyante. 

in. TABLE 1) 


i 

7 

80 

0,001 39 

75 

0,018 78 

70 

0,12018 

65 

0,43727 

60 

1,14629 

55 

2,45030 

50 

4,75693 

45 

8,50623 

40 

14,36056 

35 

23,34743 

30 

36,892 60 

25 

68,07200 

20 

90,38520 

15 

138,97510 


0,00139 
0,02017 
0,14035 
0,57762 
1,72391' 
4,17421 
8,93114 
17,43737 
31,79793 
65,145 36 
92,03796 
150,10996 
240,49516 
379,47026 


1,00694 
1,57227 
2,69532 
3,67577 
4,69466 
5,65406 
6,56546 
7,418 73 
8,24852 
8,92982 
9,51886 
9,83567 
10,27390 
10,63451 


2,42639 

3,02889 

3,33902 

3,61163 

3,41907 

3,376 26 

3,27751 . 

3,20504 

3,115 51 

2,91108 

2,63908 

2,60323 

2,50136 

2,58526 


1 p. 196. Void 


b 

JB~C 

h 

B~C 

1 AV. 

b 

B-O 

b 

B-C 

80 

76 

70 

66 

2,42640 

3,02889 

3,33898 

3,61169 

60 

56 

50 

45 

3,43776 

3,37626 

3,27762 

3,20626 

40 

35 

SO 

25 

3,11662 

2,90967 

2,63876 

2,60133 

20 

15 

1 

2,60139 

2,68609 


L. G. B. 
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21. Soit a present d==15, c’est k dire I’age des maris de 15 ans plus 
grand qne celui des femmes; et nous aurons 


et 


F=5(6 + 3)A:’-X2> + 18) 
TF= + 15), 


d’ou nous pourrons calculer cette table. 


IV. TABLE 1) 

des valeurs de la lettre (7 et de B — C, pour le cas a = & + 15. 


6 

V 

T 

c 

B-C 

76 

0,003 76 

0,00376 

1,17238 

3,428 78 

70 

0,03919 

0,04295 

1,78700 

4,14734 

66 

0,21628 

0,25923 

2,78607 

4,30133 

60 

0,73521 

0,99444 

3,79137 

4,32235 

55 

1,82202 

2,81646 

4,90495 

4,12537 

50 

3,78614 

^ 1 

6,60260 

5,88915 

3,95382 

45 

7,16160 

13,76420 

6,84268 

3,78109 

40 

12,43729 

26,20149 

7,71295 

3,65108 

35 

20,75324 

46,96473 

8,40164 

3,43926 

30 

33,76608 

80,72081 

9,01628 

3,14166 

25 

53,77512 

134,49593 

9,54700 

2,79190 

20 

83,63437 

218,13030 

10,095 03 

2,68023 

15 

127,59235 

345,72265 

10,54870 

2,67106 


l) Les chiffires de cette table sont ceui de I’edition originale; voir la note 1 p, 196. Voici 
les valeurs correctes de JR — G pour le cas a=6 + 15. 


1) 

O 

1 

b 


h 


b 

B-0 

76 

3,42878 

66 

4,125 37 

35 

3,43775 

16 

2,67090 

70 

4,147 31 

oO 

3,95384 

30 

3,14154 



65 

4,30131 

46 

3,78100 

25 

2,79003 



60 

4,34107 

40 

3,661 09 

20 

2,68026 




L. G. D. 
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22. Supposons que les mans soyent de 20 annees plus ag^s que les 
femmes, de sorte que <2 = 20; et nous aurons pour ce cas 


et 


F=5(J + 3)A:"-*(i6 + 23) 
TT- + 20), 


d’oii nous tirons la table qui suit. 


V. TABLE*) 

des valeurs de la lettre C et de B — C, pour le cas a = 6 + 20. 


h 

V 

T 

G 

B-C 

10 

0,00784 

0,00784 

1,30478 

4,629 66 

65 

0,07053 

0,07837 

1,89513 

5,1922T 

60 

0,36365 

0,44202 

2,92575 

5,18797 

55 

1,16861 

1,61063 

3,92695 

5,10337 

50 

2,81533 

4,42596 

5,07564 

4,767 33 

45 

5,70005 

■ 10,12601 

6,10796 

4,51581 

40 

10,47124 

20,59725 

7,08484 

4,27919 

35 

17,97379 

; 38,571 04 

7,83184 

4,009 06 

30 

i 30,01428 

68,585 32 

8,46494 

3,69300 

25 

1 49,21790 

117,803 22 

9,03105 

3,30785 

20 

1 77,44627 

195,249 39 

9,789 10 

2,98616 

15 

1 118,06274 

! 313,31213 

10,35643 

2,863 33 


sont ceus de I’edition originale; voir la Dote 1 p. 196. Voici 
valenis correctes de J5 — (7 pour le cas a = 6 -)- 20. 


ft I 

1 s~c 

^ 1 


d 


h 

B — C 

70 

65 

eo 

' 4,62945 

5,19225 
5,20666 

55 

50 

45 

5,10339 

4,76737 

4,51582 

40 

35 

30 

4,27910 

4,00760 

3,69265 

26 

20 

15 

3,306 95 
2,98617 
2,86816 


L. G. D. 
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23. Supposons que les maris soyent de 25 ans plus ag^s que les femmes, 
de sorte que == 25; et nous aurons pour le calcul present 


et 


F=5(6 +3>’‘-’(J -{-28) 
W = Cb)k’‘^^(b + 25), 


d’oii nous pourrons construire la table qui suit. 


VI. TABLE!) 

des valeurs de la lettre C et de £ — C, pour le cas a = &4-25. 


6 

F 

T 

C 

JB-C 

66 

0,01410 

0,01410 

1,363 85 

5,723 55 

60 

0,11858 

0,132 68 

1,975 98 

6,137 74 

56 

0,57802 

0,71070 

3,00831 

6,02201 

50 

1,80570 

2,51640 

4,04009 

5,80288 

46 

4,23850 

6,75490 

5,238 68 

5,386 09 

40 

8,33426 

15,08916 

6,29752 

5,066 51 

36 

15,13260 

30,221 76 

7,17060 

4,67040 

30 

25,96460 

56,186 36 

7,869 40 

4,288 54 

26 

43,749 20 

99,93556 

8,465 50 

3,87340 

20 

70,88300 

170,818 56 

9,249 37 

3,525 89 

10 

109,32705 

280,145 61 

10,031 81 

3,18795 


1) Les chiffres de cette table sent ceux de I’edition originale; voir la note 1 p. 196. Void 
les valeurs correctes de B C pour le cas a = & + 25. 


1 


b 


1 

G 

b 

B-C 

65 

5,72266 

60 

5,80291 

36 

4,66888 

20 

3,52430 

60 

6,16669 

45 

5,38604 

30 

4,28403 

15 

3,16777 

66 

6,02199 

40 

5,06666 

26 

3,86898 




L. G. D. 
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24. Soit, I’age du mari de 30 ans plus grand que celui de la femme, 
ou bien soit (?=30; et nous aurons, pour le calcul de la table suivante, 


et 


void la table. 


F=5(6 + 3)r-> + 33) 
TF== + 30); 


m TABLE!) 

des valeurs de la lettre C et de J5 — C, pour le cas a = & + 30. 


1 

^ 1 

i 

r 

T 

■ 

C 

jB-C 

1 

60 ! 

0,023 72 

0,02372 

1,41303 

6,70069 

55 ; 

0,18848 

0,21220 

2,020 99 

7,009 33 

50 j 

0,89314 

1,10534 

3,08096 

6,76201 

45 

2,71849 

3,82383 

4,15173 

6,47204 

40 

6,19727 

10,02110 

j 

5,37729 

1 

5,986 74 

35 

12,04430 

22,06540 

1 

! 6,35219 

1 

5,488 71 

30 

21,885 40 

i ' 

! 43,95080 

I 7,19292 

4,96502 

25 1 

37,89000 

; 81,84080 

i 7,86720 

4,47170 

20 1 

63,00700 

1 144,84780 

1 8,66642 

4,10884 

15 

1 100,062 32 

1 244,91012 

9,47166 

3,74810 


l) Les oHffres de cette table scat ceux de I’edition originale; voir la note 1 p. 196. Voici 
les valeurs eorrectes de 5 — C pour le cas a = 6 + 30. 


5 

B^G 

h 

B-^C 

h 

B — C 

h 

B-C 

60 

6,71939 

46 

6,47199 

30 

4,96470 

16 

3,747 96 

56 

7,00932 

40 

5,98677 

25 

4,46982 


50 ! 

6,76204 

35 

5,48706 

20 

4,10885 
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25. Developpons encore quelques cas oil les femmes sont plus agees 
qne les marls; et soit d’abord d = — 5, on bien a = l — 5; et nous aurons, 
pour le calcul suivant, 

F=5(& + 3)Af-*(& — 2) 
et 

pr=(6)r+*(& — 5); 

et de Ik on construira la table qui suit. 


Vm. TABLE 1) 

des valeurs de la lettre C et de B — C, pour le cas a = h — 5. 


b 

V 

T 

C 

B-G 

90 

0,00025 

0,00025 

0,729 74 

0,84456 

86 

0,00619 

0,00544 

1,31843 

0,99610 

80 

0,04304 

0,04848 

2,247 66 

1,185 67 

75 

0,18156 

0,23004 

3,27896 

1,322 21 

70 

0,60945 

0,73949 

4,37586 

1,55849 

66 

1,15195 

1,89144 

5,36127 

1,72613 

60 

2,30050 

4,19194 

6,262 54 

1,85118 

55 

4,22206 

8,41400 

7,08373 

1,946 59 

60 

7,33930 

15,75330 

7,903 75 

1,93922 

46 

12,07241 

27,82571 

8,74182 

1,88195 

40 

19,06192 

46,88763 

9,38639 

1,977 64 

35 

29,77107 

76,65870 

9,793 70 

2,047 20 

30 

46,89732 

123,55602 

10,00063 

2,15731 

25 

73,56683 

197,12285 

10,36060 

1,988 30 


1) Les chiffres de cette table sont ceui de I’edition originale; voir la note 1 p. 196. Void 
les valeurs correctes de JB — O pour le oas a = h — 6. 


h 

B—C 

h 

B-C 

1 

— C 

h 

B — C 

90 

0,84417 

70 

1,55846 

50 

1,939 26 

30 

2,16709 

86 

0,94341 

65 

1,72610 

. 46 

1,88187 

‘26 

1,98644 

80 

1,18667 

60 

1,86988 

40 

1,95602 



76 

1,32219 

55 

1,94668 

35 

2,046 68 
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26. Soit C? = - 10 ; et nous aurous 
et ^=5(&-|-3}A»-*(6__7) 

d'ot nous tirons la table suivante. 


[25 


= 6 - 10 . 



les valeurs correctes de le^ear^^ originale; voir la note 1 


b 

B~C 

h 

B~c 

h 

B-C 

yu 

85 

80 

75 

f 0,66812 

! 0,68856 

0,83769 
1,02625 

70 

65 

60 

55 

1,23958 

1,43327 

1,53959 

1,61156 

50 

45 

40 j 

35 1 

1,59445 

1,69386 

1,84617 

2,00871 


30 


p. 106. Yoici 


B-^G 

1,88371 


L. a D. 
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27. Aprfes avoir trouve les valeurs des lettres et O' et de leur diffe- 
rence B — C, pour tons les ages tant du mari que de la femme, il sera 
aise de ressoudre I’^quation trouvee ci-dessus (§ 12) 

C)p, 

en prennant Tune ou I’autre des deux quantit^s x eh s h volonte. Or, pour- 
la pratique, il sera bon d’4tablir deux cas: 

L’un ou le mari paye dfes le commencement le prix tout entier pour la 
pension p qu’il veut procurer sa femme aprfes sa mort; et dans ce cas, k 
cause de z = 0, on aura d’abord 


x = {B-C)p, 


ou X marque la somme qu’on doit payer d’abord. 

L’autre cas aura lieu en posant x = z, oti z marque le payement que le 
mari doit faire tons les ans pendant sa vie, a fin que sa femme aprfes sa 
mort puisse jouir d’une pension annuelle =p pendant toute sa vie. Dans 
ce cas done on aura 

{B-C)p 

^ — r+^’ 

Pour ces deux cas, nous avons calcule les deux tables suivantes, ofi. nous 
supposons la pension annuelle de la veuve k 100 Roubles; d’ou il sera facile 
de determiner les prix pour toute autre pension, ou plus grande ou plus 
petite. 
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TABLE I^) 

des prix que chaque mari doit payer tout a la fois au commencement, tant 
par rapport a son age qu’k celui de sa femme, pour assurer h. celle-ci une 

pension de 100 Eoubles. 


Age 
de la 
femme 



Exces de Tage du mari sur celni de sa femme 



Exces de I’age 
de la femme sur ceki 
du mari 

Abs 

0 I 

5 

t 

10 

i 

15 


20 

25 j 

30 


5 

10 . 


E.2) 

C- 

R. 

c.! 

B. 

c.! 

B. 

c. 

E. 

c.i 

E. 


B. 

0. 

E. 

0. 

E. 

C. 

90 1 

98 

39 1 


1 











84 

46 

57 

54 

85 

134 

33 

157 

29 


1 

! 









99 

61 

74 

27 

80 

jl57 

96 

211 

49 

242 

64 









118 

57 

83 

80 

75 

1181 

78 

235 

34 

302 

89 

342 

88- 







132 

22 

102 

54 

70 

jl99 

11 

265 

53 

333 

90 

414 

73 

462 

96 





155 

85 

123 

97 

65 

215 

16 

271 

15 

351 

16 

430 

13 

519 

23 

572 

35 



‘ 172 

61 

143 

33 

60 

222 

73 

275 

24 

341 

90 

432 

23 

518 

80 

613 

77 

670 

7 

185 

12 

154 

83 

55 

231 

53 

276 

78 

337 

63 

412 

54 

510 

34 

602 

20 

700 

93 

194 

66 

161 

16 

50 

232 

97 

275 

92 

327 

75 1 

395 

38 

476 

73 

580 

29 

676 

20 

193 

92 

159 

44 

45 

227 

65 

272 

0 

320 

50 

378 

11 

451 

58 

538 

51 

647 

20 

188 

19 

169 

39 

40 

217 

94 

264 

57 

311 

55 

365 

11 

427 

92 

506 

65 

598 

67 

197 

76 

184 

52 

35 

218 

2 

244 

79 

291 

11 ’ 

343 

93 

400 

91 

467 

4 

548 

87 

204 

72 

173 

31 

30 

221 

25 

237 

38 

263 

91 

314 

17 

369 

30 

428 

85 

496 

50 

215 

73 

170 

66 

25 

227 

20 

234 

43 

250 

32 

279 

19 

330 

78 

387 

34 

447 

17 

198 

83 



20 

212 

52 

242 

86 

250 

14 

268 

2 

298 

62 

352 

59 

410 

88 





15 

195 

47 

227 

29 

258 

52 

267 

11 

286 

33 

318 

79 

374 

81 






1) Cette table reproduit les chiSres de I’edition originale; voir la note 1 p. 212. L. Cr. D. 

2) E. et C. sont les abreviations de Bouhles et Copeks. L. G-. D. 
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TABLE II >) 

des prix que chaque raari doit payer pendant sa vie, pour procurer k sa femme, 
aprfes sa mort, une pension de 100 lloubles. 


Age 
de la 
femme 



Exces de Page da 

mari 

sur 

celui de sa femme 



Exc^s de Page 
de la femme sur celui 
du mari 

Ans 

0 


1 

16 

20 

1 

25 

1 

i 

30 


10 


R- 

c. 


C. 

R. 

c. 

R. 

C. 

R. 

c-i 

R. 

C. 

R. 

c. 

R. 

C. 

R. 

C. 

90 

61 

87 













48 

83 

28 

78 

85 

68 

14 

90 

31 











42 

96 

28 

88 

80 

55 

35 

91 

22 

120 

90 









36 

51 

23 

31 

75 

48 

5 

72 

46 

117 

75 

157 

83 






• 

30 

90 

22 

41 

70 

40 

28 

62 

5 

92 

87 

148 

81 

200 

87 





28 

99 

21 

77 

65 

36 

25 

50 

44 

76 

74 

113 

61 

179 

34 

242 

13 



27 

13 

21 

54 

60 

32 

34 

43 

27 

60 

4 

90 

21 

132 

15 

206 

24 

277 

69 

25 

49 

20 

46 

55 

30 

1 

38 

11 

50 

74 

69 

86 

103 

58 

150 

24 

232 

2 

24 

8 

19 

14 

50 1 

27 

37 

34 

13 

43 

32 

57 

39 

78 

47 

115 

13 

165 

70 

21 

78 

17 

24 

45 

24 

35 1 

30 

55 

38 

7 

48 

21 

63 

53 

86 

32 

125 

63 

19 

32 

17 

6 

40 

21 

40 

27 

22 

33 

69 

41 

90 

52 

93 

j 69 

43 

93 

88 

19 

4 

17 

54 

35 

20 

45 

23 

55 

29 

32 

36 

58 

45 

39 

i 

16 

74 

65 

18 

97 

16 

60 

30 

19 

94 

21 

73 

24 

80 

31 

6 

38 

70 

48 

1 

60 

23 

19 

34 

14 

64 

25 

20 

25 

21 

32 

22 

82 

! 26 

18 

32 

67 

40 

60 

50 

8 

17 

25 



20 

18 

24 

21 

40 

22 

19 

1 24 

16 

27 

68 

34 

40 

42 

51 





15 

15 

94 

19 

3 

22 

22 

23 

13 

25 

50 

28 

90 

35 

79 


i 




1) Cette talle reproduit les chififres de l’4dition originale; voir la note 1 p. 21 4-. 


L. G, D. 
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28. Voila done une double determination du prix que cliaque mari doit 
payer, pour procurer a sa veuve une pension de 100 Roubles par an; la pre- 
miere table contenant la valeur de x, ou la somme qui doit ^tre payee dfes 
le commencement, et la seeonde la valeur de s, ou ce que le mari doit 
fournir tous les ans h. la caisse, tant que lui et sa femme seront en vie. 

De Ik, on comprend aisement qu’on peut varier d’une infinite de manibres 
differentes le payement a, faire, pour s’assurer d’une teUe pension de 100 Roubles. 
Ainsi, quand le mari pay era dbs le commencement la somme =\oc, qui est 
la valeur d’une pension de 50 Roubles, il doit outre cela payer tous les ans 
encore ~z, comme I’equivalent de I’autre moitie de 50 Roubles. Et en general, 
quand il veut payer au commencement la somme =nx, ou n marque une 
fraction quelconque, il sera tenu de payer outre cela tous les ans la somme 
de (1 — n)^; et il pourra etre indifferent h I’etablissement de laisser choisir 
a chaque mari quelle valeur il voudra donner a la fraction n. 

29. Pour en donner un exemple, supposons Page du mari de 40 ans et 
celui de sa femme k 30 ans; et la premiere table donne le payement k faire 
tout k la fois = 263 R. 91 C.; et la seeonde table donne le payement k faire 
tous les ans =24 R. 80 C. Done, en general, il pourra aequerir k sa veuve 
la mbme pension de 100 Roubles, en payant d’abord la somme de n ■ (263 R. 91 G.) 
et outre cela tous les ans la somme de (1 — n)- (24 R. 80 C.). De Ik, pren- 
nant n = il faudra payer dbs le commencement la somme = 131 R. 95 0. 
et ensuite encore tous les ans 12 R. 40 C. 

Rien n’empeche aussi qu’on ne prenne n plus grand que I’unite, par 
exemple n — 2, de sorte qu’on pourra payer d’abord la somme de 527 E. 82 C. 
et ensuite, au lieu de contribuer encore quelque cbose, I’dtablissement rendra 
tous les ans 24 R. 80 C., mbme k commencer des la premibre annee. Mais ce 
payement ne durera que tant que le mari et la femme seront en vie, vu 
qu’avec la mort de la femme tout est eteint, pendant qu’aprbs la mort du 
mari, la veuve parviendra a la jouissance de la pension de 100 Roubles. 

30. Or, aprbs la mort du mari, on peut aussi accorder k la veuve la 
bbertb de prendre, au lieu de sa pension, un equivalent en argent comptant, 
qu’il sera aisb de determiner, vu qu’il ne ddpend que du seul age de la 
femme, et mSme la valeur de la lettre R rapportee dans la table du § 16 
nous montre cet equivalent, en multipliant B par 100. Dans cette vfle, nous 
ajouterons encore la table suivante. 
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TABLE 

du prix Equivalent que chaque veuve, it I’egard de son age, pent prEtendre 
^ la fois, an lieu de sa pension de 100 Koubles dont eUe seroit en droit de 

jouir tons les ans.^) 


‘Age de la 
reuve 

Prix equivalent 
de sa pension 

Age de la 
veuve 

Prix equivalent 
de sa pension 


R. C. 


R. C. 

90 

157 39 ^ 

50 

984 30 

8:5 

226 18*** 

45 

1062 37 *■ 

80 

343 33 

40 

1136 41* 

76 

460 12 

35 

1183 94* 

70 

593 43 

30 

1215 77* 

66 

708 74 

25 

1233 70* 

60 

813 24* 

20 

1277 53 

55 

1 903 3 

16 

1321 96* 


31. Cette demiEre table pourra aussi servir k fixer les rentes viagEres 
que I’Etablissement pourra accorder k chaque personne qui y fourniroit un 
certain capital; attendu que cette valeur ddpend uniquement de I’age de la 
personne. Car supposant I’age de cette personne = & ans, auquel nonibre 
rEpond la lettre B, puisque Bjp est la valeur prEsente d’une pension annuelle 
soit C'le capital que cette personne paye d’abord k la caisse; et on 
trouvera la pension ou rente viagEre par la proportion 

J5jp;p=C':^- 

De IE, en supposant ce capital C de 100 Roubles, la formule exprimera 
la rente viagEre, en marquant k combien pour cent cette rente, xnontera. Pour 
cet eflfet, nous ajouterons ici la table suivante. 


1) ' Cette table contient les ohifBres cotriges d’apres ceux du § 16. Au lieu des chiffres mar- 
ques ici d’lm ast^risque, I’edition originale porte: 157',43; 231,46; 811,37; 1062,38; 1136,40; 
J.184, 09; 1216,79; 1233,89; 1321,98.. L.G.D. 


Leonhardi Euleki Opera omnia I? Commentationes algebraicae 


27 
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TABLE 

des rentes viageres que I’etablissement pourra accorder aux personnes d’un 
age quelconque, pour un capital de 100 Roubles paye d’abord k la caisse.^) 


Age de la 
personne 

Rente Tiagere 
pour ce capital 

Age de la ; 
personne 

Rente viagere 
pour ce capital 


R. 

C. 


R. 

c. 

90 

63 

53* 

50 

10 

16 

B5 

44 

21* 

45 

9 

41 

80 

29 

13 

40 

8 

80 

75 

21 

73 

35 

8 

45* 

70 

16 

85 

30 

8 

23* 

65 

I 14 

11 

25 

8 

11* 

60 

12 

30^ 

20 

7 

83 

55 

11 

7 

15 

7 

56 


32. Co mm e toutes ces tables sont calculees sur une parfaite egalite entre 
la recette et la depense, sans avoir eu egard aux frais que Tadniinistration 
d’un tel etablissement exige, on comprend aisement qu’k cet egard on doit 
ou augmenter la recette ou diminaer la depense de quelques pour cent, selon 
la quantite des frais qui seront necessaires. C’est done a quoi il faudra se 
regler b. ebaque cas, ou pour hausser la recette ou baisser la depense; ce qui 
sera d’autant plus necessaire, par ce que tons ces ealculs ne sont fondes que 
sur les regies de la probabilite, de sorte qu’il seroit tres possible que I’eta- 
blissement ou gagneroit, a la fin, asses considerablement ou perdroit de ni6me. 
II faudra done avoir recours a cet expedient, tant pour subvenir aux frais 
de I’etablissement que pour prevenir tons les accidens extraordinaires qui ne 
peuvent etre ealcules. 

33. Quoique les deux tables generates qui marquent les prix de chaque 
pension de 100 Roubles, tant en les payant d’abord k la fois que successive- 

l) Cette table eontient les chiffres eoniges d’apiM ceas du § 16. An lieu des cMffi’es mar- 
ques ici d’ttu asterisque, I’editioa originals porte: 63,52; 43,20; 12,32; 8,44; 8,22; 8,10. 

Une table analogue, mais ou Eulke a pris 5 pour cent comme taux annuel de I’interet, se 
trouve p. 106 — 108. L. 6. D. 
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ment tous les ans, pendant la vie du mari et de la femme ensemble, soyent 
construites d’une telle manibre qu’on en puisse aisement faire i’application b 
tous les cas proposes, il sera pourtant bon de les reprbsenter sous une forme 
un peu differente, pour s’accommoder k I’usage re^ii en des pareilles occasions, 
en commen^ant par les bas ages et en exprimant I’age mfeme du mari, an 
lieu de son excbs sur celui de la femme. De cette manifere, nos tables seront 
reduites k la forme ici ajontee.^) 


34. En considbrant ces deux tables, on voit d^abord que les nombres 
marques dans cbaque ligne horisontale vont en croissant; et si nous avions 
encore ajoute la dernibre colonne verticale pour I’age du mari de 95 ans, 
que nous regardons comme le dernier terme de la vie humaine, elle devroit 
contenir le prix tout entier de la pension de la veuve, qui convient k son 
age, que nous avons rapportb ci-dessus dans la table du § 30. Ainsi, si la 
femme avoit 30 ans et le mari 95, il seroit oblige de payer 1215 K. 79 C.; 
et si la femme avoit 60 ans et le mari 95, il devroit payer 811 E. 37 C.; 
et ces mbmes nombres seroient aussi les valeurs de z dans la seconde table; 
car, puisque nous regardons le mari de 95 comme mourant, la valeur de z 
deviendra egale k ceUe de x. 

35. Ensuite, on voit aussi que les colonnes verticales, en descendant, con- 
tiennent des nombres decroissans; et si nous avions encore ajoute une band e 
horisontale, pour I’age de 95 ans de la femme, le prix de la pension auroit 
ete rbduit k rien, tant pour x que pour z, puisque nous regardons une femme 
de 95 comme sur le point de mourir. Or, puisque une telle femme qui aura 
atteint I’age de 95 ans pourroit encore vivre quelques anndes, I’btablisse- 
ment risqueroit trop sans doute, s’il vouloit accorder une pension k une telle 
femme, et par cette raison, il sera necessaire d’exclure les personnes trop 
agbes d’un tel btablissement; ou bien, il auroit fallu etendre plus loin le der- 
nier terme de la vie humaine, ce qui n’auroit presque causb aucun change- 
ment pour les ages moins avances. 


l) Voir les pages 212 — 213. L. Gr. D. 
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TABLE 11) 

lies prix que chaque mari doit payer tout k la fois au commeneement, tant 
par rapport ii son age qu’k celui de sa femme, pour assurer h celle-ci une 

pension de 100 Eoubles. 


iff • ■ ■ 

de 1» Age du mari 


A«m 

20 


25 


30 


35 


L 

45 


50 j 


IL 

€. 


c. 

R 

0. 

K 

G. 

1 

R. 

c. 

B. 

c. 

R. 

0. i 

IS 

i27 

1 

258 

51 

267 

9 

286 

32 

316 

78 

374 

80 

! 

! 

20 

212 

51 

242 

47 

250 

14 

268 

3 

298 

62 

352 

43 

410 

89 

25 

19S 

64 

227 

1 

233 

63 

250 

13 

279 

0 

330 

60 

386 

90 

30 

188 

37 

215 

71 

221 

22 

: 236 

38 

263 

88 

1 314 

15 

869 

27 

35 



200 

37 

204 

57 

217 

87 

243 

12 I 

290 

96 

343 

78 

40 





1B4 

52 

195 

60 

217 

94 ! 

262 

20 

311 

65 

45 







169 

39 I 

188 

j 

19 

227 

64 

272 

0 

50 








1 

159 

46 I 

193 

93 

232 

97 


ss 

i§ 

65 

70 

75 ' 

m 

m 

w 


161 16 194 66 

153 96 




*«ir ia wrt* 1 p 130 


100 (B-C), 


on ponnm juger des erreurs 
L. G, ». 


qni se sont glissees dans la table Eui^ekibnksi; 



POUR PAYEE DES PENSIONS A DES VEUVES 213 


TABLE I (Suite) 

des prix que chaque mari doit payer tout a la fois au commencement, tant 
par rapport k son age qu'k celui de sa femme, pour assurer a celle-ci une 

pension de 100 Roubles. 


Age du mari 


“T 

55 

60 

65 

70 ; 75 i 80 i 85 { 90 

! R. C. 

R. 0. 

R. C. ' 

1 

E. C. ' E. C. ^ R. C. 1 E. 0. ; E. C. 

: ' i 

j 446 98 



1 ■ i 1 

i ‘ i * 

: . i •! ^ i 

^ 1 : 

! i ; 

, : .■! , 1 

428 40 

i 

496 47 

1 . . 




400 

75 ' 

466 

89 1 

548 

71 






1 


1 



365 

11 1 

427 

91 

506 

66 1 

598 

68 


i 







320 

53 ; 

378 

10 

451 

58 ; 

53‘8 

50 

647 

20 







275 

92 

327 

75 

395 

38 i 

476 

74 

580 

29 

676 

20 ' 





231 

53 

276 

77 

337 

63 j 

412 

54 

510 

34 

602 

20 

700 

93 



186 

99 

224 

60 

277 

11 i 

343 

78 : 

434 

11 , 

520 

67 ' 

615 

67 

671 

94 

143 

33 

172 

61 

215 

16 * 

1 

271 

14 1 

351 

16 i 

! 

430 

13 

519 

23 

572 

26 



123 

96 ‘ 

155 

85 1 

199 

10 i 

1 

265 

53 

333 

90 

414 

73 

462 

95 



i 


102 

53 1 

132 

22 ! 

181 

78 

235 

34 i 

302 

89 

342 

88 



i 




83 

77 

1 

1 118 

57 

157 

96 

211 

49 

242 

64 









i 

68 

86 

94 

34 

131 

30 

162 

2 







i 




i 56 

81 

84 

42 

99 

1 
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TABLE II ») 

des prix que chaque mari doit payer tous les ans pendant sa vie, pour 
procurer k sa femme, apres sa mort, une pension annuelle de 100 Roubles. 


Age 
de la 
femme 

Age du mari 

Ans j 

20 

25 ^ 

i 

30 ; 

35 1 

40 

45 

50 

1 

R. 

c. 1 

E. 

1 

C- 1 

E. 

0. 1 

R. 

1 

C. 1 

E 

0. 

R. 

0. 

R. 

0. 

15 

19 

0 1 

22 

22 1 

23 

13 ; 

25 

21 j 

28 

66 

36 

79 



20 

18 

24 

21 

36 

22 

19 ' 

24 

16 ; 

27 

68 

34 

38 

42 

51 

25 

17 

50 

20 

51 i 

21 

24 j 

23 

8 1 

26 

45 

32 

96 

40 

86 

30 

16 

71 

19 

61 

20 

21 i 

i 

21 

90 1 

25 

9 

31 

36 

39 

1 

35 



18 

49 

18 

95 i 

20 

44 ■ 

23 

36 

29 

30 

36 

57 

40 





17 

54 1 

18 

79 

21 

40 

26 

91 

33 

69 

45 






i 

i 

17 

€ 

19 

32 

24 

35 

30 

55 

50 









17 

24 

. 

21 

78 

27 

37 

55 











19 

14 

24 

8 

60 





i 

I 


i 

1 

1 




20 

30 

66 





1 

i 

i 









70 





f 

1 










75 





i 










80 





1 










85 





I 


j 

i 




1 


1 


90 





1 






! 

! 

i 





l) Cette table contieiit les cbiffires corriges. En les coznparaat avec ceui de la table 11 p. 207, 
qui devrait coatenir exactement les memes nombres, savoir 

100 (B - (7) : (1 + Cf), 

mais aatrement ordonnes, on ponrra juger des erreurs qiii se sont glissees dans la table EutBaiENNE; 
voir la note 1 p. 196. L, G. D, 
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TABLE n (Suite) 

des prix que chaque mari doit payer tous les ans pendant sa vie, pour 
procurer k sa femme, aprfes sa mort, une pension annuelle de 100 Eoubles. 


Age du mari 


! 55 I 60 I 65 i 70 ! 75 I 80 ' 85 j 90 


1 R. 

C. 

R. 

c. 

E. 

c. 

R. 

c. 

R. 

0. 

R. 

0. 

R. 


' 

E. 

c. 

50 

40 















: 48 

28 

60 

60 













45 

38 

57 

14 

74 

63 











41 

90 

52 

93 

69 

43 

93 

88 

' 








i 38 

7 

48 

21 

63 

53 

86 

32 

125 

63 







i 34 

13 

43 

32 

57 

39 

78 

47 

115 

1 

13 

165 

70 



I 


* 30 

1 

38 

11 

50 

i 

74 1 

j 

69 

86 

103 

58 I 

150 

24 

1 232 

2 : 



^ 25 

75 

32 

61 

43 

56 

60 

37 

90 

1 

60 1 

132 

63 

206 

90 1 

278 

46 

i 

54 

1 27 

13 

1 

36 

25 

50 

43 

1 

1 76 

74 ! 

i 

113 

61 j 

179 

34 1 

241 

99 

' 


21 

77 

28 

99 : 

40 

28 

62 

K i 

^ i 

92 

87 ; 

148 

81 i 

; 200 

85 





22 

41 i 

30 

90 

48 

5 

72 

46 1 

117 

75 1 

157 

84 




i 


i 

23 

SO 

36 

51 i 

1 

55 

35 

91 

22 ■ 

120 

90 



i 






26 

76 i 

40 

69 

67 

37 ! 

1 87 

29 

1 



i 


1 




1 

! 28 

32 ' 

48 

80 

1 62 

51 
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36. Enfin, il est elair que, dans tontes ces determinations, le lien du 
manage entre les deux personnes dont il s’agit n’entre en aucune considera- 
tion, et ces mSmes tables pourront egalement servir, quand par exemple uii 
pbre voudra assurer apres sa mort une rente viagfere de 100 Boubles h. un 
de ses enfans, on m6me a une autre personne quelconque; et dans ce cas, 
on n’aura qu’k cbercber I’age du p'ere dans la rubrique des maris et I’age de 
I’enfant, on autre personne, dans celle des femmes; et k I’aide de ces tables, 
on pourra mSme ressoudre le problbme general suivant. 


PEOBLEME GENERAL 

Quand il s’agit de procurer d une personne B, dont I’age est de I am, me 
rente viagere de 100 Baubles par an, mars qui ne doit commencer qu' apris la 
mort d’une autre personne A, dont Vage est de a ans, on demands d quel prix 
doit ttre estimee d present I’esperance de la dite personne B, pom parvenir d la 
jouissance de cette pension. 

Id, il est d’abord clair qu’on n’a qu’k ehercher I’age de la personne A 
parmi celui des maris et I’age de la personne B parroi celui des femmes, et 
nos tables montreront le prix cberche; et cela d’lme double manikre, puisque 
la premiere donne la valeur de ce prix pour le terns present, et I’autre montre 
combien il faudroit pajer tons les ans pendant la vie de la personne A, 
suppose que la perspnne B reste aussi en vie. 


SUE L'ETABUSSEMENT 
D'UXE CAISSE POUR LES MORTS ‘) 

1. On parle beaucoup, depuis q^uelque temps, d’un tel etablissement qui 
devoit btre compost de 550 membres, dont chacun s’engageroit de payer dans 
la caisse deux Roubles toutes les fois que quelqu’un d’entre eux viendra k 
mourir, pour en donuer aux beritiers du defunt la somme de 1000 Roubles, 
pendant que le reste sera employ^ taut k I’entretien d’une eglise qu’aux frais 
necessaires qu’un tel dtabliasement exige. De Ik, il est d’abord clair que ceux 
qui viendront k mourir bientOt jouiront d’un benefice trks considerable, sans 
avoir rien contribue k la societe, et puisque chaque place vacante doit d’a- 
bord etre remplie par un nouveau membre, k fin que le nombre de tous les 
membres actuels demeure constamment de 550, le nombre de ceux qui joui- 
ront d’un benefice si considerable croitra de plus en plus; d’ok Ton comprend 
aisement qu’k la fin cette contribution devra tomber fort k charge k ceux 
qui survivront aux autres. Mais, comme il s’agit d’une oeuvre quasi pieuse, 
on ne doit pas regarder si prks aux loix d’une juste dquite. 

2. Or, pour mieux comprendre toutes les suites qu’une telle societe doit 
entrainer necessairement avec le temps, je remarque d’abord qu’une telle 
societe ne SQauroit avoir lieu que parmi des personnes k peu prks du meme 
age, puisque des jeunes gens ne voudront jamais s’engager dans une telle 
liaison avec des vieillards. Supposons done que cette societe soit composee 
k present de 550 membres ages de 30 ans et voyons, selqn les rtgles de la 
probabilite, quel pbenomkne doive resulter de cette association, en la pour- 
suivant de dix ans en dix ans. Et d’abord, on peut compter que pendant 

l) Voir la note 1 p. 183. L. G. D. 

Leokharbx Euleri Opera; omnia I? Commentationes algebraicae 28 
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le premier espace de dix ans il en mourra 81, dont les places seront remplies 
par des personnes du meme age; et partant, chacun des premiers membres 
qiai seront encore en vie aura dejk paye dans la caisse 162 Eoubles an moins, 
puisque des membres nouvellement repus, quelques-uns seront aussi morts 
probablement. 

3. Considerons k. present I’dtat de cet etablissement apres dix ans, ou 
il sera compose de 550 membres tons ages de 40 ans, parmi lesquels se 
trouveront encore 469 des premiers; et pendant un espace de 10 ans ecoule 
depuis ce terme, le nombre des morts sera probablement 89, qui seront rem- 
places par des nouveaux membres du m6me age; et partant, chacun des sur- 
vivans sera oblige de payer, pendant ce temps, 178 Roubles. Or, des premiers 
membres il sera encore en vie, an bout de 20 ans, le nombre de 393 dont 
chacun aura ddjk fourni k la caisse 340 Roubles au moins. 


4. Aprks ces vingt ans, la soci^td sera composde de 550 personnes toutes 
agees a peu prbs de 50 ans; et maintenant, sautant de ce terme par un nou- 
vel intervalle de dix ans, il en mourra pendant ce temps, suivant les loix de 
la mortalite, 135, de sorte que chacun des autres aura ete oblige de payer 
pendant ces 10 ans la somme de 270 Roubles. Or, des premiers membres il 
y aura encore en vie le nombre de 296, dont chacun aura dejk contribue 
dans la caisse la somme [de] 610 Eoubles pour le moins, puisque le nombre 
de ceux qui seront morts des nouveaux reQus pourra aussi Stre fort con- 
siderable. 


5. Notre society de 550 hommes sera done composee a present de sex- 
agenaires, dont il mourra, dans le cours des dix ans suivans, le nombre de 
198, ce qui coutera aux survivans la somme de 396 Roubles. Or, parmi ces 
contributaires il y aura encore de membres initiaux 190 personnes dont cha- 
cune aura paye k la caisse, depuis son entree, la somme de 1006 Roubles. 

6. Puisque done, depuis Page de 60 k 70 ans, il est mort 198 personnes, 
il est clair que le remplacemeht de ces morts deviendra de plus en plus 
difficile, et il est peu probable qu’on trouvera autant de nouveaux membres 
de cet age, qui voudront entrer dans cette society, quoiqu’ils y jouissent des 
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m6mes droits avec ceux qui ont deja contribud au del'a de 1000 Roubles; 
et Ton Toit Men qu’un nombre suffisant de tels vieillards doit enfin absolu- 
ment manquer. Or, quand cela arrive, les membres actuels ne sqauroient plus 
esperer de recevoir, apres leur mort, la somme stipul^e de 1000 Roubles, quoi- 
qu’ils ayent si fidblement rempli les conditions de la soeiete et ddbourse peut 
6tre le double de cette somme; ce qui est trbs injuste. 

7. Pour rendre ‘cet inconvenient plus sensible, parcourons encore im 
intervalle de 10 ans, depuis 70 k 80 ans, pendant lequel le nombre des morts 
sera probablement 324; de sorte que chacun des autres sera obligd de payer 
dans ce temps 648 Roubles, sans pouvoir esperer presque aucun rembourse- 
ment apres sa propre mort; attendu qu’il sera impossible de trouver tant de 
nouvelles recrdes. Et parmi ceux-ci, on doit plaindre principalement les 78 
personnes qui seront encore en vie depuis le commencement de la soeiete, 
qui ont contribud actuellement 1654 Roubles chacun. 

8. Cependant, nbtre intention n’est pas de detourner aucun de ceux qui 
voudront entrer dans cette soci^M de leur louable dessein, puisquM s’agit du 
Men public et surtout de I’int^rSt d’une eglise, et nous n’avons rapporte toutes 
ces incongruitds que pour former un nouveau plan d’un tel etablissement, qui 
soit fondd sur les principes les plus solides de la probabilite, en sorte qu’aucun 
ne puisse avoir raison de se plaindre qu’il contribu6 ou trop ou trop pen au 
Men de la socidtd, puisque chacun payera, ou d’abord ou successivement, 
pr^cisement autant que le benefice qu’il aura k espdrer apres sa mort doit 
etre eralil5, suivant les loix de la plus rigoureuse dquite. 

9. D’abord, il est k remarquer qu’il n’est pas n^cessaire qu’une telle 
society soit astreinte k un certain nombre de personnes, quoiqu’il faille, k la 
verite, que le nombre en soit assds considerable, pour que les determinations 
tirees des principes de la probabilite approchent plus exactement de la verite. 
Ensuite, il n’est pas necessaire non plus que le benefice auquel chacune 
aspire apres sa’mort soit fixe k une certaine somme, comme de 1000 Roubles; 
mais on pourra accorder k chacun la liberte d’en choisir ou un plus grand 
ou un plus petit, pourvh que la somme qu’il doit payer, ou d’abord ou 
successivement, tienne un juste rapport vis a vis du benefice qu’il veut 
acquerir. Enfin, il n’est pas non plus ndeessaire que tons les membres 
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sojent a pen prfes du meme age; mais on pourra admettre des persormes 
de quel age que ce soifc, puisqu’il ne s’agit id que de determiner exacte- 
ment le juste prix que chaque personne, de quelque age qu’elle soit, sera 
obligde de payer dans la caisse, par rapport aux benefices qu’elle a en ytle; 
d’oii il est d’abord clair que des personnes d’un bas age payeront beaucoup 
moins que des vieUlards. 

10. Cela remarque, tout revient a present a la solution de ce probletne; 

L" age d^une personne etant donne, qvi soit = a ans, de mime que la somme 

que la caisse doit payer apres sa mort, que nms supposerons constamment de 
100 RaiMes, determiner le prix gu’elle sera tenue de payer, ou tout d la fois a son 
entree, ou successivemenf, selon les regies de la plus sevire equife. 

11. D’abord, il faut supposer q’un tel etabbssement soit en etat de 
mettre a profit les sommes qui lui seront foumies dans la caisse, que nous 
mettrons ici six pour cent. Cette supposition est absolument necessaire 
pour diminuer les prix que chacun sera oblige de payer dans chaque cas, 
qui, sans cette condition, deviendroient trop considerables pour qu’un tel 
etabbssement fut goute du public. Ainsi, chaque somme de 100 Eoubles 
foumie dans la caisse sera augmentee pendant un an h 106 Eoubles. Or, pour 
la commodite du calcul, nous poserons ^ d’oh il s’ensuit qu’une somme 
quelconque S deviendra, apres n ans, = X”S. Or, reciproquement aussi, une 
somme = S que 1’ etabbssement doit payer apres n ans n’auroit, a present, 
que la valeur 

A" ’ 

12. Puisque Page de, la personne en question est pose = a ans, . pour 
determiner plus, surement le prix qu’elle sera obligee de payer, nous suppo- 
serons qu’il se presente en meme temps un grand nombre de personnes .d’un 
pareil. age, que nous desigherons par la lettre N; et en faisant usage des 
caracteres employes dans. les. recherches,. sur I’etablissemeirt d’une caisse 
pour des veuves [§ 4 et § 6 de la premibre partie], le nombre de ceux.;qui 
vivront encore apres un an sera 

• ■ ■ ■ ■ ■ («) ’ ■ : 
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apres deux ans 

et en g4n4i'al aprfes n ans 


Or, sur les valeurs num4riques de ces caractferes, on n’a qn’k. conaulter la 
table rapportee au § 5 dans les dites recbercbes. 

13. Puisque nous Tenons de parler d’un double payement, qui doit se 
faire on d’abord au commencement ou successivement tous les ans, pour 
ajuster nos calculs k I'un et Tautre, nous supposerons que la personne 
propos^e paye d’abord dans la caisse la somme = a; et ensuite encore tous 
les ans une somme == z, tant qu’elle sera en vie; et il faudra determiner 
ces deux quantit^s x et z en sorte qu’elles se trouvent conjointement dans 
un parfait ^quilibre avec la valeur presente de la somme de 100 Roubles 
que la caisse sera obligee de lui payer aprfes sa mort. Or, ayant ainsi deter- 
mine ces quantites selon les regies de la plus parfaite equite, on comprend 
aisement que, pour les mettre en pratique, il faut les augmenter de quelques 
pourcent, tant k cause des fraix que I’etablissement exige que pour faire face 
aux evenemens extraordinaires qui pourroient arriver. 

14. Poursuivons a present les N personnes mentionnees ci-dessus, pen- 
dant tout le Cours de leur vie, d’une annee k. I’autre; et d’abord k leur 
entree, elles auront paye k la caisse la somme = JSfx, puisque nous suppo- 
sons que chacune paye d’abord la somme ~ x, et ainsi, I’argent comptant 
qui se trouve dks le commencement dans la caisse sera 

Nx; 

et nous supposons que cette somme puisse etre d’abord si bien placee qu’on 
en puisse retirer tous les ans six pour cent. 


(a) 

(a) 


15. Passons k I’annee suivante, ou I’age de nos personnes sera 
et partant, le nombre de ceux qui seront encore en vie 


• u -f- 1, 


-(a q-. 1) 
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d’oii il s’ensuit que le nombre des morts pendant la premiere annee sera 

Done, a chacim de ceux-ci la caisse etant obligee de payer 100 Eoubles, 
toute la depense de cette annee sera 

Roubles, laquelle doit etre payee sur-le-cbamp !i la mort de chaqne interessant. 
D’ou Tori comprend qu’on ne la s^auroit diminuer sous le titre des interSts; 
de sorte que cette depense, rednite au commencement, sera encore 

Or, puisque chacun des vivans paye de nouveau la somme = z, cette nou- 
velle recette, etant reduite au commencement, ne vaudra que 

(a -{- 1 ) Bz 

qu’il faut par consequent aj outer au fond principal Nx. 

16- Puisque, au commencement de la seconde annee, le nombre des vi- 
vans est N, et a la fin = N, il en sera mort pendant le cours 

de cette annee 

(a + 1 ) — ( a + 2) ^ 

(«) 

et partant, la depense de la caisse a leur egard, etant reduite au commence- 
ment b, cause des intdrets d’un an, doit etre estimde k 

100 (a -f- 1) _ (o q. 2) 

I ‘ (a) 

Or, puisque chacun des vivans paye a la fin de cette annee encore la somme 
Zf cette recette, etant rdduite au commencement k cause de I’interet pour 
deux ans, doit etre evaluee k 

(a -h 2) Ne 
(a) • A* • 
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17. ISTous voilk k present an commencement de la troisifeme annee, on 

le nombre des membres vivans est IV”. Done, puisqne leur nombre k la 
tin de cette ann^e est il en sera mort cependant 

(a -f 2) — (a + 3) ^ 

dont chacun coute 100 Roubles a la caisse; d’ou cette d^pense entibre, btant 
r^duite au commencement, sera 

100 (a + 2) — (a + 3) ^ 

A* 

Or, de ceux qui seront encore en vie, puisqne chacun paye de nouveau la 
somme = g, cette nouvelle recette, etant reduite au commencement, sera 

(a •+ 3) Nz 

18. A present, etant au commencement de la quatribme annee, oh le 
nombre des membres encore vivans est N, ce nombre sera k la fin de 

f 4- 41 W 

la quatribme ann4e ^ A^, de sorte que le nombre de ceux qui seront 
morts cette annee sera 

(a -f 3) — (a + 4) , , 

' (») ’ 

dont chacun coutant k la caisse 100 Roubles, cette dbpense, dtant rbduite au 
commencement, doit fetre evalflee k 

100 (a + 3) - (a + 4) 

■ ' (a) 

Or, les survivans, payant chacun e, fourniront k la caisse une nouvelle recette 
qui, reduite au commencement, se trouve 
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19. Ce detail suffira pour nous donner a connoitre les loix de la pro- 
gression tant des reeettes qne des depenses, qu’on doit continuer jusqu’k ce 
que toutes ces personnes seront mortes, ce qu’on pent supposer arriver k. 
I’age de 95 ans; car il n’importeroit presqne rien, si on vouloit eloigner 
d’ayantage ce terme. Considerons done d’abord la recette tonte entifere; et 
puisque le fond principal = Nx, il y faut ajouter tons les accroiasemens 
annuels qni, etant rednits k I’epoqne dn commencement, constitneront la 
progression sniyante: 


^ Z / [ft -f- 

(ft) \ X 


(ft ~l~ 2) , (ft -f 3) , (ft -f- 4) , (ft 5) 








+ 




+ 




etc.^ . 


Done si nons posons, pour abr^ger, 

p (ft Jii) I ( ft + I ( ft 4 ~ 3 ) I ( ft + 4 ) 

A ' " AS ■ ' A* 


-f etc., 


la recette tonte entifere de la caisse sera 




S'Bz 

(ft)’ 


a, laquelle doit devenir 4gale la d^pense tonte entifere r^duite k la mSnie 
4poqne. 


20. Assemblons done tontes les depenses annuelles, qni sont d4jk rednites 
k I’epoque du commencement, et nous obtiendrons la progression suivante 

((a) _ (a q. 1 ) + ?) (?±i) _j_ etc.) 

Cette expression se decompose d’elle-meme en deux progressions. Tune 
positire et I’antre negative, 

’“f ((«) + + etc.). ■ ‘ 

- + ') + + «*»•)• 
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Or cette forme, par la valeur de P introduite [§ 19], 
celle-ci 




ponrra §tre rdduite k. 


21. Puisque, selon les rfegles de I’dquite, la recette toute entifere doit 
6tre egale k la depense, nous aurons cette Equation k remplir 


Ncc + 


NPji 100 N 


(»+(i-/)p), 


(») («) 

qui, dtant divis^e par N et multipli<^e par (a), se r^duit k celle-ci 
(a)x -f P.S = 100 ((a) + (1 — 1) P) = 100 (a) — 6P. 


C’est done de cette equation qu’il faut determiner convenablement les deux 
lettres x et z. Car, si Ton vent payer toute la somme k la fois, on n’a qu’k 
mettre ;!i = 0; et si Ton [vent] payer tons les ans egalement, on doit mettre 
x = z\ et de Ik, on comprend aisement qn’on pent combiner ce payement 
different, k volont6. 


22. Tout nOtre calcul se trouve done reduit k chercher la veritable va- 
leur de la quantity P pour chaque age propose a. Or, P 4tant exprime par 
une serie dont le dernier terme pent etre suppose si nous renversons 

cette s^rie en commengant par le dernier terme, nous aurons 

P _ + M. + . . . + ('Lti) . 


et reduisant toutes ces fractions an meme ddnominateur nous aurons 

p = ((95) + (94) A + (93) A* + (92) A* + • • • -f (u + 1) A“ ” “) 

et partant, si nous posons la somme de cette sdrie = Q, de sorte que 
Q = (95) -f (94) A + (93)P +... + (« + l)A®"-“, 
on en ddduira aisdment la valeur 
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23. Maintenant done, a ne rest* qu'i, dereher la somme de oette serie 

e pom- ohaqae age propose a; ou il est Evident que, si I’age propose « etoit 
cle 94 ans, on auroit » i r 

<3 = (95); 

mais s’il y avoit a = 93 ans, il seroit 


<2 = (95) -4- (94) 


et ainsi de suite. Eassemblant done 

on trouvera la valeur de la quantite 

on tirera toujours P=S^.. 

X ^ ^ 


successivement les termes de cette serie, 
Q pour tons les ages proposes et de Ik 


annefli S “est Pas meme necessaire de poursume ces calculs d’une 
5 termer, a se contenter de prendre 

iiGu aes cinq premiers termes 

(95) + (94) A (93) A^ + (92) A® -f- (91) A^ 

on mettra le quintuple du terme mojen, 5 (93) A* Par ce moven le 


^ = 6 (93) A' 4- 0 (88) A" + 5 (83) A’' + 
d’oii L’on tire d’abord ^ = 5E, et partant 

jP — 

en mettant la serie 


4“ 5 -f- 3) A 


93 ~ a 




(93) A^ + (88) A^ + (83) A>® + etc. = E. 

s°ror“o^‘'dL^“,T'^4“ ryete" 

enfaos nouvellement n&. ’ ’ ’ jusqa’aiii 

propel n r^st ^ PO" age 

cas mLfpaux 7“"^“ question, que de cl4yelopper les deux 

P p rapport an payement que chaqu’un doit faire. Car, si 
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Ton veut que chacun paye d’abord au commencemeat le prix entier de la 
somme de 100 Roubles que la caisse doit payer apres sa mort, on n’a qu’k 
supposer z = ^, et le prix cherch4 sera 

X = 100 — • 

(a) 

Mais si Ton veut distribuer le payement k faire par tous les ans de la vie, 
on n’a qu’k mettre x-= z, et cette contribution annuelle sera 

(o) + P 

Or, ayant ddveloppe ces cas principaux pour cbaque age, on les peut meler 
ensemble, comme chaqu’un jugera h propos. Ainsi, Ton peut exiger k I’entree 
la somme outre cela, encore tons les ans la somme 

qu’k la mort. 


26. Quoique nous avons supposd qu’un tel ^tablissement puisse faire 
valoir ses fonds h, 6 pour cent par an, il faut pourtant considdrer que la 
caisse doit toujours etre fournie d’une somme considerable d’argent comptant, 
pour Otre en ^tat de payer sur le champ les 100 Roubles stipules k, chaque 
cas de mort, et que cette somme ne puisse produire de I’int^r&t. D’oh nous 
serous obliges de diminuer les int^rOts fixds ci-dessus, et partant, nous les 
fixerons dans la suite 'a 5 pour centj de sorte que nous aurons A = ^ . Et 
de cette manifere, nous procurerons k la caisse un avantage ass6s considerable 
pour qu’elle puisse soutenir les frais qu’un tel etablissement demande, de 
sorte que, dans la suite, il suffira de hausser tant soit peu les prix que 
nOtre calcul nous ddcouvrit, pour mettre la caisse entibrement k I’abri des 
dvenemens extraordinaires. C’est sur ces principes qu’on a construit la table 
suivante, qui contient le resultat du calcul exposd dans un memoire latin 
qui a pour titre Solutio guaestionis ad calcvlum probdbilitatis pertinenfis. Quan- 
tum duo coniuges per solvere ddieant, ut suis haeredtbus, post utriusgue mortem, 
certa argenti summa persolvatur? 

l) C’est le memoire 599.de ee volume. Cepeadant, la citation d'EuLBR est ineiacte. Tan- 
disque dans le present travail Eitlee traite exclusivement I’assurance simple au deces reposant 
sur une senle tete et que, par consequent, la table ci-dessous donne 100 Ax et 100 J*, il expose 
dans le memoire latin en question la theorie de I’assurance au deces reposant sur un couple 

29 * 
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TABLE 0 

qui marque, pour chaque age, combien il faut payer, ou a la fois ou succes- 
sivement tous les aus, pour reeevoir k la morfc la somme de 100 Roubles. 


Age de la personne i| Prix a payer a la fois i Prir a payer tous les ans 


. .. 

Ans 1 

R. 

- 1 

c. 

R. 

c. 

0 i 

42 

65 

3 

42 

6 I 

23 

10 

1 

41 

10 i 

l; 

22 

50 

1 

36 

16 ^ 

24 

56*) 

1 

53*) 

20 

1 27 

40 

1 

76 

25 

i 30 

18 

2 

2 

30 

I 21 

52 

2 

15*) 

36 

33 

71*) 

2 

36 *) 

40 

36 

80 

2 

70 

46 

i 41 

34 

i 3 

25 

50 

1 46 

6 

3 

91 

55 

i 50 

91 

4 

71 

60 

I 56 

17 

5 

75 

65 

> 62 

14*) 

7 

25 

70 

68 

59*) 

9 

42 

75 

75 

85 ») 

13 

1^) 

80 

82 

9*) 

17 

92®) 

85 

88 

29 

26 

42 ®) 

90 

91 

90*) 

35 

7 3) 


qui s’eteint au dernier deces; il y explique done la manike de determinei*- A — etP— : voir 
la preface de Tediteur. Euler, qu'il s^agit de ses travaux personnels ou de ceux d^autres geo metres, 
avait 1 habitude de toujours citer de memoire, et ces citations etaient rarement exactes, cpmme le 
reconnait P, H. Puss dans une lettre a Jacobi, du 8/20 novembre 1847^ voir P. Stackel und 
W. Ahrens, Der Briefwechsel zwischen C. G-. J. Jacobi und P. H. von Fuss iiber die Herausgahe 
der Werke Zeonhabd Eulers. Leipzig 1908, p . 40. 

1) Cette table contieut les chiffires corriges. L. 6. L. 

2) Edition originale: 24,73; 33,86; 62,16; 68,60; 76,86; 82,12; 91,89. L. G. D. 

3) Edition originale: 1,54; 2,14; 2,39; 13,02; 17,96; 26,41; 35,06. L. G. D. 


PLAN 

D UNE NOUYELLE ESPECE 
DE TONTINE^) 

Cette noTiyelle espfece de Tontine dififere taut de la commune et lui est 
si preferable que ce n’est qu’k I’egard des rentes croissantes que nous la 
nommons ainsi. On SQait que dans les Tontines ordinaires, le nombre des 
intdressans est borne k un certain nombre de personnes h peu prbs du mfeme 
age, dont chacune ddpose dans la caisse une somme d’argent, pour acqudrir 
une portion des inter^ts du fond entier, augmentant k mesure que quelques- 
uns des membres de la societe d^cbdent; pendant que le fond mSme doit 
echoir k I’Etat, dbs que la socidt6 est entiferement 4teinte. 

II est naturel qu’un !Etat ait quelques fois des besoms et que, lors de 
certaines circonstances, le d^faut d’argent et la necessite d’en ayoir I’obligent 
de recourir k cet expedient de finance; mais il est surprennant qu’on ne soit 
tombe encore sur d’autres moyens qui se recommandassent au Public par 
autant d’avantages apparens et encore plus de reels. Les Tontines ordinaires 
se recommandent, k la veritd, an Public par les rentes dnormes dont peu- 

r 

vent jouir les demiers membres qui ont survecu aux autres, et k I’Etat 
par cette disposition en vertu de laquelle il devient pour ainsi dire Thdritier 
d’un grand nombre de families; mais ces avantages sont contrebalances par 
I’incertitude de I’interessant, qui ne pent jamais spavoir d’avance combien il 
recevra I’annee procbaine pour son capital mis a fond perdu; par la Umita- 
tion k un certain nombre de personnes, aussi desavantageuse k I’Etat que 
desagr^able au Public; par la necessite ou se trouvent ceux qui voudroient 
Men y prendre part, d’attendre un certain age pour pouvoir entrer et fetre 
ranges en classes; et enfin, par la determination de la somme qu’on doit em- 


l) Voir la note 1 p. 183. 


L. G. D. 
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ployer, qui n’est pas moins prejudiciable k I’Etat g-amnt qu’k la societe m^me, 
vu qu’uae telle contrairite n’est pas propre a enconrager un grand nombre 
de personnes dont I’etat et la fortune est si differente. 

Apr'es ces reflexions generates sur les Tontines ordinaires, nous aurons 
tout lieu de nous flatter que le plan suiirant sera favorablement requ; vu 
qu’un etablissenaent fonde sur ces principes procureroit k I’Etat des avantages 
aussi reels que permanens et sera recommandable an Public a plusieurs 
egards, en tant qu’on y pourra admettre toutes les personnes, de tel age et 
en tel nombre qu’on voudra, et que chaque interessant sqaura par avance 
sur combien de revenk il pent compter chaque annee, depuis la deposition 
de son capital, dont la somme ddpend entierement de sa volonte et pent 
etre double, triple, quadruple etc., on ^tre reduite au quart, au tiers, ou k 
la moitie de eelle qui a ete supposee dans la table suivante. 


52-03, 55] 
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TABLE 0 

qui marque combien une personne d’un age quelcouque peut toucber d’interets 
croissans annuels pour un capital de 1000 Eoubles mis k, fond perdu, k la 

maniere des Tontines. 


Age de la personne 


annees 

0 

5 

10 

' 15 

1 

20 

25 


i 

R. 

c. 

R. 

c. 

R. 

c. 

I 

R. 

c. 

B. 

0. 

R. 

c. 

1 

62 

20 

50 

70 

50 

40 

50 

40 

50 

50 

50 

80 


66 

10 

51 

60 

50 

90 

50 

90 

51 

10 

51 

70 

3 

67 

90 

52 

30 

51 

30 

51 

30 

51 

70 

62 

60 

4 

70 

50 

53 

0 

51 

80 

51 

80 

52 

30 

53 

50 

5 

72 

60 

53 

80 

52 

30 

52 

30 

52 

90 

54 

40 

6 

73 

80 

54 

30 

52 

70 

52 

90 

53 

80 

56 

30 

7 

76 

0 

54 

80 

53 

20 

53 

50 

54 

70 

56 

20 

8 

76 

20 

55 

30 

53 

70 

54 

10 

65 

70 

57 

10 

9 

77 

40 

55 

80 

64 

20 

54 

70 

56 

60 

58 

0 

10 

78 

20 

56 

30 

54 

70 

55 

30 

57 

60 

58 

90 

11 

78 

90 

56 

80 

55 

30 

56 

30 

58 

50 

59 

90 

12 

79 

60 

57 

30 

55 

90 

57 

30 

59 

50 

60 

90 

13 

80 

30 

57 

80 

56 

60 

58 

20 

60 

40 

61 

90 

14 

81 

10 

58 

30 

57 

20 

59 

20 

61 

40 

62 

80 

15 

81 

80 

58 

90 

57 

80 

60 

20 

! 62 

40 i 

63 

80 

16 

82 

50 

59 

50 

58 

90 

61 

20 i 

1 

1 63 

40 

64 

90 

17 

83 

30 

60 

20 

59 

90 

62 

20 1 

64 

40 

1 65 

90 

18 

84 

1 

0 

60 

90 

60 

90 

63 

20 ' 

65 

50 

1 

66 

90 

19 

84 

80 

61 

60 

62 

0 ' 

64 

20 

66 

50 

i 

67 

90 

20 

85 

60 

62 

30 

63 

0 

65 

20 

67 

60 1 

69 

0 

21 

86 

50 

63 

40 

64 

0 ! 

66 

30 

68 

60 i 

70 

40 

22 

87 

50 

64 

60 

65 

10 

i 67 

40 ! 

i 69 

70 ! 

71 

90 

23 

88 

50 

65 

60 

66 

10 

68 

50 

70 

80 j 

73 

30 

24 

89 

50 

66 

70 

67 

20 

69 

60 I 

71 

90‘ I 

74 

80 

25 

90 

50 

67 

80 

68 

20 ^ 

70 

70 

73 

0 1 

76 

20 

26 

92 

20 

68 

90 

69 

40 

i 71 

1 

80 

74 

50 I 

1 

78 

20 


l) Cette table reproduit les chiffi.’es de I’edition originale. Voir la note 1 p. 238. 

La formule indiquee dans la tbeorie p. 237 ne- s’applic[iie bien (jn’aui nombres de la denxieme 
colonne, oil I’age de la personae est zero. On verifie qu’EnxER n’a calcule eiacteipent qu’une. partie 
des resultats et obtenu les autres par interpolation lineaire. L. G. D. 
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Apres 





Age de la 

personne 





annees 

0 ! 

5 1 

1 

10 

15 

20 

25 

i 

R. 

c. 

R. 

1 

C. i 

R. 

0. ! 

R. 

c. 

R. 

0. 

R. 

c. 

27 1 

93 

80 

70 

10 i 

70 

50 1 

72 

90 

76 

0 

80 

30 

28 || 

95 

40 1 

71 

20 [ 

71 

70 1 

74 

10 

77 

50 

82 

30 

29 j! 

97 

0 ! 

72 

30 I 

72 

80 i 

76 

20 

79 

10 

84 

40 

30 

98 

60 : 

73 

50 j 

73 

90 1 

76 

30 

80 

60 

86 

50 

31 

100 

20 

74 

70 1 

75 

10 i 

77 

90 

82 

80 

89 

40 

32 

101 

90 

75 

90 1 

76 

30 ! 

79 

50 

85 

0 

92 

30 

33 

103 

50 

77 

10 : 

77 

50 j 

81 

10 

87 

10 

95 

20 

34 

105 

10 

78 

30 

78 

60 j 

82 

70 

89 

30 

98 

10 

35 

106 

80 

79 

60 

79 

80 ' 

84 

30 

91 

50 

101 

10 

36 

108 

60 

80 

90 

81 

50 

86 

60 

94 

60 

105 

40 

37 

no 

40 

82 

10 

83 

20 

88 

90 

97 

60 

109 

70 

38 

112 

10 

83 

40 

84 

80 

91 

20 

100 

70 

114 

0 

39 

113 

90 

84 

70 

86 

50 1 

93 

40 

103 

80 

118 

30 

40 

115 

70 

86 

0 

88 

20 

95 

70 

106 

90 

122 

60 

41 

117 

60 

87 

80 

90 

60 

98 

90 

111 

50 

129 

60 

42 

119 

40 

89 

60 

93 

0 

102 

20 

116 

0 

136 

60 

43 

121 

20 

91 

40 

95 

40 

105 

40 

120 

60 

143 

60 

44 

123 

10 

93 

20 

97 

70 

108 

60 

125 

20 

150 

70 

45 

125 

0 

95 

0 

100 

10 

111 

90 

129 

70 

157 

70 

46 

127 

60 

97 

50 

103 

50 

116 

60 

137 

10 

170 

30 

47 

130 

20 

100 

10 

106 

80 

121 

40 

144 

50 

182 

90 

48 

132 

80 

j 102 

1 

70 

110 

20 

126 

20 

152 

0 

195 

50 

49 

135 

40 

105 

20 

113 

60 

130 

90 

159 

40 

208 

10 

.50 

138 

10 

107 

80 

117 

0 

135 

70 

166 

80 

220 

80 

51 

141 

80 

111 

40 

122 

0 

143 

50 

180 

20 

253 

30 

52 

145 

50 

115 

0 

127 

0 

151 

20 

193 

50 

285 

80 

53 

149 

20 

118 

70 

132 

0 

159 

0 

206 

90 

318 

30 

54 

153 

0 

122 

30 

137 

0 

166 

80 

220 

20 

350 

80 

55 

! 156 

1 

70 

126 

0 

142 

0 

174 

50 

233 

60 

383 

30 

56 

162 

0 

131 

30 

150 

10 

188 

50 

267 

90 

479 

10 

57 

167 

20 

136 

70 

158 

20 

202 

40 

302 

30 

574 

90 

58 

172 

50 

142 

10 

166 

30 

216 

40 

336 

70 

670 

80 
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Apres 

annees 

Age de la personne 

0 


10 

15 

20 

25 


R. 

0 . 

E. 

C. 

R. 

c. 

R. 

C. 

R. 

c. 

• K. 

C. 

59 

177 

80 

147 

40 

174 

40 

230 

40 

371 

10 

766 

60 

60 

183 

10 

152 

80 

182 

50 

244 

40 

405 

50 

862 

50 

61 

190 

90 

161 

60 

197 

10 

280 

30 

506 

90 

1380 

0 

62 

198 

70 

170 

30 

211 

70 

316 

30 

608 

30 

1897 

50 

63 

206 

50 

179 

0 

226 

30 

352 

30 

709 

70 

2415 

0 

64 

214 

30 

187 

80 

240 

90 

388 

30 

811 

10 

2932 

50 

65 

222 

20 

196 

50 

255 

50 

424 

30 

912 

50 

3450 

0 

66 

234 

90 

212 

20 

293 

10 

530 

30 

1460 

0 



67 

247 

60 

228 

0 

330 

80 

636 

40 

2007 

50 



68 

260 

20 

243 

70 

368 

40 

742 

50 

2555 

0 



69 

272 

90 

259 

40 

406 

10 

848 

50 

3102 

50 



70 

285 

70 

275 

20 

443 

70 

954 

60 

3650 

0 



71 

308 

56 

315 

70 

564 

60 

1527 

40 





72 

331 

40 

356 

20 

665 

60 

2100 

30 





73 

364 

20 

396 

70 

776 

50 

2673 

10 





74 

377 

10 

437 

20 

887 

40 

3245 

90 





75 

400 

0 

477 

70 

998 

40 

3818 

70 





76 

458 

80 

597 

20 

1597 

40 


i 





77 

517 

70 

716 

60 

2196 

50 







78 

576 

60 

836 

0 

2796 

60 







79 

635 

50 

965 

50 

3394 

60 







80 

694 

40 

1075 

0 

3993 

70 j 







81 

. 868 

0 

1720 

0 


i 

1 







82 ■ 

1041 

60 

2365 

0 


! 







83 

1215 

20 

3010 

0 









84 

1388 

80 

3655 

0 









86 

1662 

50 

4300 

0 









86 1 

2500 

0 











87 

3437 

50 







i 


1 


88 

4375 

0 







1 

i* 




89 

5312 

50 







i 




. 90. 

6260 

0 







i 
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Age de la personne 


annees 1 

ti 

ii 

30 

35 


40 

1 

45 

1 

i 

50 

1 

1 

55 


R. 

c. ! 

B. 

c. 

R. 

1 

C. 1 

E. 

c. 

R. 

c. 

B. 

c. 

1 ^ 1 

50 

O 

00 

50 

80 

50 

80 

51 

0 

51 

30 

51' 

60 

2 

51 

60 1 

51 

60 

51 

60 

52 

10 

52 

70 

53 

30 

3 ; 

52 

40 ! 

52 

40 

52 

40 

53 

10 

54 

0 ; 

55 

0 

4 1 

53 

30 1 

53 

30 

53 

20 

54 

20 

56 

40 

56 

70 


54 

10 ‘ 

i 

54 

10 

54 

0 

55 

20 

56 

70 i 

58 

40 

6 ii 

55 

0 ; 

55 

0 

55 

10 

56 

70 

58 

60 

60 

90 

7 !: 

jl 

55 

90 1 

55 

80 i 

56 

20 

58 

20 ; 

60 

50 

63 

40 

8 ;; 

' 56 

80 ! 

56 

70 i 

57 

30 i 

59 

70 

62 

40 i 

65 

80 

9 : 

57 

70 

57 

60 

58 

50 1 

61 

20 

64 

30 i 

68 

30 

10 

i 58 

60 

! 

58 

50 

59 

60 

62 

70 

66 

30 

70 

80 

11 [ 

j 59 

60 1 

59 

70 

61 

20 

64 

80 

69 

10 

74 

90 

12 j 

60 

50 i 

60 

90 

62 

80 

66 

90 

71 

90 

78 

90 

13 

61 

50 ■ 

62 

10 

64 

40 

69 

0 

74 

70 

83 

0 

14 

j 62 

40 1 

63 

40 

66 

10 

71 

10 

77 

60 

87 

0 

15 

1 63 

30 : 

1 

64 

60 

67 

70 

73 

20 

80 

40 j 

91 

10 

16 1 

! 64 

70 1 

66 

30 

69 

90 

76 

30 

85 

0 1 

98' 

40 

17 ■' 66 

0 ! 

68 

10 

72 

20 

79 

50 

89 

60 ' 

105 

70 

18 i 

' 67 

30 ; 

69 

80 

74 

50 

82 

60 ! 

94 

20 

113 

0 

19 1 

68 

70 i 

71 

60 

76 

80 

85, 

70 1 

98 

80 

120 

30 

20 

‘ 70 

II 

ii 

0 

73 

30 

79 

10 

88 

80 

103 

40 

i 127 

1 

50 

21 : 

1“ 71 

90 1 

75 

80 

82 

40 

93 

90 

111 

60 

! 146 

30 

22 

ji 73 

70 j 

78 

20 

85 

80 

99 

0 

11.9 

90 

165 

.10 

23 

ii 

60 1 

80 

70 

89 

20 

104 

10 . 

128 

20 

183 

90 

24 

! 77 

ii 

50 

83 

20 

92 

60 

109 

20 

136 

50 

202 

70 

25 

79 

40 

85 

70 

96 

0 

114 

20 

144 

80 

221 

50 

26 

82 

10 

89 

30 

101 

40 

123 

40 

166 

10 

276 

90 

27 

84 

80 

93 

0 

106 

90 

132 

50 

187 

40 

332 

20 

28 

87 

50 

96 

60 

112 

40 

141 

70 

208 

70 

387 

60 

29 

90 

10 

100 

30 

117 

90 

150 

80 

230 

0 ’ 

443 

• 0 

30 

92 

80 

104 

0 

123 

40 

160 

0 

251 

30 

498 

•40 



55—56, 58] 


PLAN D’DNB NOUVELLE ESPECE DE TONTINE 


236 


Apres 



Age de la personne 




annees 

30 

35 

40 45 1 50 

1 

i 

55 


R. C. 

E. C. 

E. C. R. C. R 

C. 

E. 

0 . 

31 

96 80 

109 90 

133 20 183 50 314 

20 

797 

40 


100 70 

115 80 

143 10 207 10 377 

0 

1096 

50 

33 

104 70 

121 80 

153 0 230 60 439 

90 

1395 

60 

34 

108 70 

127 70 

162 90 264 20 502 

70 

1694 

60 

35 

112 60 

133 70 

172 80 277 70 565 

60 

1993 

70 

36 

119 0 

144 30 

198 20 347 20 905 

0 



37 

125 50 

155 10 

223 60 416 60 1244 

30 



38 

131 90 

165 70 

249 10 486 0 1583 

70 



39 

138 40 

176 40 

274 50 555 60 1923 

10 



40 

144 80 

187 20 

300 0 625 0 2262 

40 



41 

156 40 

214 70 

375 0 1000 0 




42 

168 0 

242 30 

450 0 1375 0 




43 

. 179 60 

269 80 

525 0 1750 0 




44 

191 20 

297 40 

600 0 2125 0 




46 

202 80 

326 0 

675 0 2500 0 




46 

232 60 

406 20 

1080 0 




47 

262 50 

487 50 

1485 0 




48 

292 30 

568 70 

1890 0 




49 

322 20 

650 0 

2295 0 




50 

352 0 

731 20 

2700 0 


1 


51 

440 10 

1170 0 

1 


! 

j 


42 

528 10 

1608 70 

' 1 


■] 

i 


53 

616 10 

2047 60 



1 


54 

704 10 

2486 20 





55 

792 10 

2925 0 





66 

1267 40 






57 

1742 80 






58 

2218 10 






69 

2693 40 






60 

1 3168 70 


1 


30* 
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Age de la personne 


r : 

annees 

60 

! 

65 


70 ■ 

75 

I 

! 

i 

80 


85 

90 

|! 

R. 

c. 

R. 

c. 

R. 

1 

c. , 

R. 

0. i 

R. 

c. 

R. 

C. 

E. 

c. 

1 !' 

52 

10 

52 

80 

54 

0 

57 

30 i 

62 

50 

80 

0 

120 

0 

2 i; 

54 

20 

55 

70 

58 

0 

64 

70 i 

75 

0 

110 

0 

190 

0 

3 

56 

30 

58 

50 

62 

0 

72 

0 i 

87 

50 

140 

0 

260 

0 

4 

58 

50 

61 

40 

66 

0 

79 

40 

100 

0 

170 

0 

330 

0 

5 , 

60 

60 

64 

20 

70 


86 

80 

112 

50 

200 

0 

400 

0 

6 ; 

64 

10 

69 

40 

80 

30 

108 

50 

180 

0 

480 

0 



7 I 

67 

50 

74 

50 

90 

60 1 

130 

20 1 

247 

50 

760 

0 



8 ! 

71 

0 

79 

70 

100 

90 

151 

90 

315 

0 

1040 

0 



9 : 

74 

50 

84 

80 

111 

20 

173 

60 

382 

50 

1320 

0 



10 1 

i 

78 

0 

90 

0 

121 

50 i 
! 

195 

30 

450 

0 

1600 

0 



11 

84 

20 

103 

20 

151 

90 i 

312 

40 

1080 

0 





12 I 

90 

40 

116 

50 

182 

20 

429 

60 

1710 

0 





13 1 

96 

70 

129 

70 

212 

60 

546 

80 

2340 

0 


' 



14 1 

102 

90 

143 

0 

243 

0 

664 

0 

2970 

0 


' 



15 j 

‘ 109 

20 

156 

20 

273 

40 

781 

20 

3600 

0 





i 

16 1 

125 

30 

195 

30 

437 

40 









17 1 

' 141 

40 

234 

30 ' 

601 

50 




i 

i 

1 





18 ! 

157 

50 

273 

40 

765 

60 




1 





19 1 

I 173 

60 

312 

40 

929 

60 

1 








20 

. 189 

80 

351 

50 

1093 

70 





1 




21 

1 237 

10 

506 

20 











22 

i 284 

50 

660 

90 



! 

i 






i 


23 

331 

80 

815 

60 



1 






1 


24 

379 

20 

970 

20 











25 

426 

50 

1125 

0 



i 








26 

682 

40 





I 

1 








27 

938 

40 













28 

1194 

30 





; 








29 

; 1450 

20 













30 

1 1706 

20 

1 
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Les nombres de ces tables ont ete calcules sur les regies de la moxta- 

lite, rapportees dans les remarques sur I’^tablissement des rentes pour les 

veuves^), de la maniere suivante. Posant en general a I’age de la personne 

en question qui paye d’abord dans la caisse la somme de 1000 Roubles, on 

n’a qu’k considerer un grand nombre de semblables personnes du mSme age, 

dont le nombre soit = iV; de sorte que toute la somme foumie par elles k la 

caisse soit 1000 N Roubles, dont les interfets aimuels seront 50 N Roubles, qui 

doivent 6tre partages chaque annee parmi le nombre de eeux qui sont encore 

en vie. Or, par les rbgles de la mortalite etablies ci-dessus, le nombre de ceux 

qui seront encore en vie apres n ans sera N. Done, partageant I’interet 

entier, 5077” Roubles, par ce nombre, il reviendra dans ce temps a chacun des 

vivans la somme , , 

_ 50 (o) 

(a n)’ 

qui demeurant tou jours la meme, quel que soit le nombre N, il est clair que 
la caisse ne perdra rien en s’engageant k payer k la personne en question, 
apres n ans ecoul^s, cette somme de Roubles. Et e’est pr^cis^ment sur 
ces formules que les tables pr4cedentes ont et6 calculees. 

Mais, comme les rkgles mentionn^es de la mortalite demeurent toujours 
assujetties k quelque incertitude, il sera n^cessaire de diminuer un peu les 
rentes rapportees dans ces tables, k fin que la caisse n’ait rien k craindre de 
cette incertitude. Pour cet effet, on pent etablir que la cinquikme partie de 
tons les membres decedens tourne au profit de I’etablissement, et partant 
tons les nombres de la table precedents doivent etre diminues de la cinquieme 
partie de I’exces de chaque nombre sur 50. 

Ainsi, en etablissant cette rkgle, il sera aise de rectifier la table precedente 
et de I’ajuster k I’execution, en diminuant d’un Rouble les rentes qui montent 
k 55 Roubles, de deux Roubles celles qui montent a 60, de 3 Roubles celles 
de 65, et ainsi de suite; et puisqu’on comprend aisement qu’une precision 
scrupuleuse ne SQauroit avoir lieu, on pourra arrondir les nombres qui en 
resultent, pour donner plus de r^gularit^ k la progression de ces rentes. 

Enfin, nous avons continue ces tables jusqu’k I’age de 95 ans, tant 
pareeque nous avons partout etabli ce terme comme le. dernier de la vie 
humaine, que pour faire voir de quelle manikre I’accroissement des rentes se 
fait pendant les cinq demieres ann^es. 


l) Voir la premiere partie du present memoire. 


L. S. D. 
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TABLE RECTIFIEE A L’DSAGE PUBLIC 

qui marque combien une personne d’uu age quelconque pent toucher d’int4r6ts 
croissans annuels, pour un capital de 1000 Eoubles, mis k fond perdu, k la 

manibre des Tontines. 


j! 

Apres i 

Age de la personne 

annees 

0 

1 

1 

5 

1 

1 

15 

20 

25 

1! 

ij 

E. 

C. 

R. 

C. 1 

E. 

c. 

E. 

C. 1 

E. 

c. 

E. 

c. 

1 1 

59 

70 i 

50 

60 

50 

30 

50 

30 

50 

40 

50 

70 

2 r 

62 

0 i 

51 

20 

50 

60 

50 

60 

50 

80 

51 

40 

3 |l 

64 

30 1 

51 

80 

51 

0 

51 

0 

51 

30 

52 

10 

4 i 

66 

40 1 

52 

40 

51 

40 

51 

40 

51 

80 

52 

80 

0 

68 

0 i 

53 

0 

51 

80 

51 

80 

52 

30 

53 

50 

6 1 

68 

90 1 

53 

40 

52 

20 

52 

30 

53 

10 

54 

20 

7 i 

69 

80 1 

53 

80 

52 

60 

52 

80 

63 

90 

54 

90 

8 i 

70 

70 1 

54 

20 

53 

0 

53 

30 

54 

70 

65 

60 

® 1 

71 

60 j 

54 

60 

53 

40 

53 

80 

56 

40 

56 

30 

10 ; 

72 

50 

55 

0 

53 

70 

54 

20 

56 

10 

57 

10 

11 

73 

0 

55 

40 

54 

20 

55 

0 

56 

90 

57 

90 

12 

73 

60 

55 

80 

54 

70 

55 

80 

57 

70 

58 

70 

13 

74 

10 

56 

20 

55 

20 

56 

60 

58 

50 

59 

50 

14 

74 

70 

1 

56 

60 

55 

70 

57 

40 

59 

20 

60 

30 

15 

75 

40 i 

57 

10 

56 

20 

58 

10 

59 

90 

61 

0 

16 

76 

0 i 

57 

60 : 

57 

0 

58 

90 

60 

70 

61 

80 

17 

1 76 

60 i 

68 

10 

57 

80 

59 

70 

61 

50 

62 

60 

18 

77 

20 I 

58 

60 

58 

60 

60 

50 

1 62 

30 

63 

40 

19 

77 

80 ! 

59 

20 

59 

50 

61 

30 

i 63 

10 

64 

30 

20 

00 

40 

59 

80 

60 

40 

62 

10 

1 64 

0 

65 

20 

21 

79 

20 

60 

70 

61 

0 

63 

0 

64 

90 

66 

40 

22 

80 

0 

61 

60 

61 

80 

63 

90 

65 

80 

67 

60 

23 

80 

80 

62 

50 

62 

70 

64 

80 

66 

70 

68 

80 

24 

81 

60 

63 

40 

63 

60 

65 

70 

67 

60 

69 

90 

25 ; 

82 

40 

64 

20 

64 

50 

66 

50 

68 

40 

71 

0 

26 i 

83 

70 

65 

10 

65 

20 

67 

40 

69 

60 

72 

60 

27 

85 

0 

66 

0 

65 

90 

68 

30 

70 

80 

74 

20 

28 

86 

30 

66 

90 

66 

60 

69 

20 

72 

0 

1 75 

80 


l) Cette table reproduit les cM&es de I’edition origlnale. Les bases statistiques et financieres 
utilisees par Euler n'etant plus employees de nos jours par les compagnies d’assurances, la verifi- 
cation complete de la table eut exige un travail kors de proportion avec Tutilite pratique. Ces ckiffires 
conservent tout leur interet Mstorique; voir la note 1 p. 231. L. 6. D. ■ 
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Apres 

Age de la personne 

annees 

0 

5 

10 

15 

20 

25 


R. 


— 

R. 

0. 

R. 

c. 

R. 

C. ’ 

R. 

0. 

R. 

c. 

29 

87 

60 

67 

80 

67 

40 

70 

10 

73 

20 

77 

50 

30 

88 

90 

68 

80 

68 

20 

71 

0 

74 

50 

79 

20 


90 

20 

69 

80 

69 

10 

72 

20 

76 

20 

81 

50 

32 

91 

50 

70 

80 

70 

0 

73 

60 

77 

90 

83 

80 

33 

92 

80 

71 

80 

70 

90 

74 

80 

79 

60 

86 

10 

34 

94 

10 

72 

80 

71 

80 

76 

10 

81 

30 

88 

40 

35 

95 

40 

73 

70 

72 

80 

77 

40 

83 

20 

90 

80 

36 

96 

80 

74 

70 

74 

10 

79 

20 

86 

70 

94 

30 

37 

98 

20 

75 

70 

75 

40 

81 

0 

88 

20 

97 

80 

38 

99 

60 

76 

70 

76 

70 

82 

80 

90 

70 

101 

30 

39 

101 

0 

77 

70 

78 

0 

84 

60 

93 

10 

104 

70 

40 

102 

50 

78 

80 

79 

20 

86 

50 

95 

50 

108 

10 

41 

104 

0 

80 

20 

81 

0 

89 

10 

99 

20 

113 

70 

42 

105 

50 

81 

60 

82 

80 

91 

70 

102 

90 

119 • 

30 

43 

107 

0 

83 

0 

84 

60 

94 

30 

106 

60 

124 

90 

44 

108 

50 

84 

50 

86 

40 

96 

90 

no 

20 

130 

50 

45 

110 

0 

86 

0 

88 

10 

99 

50 

113 

80 

136 

20 

46 

112 

10 

88 

0 

90 

60 

103 

30 

119 

70 

146 

30 

47 

114 

20 

90 

0 

93 

10 

107 

10 

125 

60 

156 

40 

48 

116 

30 

92 

0 

95 

60 

110 

90 

131 

50 

166 . 

50 

49 

118 

40 

94 

10 

98 

20 

114 

70 

137 

40 

176 

60 

50 

120 

60 

96 

20 

100 

90 

118 

50 

143 

40 

186 

60 

51 

123 

40 

99 

10 

104 

60 

124 

70 

154 

10 

212 

60 

52 

126 

30 

102 

0 

108 

30 

130 

90 

164 

80 

238 ■ 

60 

53 

129 

30 

104 

90 

112 

0 

137 

10 

175 

50 

264 

60 

54 

132 

30 

107 

80 

115 

80 

143 

30 

186 

20 

290 

60 

55 

135 

30 

110 

80 

119 

60 

149 

60 

196 

90 

316 

60 

56 

140 

80 

116 

10 

126 

90 

160 

80 

224 

40 

393 

30 

57 

146 

30 

119 

40 

134 

20 

172 

0 

251 

90 

470 

0 

58 

151 

80 

123 

70 

141 

50 

183 

20 

279 

40 

546 

70 

59 

157 

30 

128 

0 

148 

80 

194 

40 

306 

90 

623 

40 

60 

162 

70 

132 

20 

156 

0 

205 

50 

334 

40 

700 

: 0 

61 

167 

70 

139 

20 

167 

70 

234 

30 

415 

50 ; 

1114. 

0 

62 

172 

70 

146 

20 

179 

40 

263 

10 

496 

60 

1528 . 

: 0 
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Age de la personue 


Apres j 


annees j 

0 

i 

5 1 

10 j 

15 

20 ! 

25 

i 

E. 

c. I 

! 

E. 

C. j 

E. 

c. 

B. 

c. 

E. 

c. 

E. 

0. 

63 

177 

70 i 

153 

20 j 

191 

10 

291 

90 

577 

70 

1942 

0 

64 I 

I 

182 

70 i 

160 

20 

202 

80 

320 

70 

658 

80 : 

2356 

0 

65 j 

187 

70 

167 

20 

214 

40 

349 

40 

740 

0 ! 

2770 

0 

66 

197 

90 1 

179 

80 

244 

50 

434 

20 

1178 

0 ; 

3690 

0 

.67 

208 

10 i 

192 

40 

274 

60 

519 

0 

j 

1616 

0 1 

1 

5530 

0 

68 

218 

30 1 

205 

0 

304 

70 

603 

90 j 

2054 

0 ! 

7360 

0 

69 

228 

40 j 

217 

60 j 

334 

80 1 

688 

80 

2492 

0 i 

11050 

0 

70 

238 

50 ! 

230 

10 

364 

90 1 

773 

70 

2930 

0 ! 

22090 

0 

71 

256 

80 1 

262 

50 ; 

453 

70 : 

1232 

20 

3903 

0 1 



72 

275 

10 i 

294 

90 1 

542 

50 1 

1690 

70 

5850 

0 i 



73 

293 

40 1 

327 

30 i 

631 

30 ; 

2149 

20 

7769 

0 



74 

311 

70 j 

359 

70 ! 

720 

0 i 

2607 

60 

11690 

0 i 



75 

330 

0 

392 

10 1 

808 

70 

3065 

0 

23370 

0 ; 



76 

377 

10 

487 

70 

1287 

90 

4083 

0 





77 

424 

20 

583 

30 

1767 

10 

6120 

0 





78 

471 

30 1 

678 

90 

2246 

30 

8156 

0 





79 

518 

40 

774 

50 

2725 

60 

12230 

0 





80 

565 

50 

870 

0 

3204 

90 

24450 

0 





81 

1 704 

40 

1386 

0 

4270 

0 







82 

j 843 

30 

1902 

0 

6400 

0 







83 

1 982 

20 

1 2418 

0 

8530 

0 







84 

1121 

10 

2934 

0 

12790 

0 







85 ' 

1260 

0 

3450 

0 

25570 

0 







86 

2010 

0 

4596 

0 









87 

2760 

0 

6890 

0 

i 








88 

3510 

0 

9183 

0 









89 

4260 

0 

13720 

0 









90 

5010 

0 

27630 

0 









91 

6676 

0 











92 

10010 

0 











93 

13342 

0 











94 

20010 

0 











95 

40010 

0 
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personne 


annees j 

30 

35 

40 

45 

60 

i 

1 

55 



R. 

1 

c. : 

1 

R. 

c. 

R. 

0. 

E. 

c. 

E. 

c. 

R. 

c. 

1 

50 

60 

50 

60 

50 

60 

50 

80 

51 

10 

51 

30 

2 

51 

20 I 

51 

20 

51 

20 

61 

60 

52 

20 

52 

60 

3 

51 

90 

51 

80 

51 

80 

52 

40 

53 

30 

53 

90 

4 

52 

60 

52 

50 

52 

50 

63 

30 

54 

40 

56 

30 

5 

53 

30 

53 

30 

53 

20 

54 

20 

55 

40 

56 

70 

6 

54 

0 

54 

0 

54 

10 

55 

40 

56 

90 

58 

70 

7 

54 

70 

54 

70 

55 

0 

56 

60 

58 

40 

60 

70 

8 

55 

40 

55 

40 

55 

90 

57 

80 

59 

90 

62 

70 

9 

56 

10 

56 

10 

56 

80 

59 

0 

61 

40 

64 

70 

10 

56 

90 

56 

80 

57 

70 

60 

20 

63 

0 

66 

60 

11 

57 

60 

57 

80 

59 

0 

61 

90 

65 

30 

69 

90 

12 

58 

30 

58 

80 

60 

30 

63 

60 

67 

60 

73 

20 

13 

59 

0 

59 

80 

61 

60 

65 

30 

69 

90 

76 

50 

14 

59 

80 

60 

80 

62 

90 

67 

0 

72 

10 

79 

70 

15 

60 * 

60 

61 

70 

64 

20 

68 

60 

74 

30 

82 

90 

16 

61 

70 

63 

10 

66 

0 

71 

10 

78 

0 

88 

70 

17 

62 

80 

64 

50 

67 

80 

73 

60 

81 

70 

94 

50 

18 

63 

90 

65 

90 

69 

60 

76 

10 

85 

40 

100 

30 

19 

65 

0 ! 

67 

30 

71 

40 

78 

60 

89 

10 

106 

10 

20 

66 

0 

68 

60 

73 

30 

81 

0 

92 

70 

112 

0 

21 

67 

50 

70 

60 

76 

0 

85 

10 

99 

30 

127 

0 

22 

69 

0 

72 

60 

78 

70 

89 

20 

105 

90 

142 

0 

23 

70 

50 

74 

60 

81 

40 

93 

30 

112 

50 

157 

0 

24 

72 

0 

76 

60 

84 

10 

97 

40 

119 

10 

172 

10 

25 

73 

50 

78 

60 

86 

80 

101 

40 

125 

80 

187 

20 

26 

75 

60 

81 

50 

91 

20 

108 

70 

142 

80 

231 

50 

27 

77 

70 

84 

40 

95 

60 

116 

0 

159 

80 

275 

80 

00 

79 

80 

87 

30 

100 

0 

123 

30 

176 

80 

320 

10 

29 

82 

0 

90 

20 

104 

40 

130 

60 

193 

90 

364 

40 

30 

84 

20 

93 

20 

108 

70 

138 

0 

211 

0 

408 

70 

31 

87 

40 

98 

0 

116 

60 

156 

80 

261 

30 

647 

0 

32 

90 

60 

102 

80 

124 

50 

175 

60 

311 

60 

886 

0 

33 

93 

80 

107 

60 

132 

40 

194 

40 

361 

90 

1125 

0 
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Apres 

ii 

ij 





Age de la personne 





annees 

Ji. 

30 

i 

35 

1 

O 

45 

i 

50 

1 

55 



1 

E. 

I 

E. 

C. 

E. 

0 . 

E. 

1 

c. 

E. 

c. I 

E. 

0 . 

34 


97 

0 ! 

112 

30 

140 

30 

213 

30 

412 

20 j 

1364 

0 

35 


100 

10 i 

117 

0 

148 

20 

232 

20 

462 

50 

1605 

0 

36 


105 

20 1 

125 

60 1 

168 

60 

287 

80 1 

734 

0 

2137 

0 

37 


110 

30 I 

134 

20 1 

189 

0 

343 

40 

1006 

0 

3202 

0 

38 

i 

i 

115 

40 ; 

142 

80 

209 

40 

399 

0 

1278 

0 

4264 

0 

39 


120 

60 

151 

30 

229 

70 

454 

50 

1549 

0 

*6390 

0 

40 


125 

80 

159 

80 j 

250 

0 

510 

0 

1820 

0 

12770 

0 

41 

ii 

135 

10 

181 

00 

o 

310 

0 

810 

0 

2424 

0 



42 

’1 

144 

40 

203 

80 

370 

0 

1110 

0 

3630 

0 



43 

1 

153 

70 

225 

80 

430 

0 

1410 

0 

4836 

0 



44 

I! 

163 

0 

247 

90 

490 

0 

1710 

0 

7250 

0 



45 

I 

172 

20 

270 

o‘ 

o5o 

0 

2010 

0 

14490 

0 



46 


196 

10 

336 

0 

874 

0 

2676 

0 





47 


220 

0 

400 

0 

1198 

0 

4010 

0 





48 


243 

90 

465 

0 

1522 

0 

5344 

0 

1 




49 


267 

80 

530 

0 

1846 

0 

8010 

0 





50 


1 291 

60 

595 

0 

2170 

0 

16010 

0 





51 


1 362 

0 

946 

0 

2890 

0 







52 


432 

40 

1297 

0 

4330 

0 

j 






53 


502 

80 

1648 

0 

5770 

0 

i 

1 






54 


573 

20 

1999 

0 

8650 

0 







55 


643 

70 

2350 

0 

17290 

0 







56 


1024 

0 

3130 

0 









57 


1404 

0 

4690 

0 









58 


1784 

0 

6250 

0 









59 


2164 

0 

9370 

0 









6jO 


2545 

0 

18730 

0 









61 


3390 

0 











62 


5080 

0 











63 


6770 

0 











64 


j 10150 

0 

! 

i 

{ 




j 






65 


;! 20290 

0 

f 

1 


i 

i 


! 
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! 

Apres , 

Age de la personne 

annees * 

! 

60 

65 

70 

75 

80 

85 

90 

! 

1 

R 

c. 

R. 

C. 

R. 

c. 

R. 

0. 

R. 

C. 

R. 

c. 

R. 

c. 

i 

1 ! 

51 

70 

52 

30 

53 

20 

55 

90 

60 

0 

74 

0 

63 

40 

2 

53 

40 

54 

60 

56 

40 

61 

80 

70 

0 

98 

0 

90 

0 

3 

55 

10 

56 

90 

59 

60 

67 

70 

80 

0 

122 

0 

116 

60 

4 

56 

80 

59 

20 

62 

80 

73 

60 

90 

0 

146 

0 

170 

0 

5 

58 

50 

61 

40 

66 

0 

79 

40 

100 

0 

170 

0 

330 

0 

6 

61 

30 

65 

50 

74 

20 

96 

80 

154 

0 

224 

0 



7 

64 

10 

69 

60 

82 

40 

114 

20 

208 

0 

330 

0 



8 

66 

90 

73 

70 

90 

60 

131 

60 

262 

0 

436 

0 



9 

69 

70 

77 

80 

98 

90 

148 

90 

316 

0 

650 

0 



10 

72 

40 

82 

0 

107 

20 

166 

20 

370 

0 

1290 

0 



11 

77 

40 

92 

60 

131 

50 

260 

0 

490 

0 





12 

92 

40 

103 

20 

155 

80 

353 

80 

730 

0 





13 

97 

40 

113 

80 

180 

10 

447 

60 

970 

0 





14 

102 

40 

124 

40 

204 

40 

541 

30 

1450 

0 





15 

107 

40 

135 

0 

228 

70 

635 

0 

2890 

0 





16 

118 

30 

166 

20 

359 

0 

844 

0 







17 

129 

20 

197 

40 

490 

0 

1260 

0 







18 

140 

10 

228 

60 

622 

0 

1676 

0 







19 

151 

0 

259 

90 

754 

0 

2510 

0 







20 

161 

80 

291 

20 

885 

0 

5010 

0 







21 

199 

70 

415 

0 

1176 

0 









22 

237 

60 

539 

0 

1760 

0 









23 

275 

50 

663 

0 

2344 

0 









24 

313 

40 

787 

0 

3510 

0 









25 

351 

20 

911 

0 

7010 

0 









26 

556 

0 

1510 

0 











27 

761 

0 

2260 

0 











28 

966 

0 

3010 

0 











29 

1171 

0 

4510 

0 











30 

1376 

0 

9010 

0 











31 

1830 

0 













32 

1 2740 

0 













33 

3650 

0 













34 

5470 

0 













36 

10930 

0 
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Cette diminution des prix rapportes dans la premiere table doit mettre 
Petablissement enti'eiement k I’abri de tons les accidens extraordinaires et des 
suites facheuses qui pourroient naitre de Tincertitude des observations et des 
registres de mortalite, et de leur diversity fondee sur la difference du climat 
et du genre de vie; parce qu’il est evident que toutes ces circonstances ne 
peuvent pas monter a ^ ^ comme nous avons supposd. Mais cette rectification 
ne rendra-t-elle point cet etablissement moins recommandable ? Pour rdpondre 
k cela, on n’a qu’a considerer que la surete de la caisse, pour laquelle cette 
correction a ete apportee, doit entrer en compte avant tout; ensuite, qu’aux 
petits prix elle est presque insensible et que, malgre cela, il reste aux grands 
prix encore asses d’appas pour encourager ceux qui se promettent asses de 
vie pour en esperer la jouissance. 

Or, quoique le capital sur lequel les tables precedentes ont 4te calculees 
soit suppose de 1000 Eoubles, on comprend aisement, de ce que nous avons 
dit ci-dessus, qu’il depend entikrement de la volonte et de la fortune de 
cbaque intdressant d’y employer une plus grande ou plus petite somme, 
et il sera facile de determiner en consequence les prix pour cbaque somme. 
Par exemple, si quelqu’un vouloit acbeter des rentes croissantes moyennant 
une somme de 500 Eoubles, on n’auroit qu’k prendre la moitie des prix ex- 
poses dans la table precedente, ou bien k les doubler lorsque la somme est 
de 2000 Eoubles, et ainsi de suite. Et il est clair que, par cet effet, tant 
r etablissement que cbaque interessant en particulier est en dtat de spavoir 
par avance quel sera le prix qu’on payera ou recevra pour cbaque annee, 
jusqu’k la mort, sans avoir egard ni au nombre de pareils acbeteurs ni au 
nombre de ceux qui decedent. 

n est evident encore que le libre acces qu’on donne en tout temps et 
k toutes les personnes qui se presentent, sans egard ni k leur age ni k leur 
nombre ni mdme k la somme qu’ils ddposent, sera trbs propre k attirer un 
tres grand nombre d’interessans, qui probablement augmentera toujours 
an lieu de diminuSr; vu que le nombre des morts sera toujours surpasse ou 
du moins en equibbre avec le nombre des nouveaux regus. Et par cette 
raison I’Etat, soit qu’il ait dtabli cet expedient de finance pour se procurer 
en peu de temps une certaine somme d’argent, soit pour augmenter ses re- 
venus, retirera non seulement le fonds ; mais mSme les intdr^ts qu’il a fournis 
pour le payement des rentes lui seront restitues en peu de temps par la 
duree de cet etablissement qui est permanent, au lieu que les Tontines ordi- 
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naires s’eteignent avec la mort du dernier membre. C’est done une source 
inepuisable d’ou I’Etat pent tirer profit continuellement, pourvu, toutefois, 
que la caisse ne soit jamais ddpourvtle an point qu’elle soit hors d’etat de 
payer les rentes et qu’elle conserve son credit dans I’esprit du Public. 

An reste, il fant remarquer qne, quoique ces tables n’ayent ete conti- 
nuees que jusqn’k I’age de 95 ans, on sera pourtant oblige de payer a ceux 
qui survivent a ce terme la somme rapportee pour 95 [ans], au moins. On 
devroit, k, la verite, hausser les prix en consequence; mais, comme ils sont 
deja tres considerables, on pourra s’en tenir la pour le peu d’annees qui 
suivront ee terme. 



OBSEEVATIONES CIROA ISTOYIIM ET SINGULAEE 
PEOGEESSIONUM GEISTUS 


Oommentatio 476 indicis Enestkoemiani 

ISoji commentarii academiae scientiarum Petropolitaaae 20 (1775), 1776, p. 123 — 139 

Summarium ibidem p. 20—24 


SUMMARIUM 

Inter res, quae prima fronte attentione nostra hand dignae videantur, observari saepe- 
nnmero qnaedam, qnae attentins perpensae ad profnndas speculationes perdncant, nuUus 
eornm, qui sublimioribns praecipne Analyseos studiis mcnmbnnt, infitiabitnr, cum plurimis 
exemplis et adeo hae dissertatione confirmari possii Contemplatio enim illius notissimae 
qnaestionis, qna quindecim Ohristiani totidemqne Indaei ita ordine sunt collocandi, ut, si 
numerandi initio in loco qnocnnqne constitnto nonns quisque in mare sit eiiciendus, hoc 
snpplicinm in solos Indaeos sit casurum, 111. Eulero ansam praebuit hoc singulare pro- 
gressionnm genus investigandi. Etiamsi enim haec quaestio in se spectata hand difficulter 
resolvatnr, tamen, si in gen ere de hominnm nnmero indeterminato, ex qnibns secundum 
quemlihet ordinem et numerum quotusquisque sit eiiciendus, suscipiatur, mox intelligetur 
quaestionem inter difficiUimas esse referendam, cum non detur methodus hoe in genere 
praestandi. 

Quin etiam eiusdem generis quaestionem, si ex plurium sontium numero is solus 
poenam sit subiturus, qui, postquam nonus rel alius quotusquisque ex ordine fuerit 
eiectus, tandem solus sit remansurus, attentione maxime dignam censet Vir 111., ubi scilicet 
locum nosse oportet, in quo numeratio terminatur. Ad omnia haec uherius explicanda 
consideratur casus, quo ex serie 30 notarum nona quaeque deletux; at numeratione actu in- 
stituta indicihnsque eiectornm ordine dispositis piodit series, quam Me cum indicibus no- 
iarum subscriptis aspeetui exponemus: 
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1, 2, 3, 4, 
9, 18, 27, 6, 


5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 
16, 26, 7, 19, 30, 12, 24, 8, 22, 5, 23, 11, 29, 17, 10, 2, 


21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30 
28, 25, 1, 4, 15, 13, 14, 3, 20, 21 


in qua igitur postrema serie, quae hie series eiectionis vocatiir, nulliis plane ordo patescit. 

Cum autem haec series duabus rebus determinetur, quarum altera a numero notarum, 
altera vero a mimeratore peudeat, tota quaestio in genere eo redueitur, ut proposito notarum 
numero una cum numeratore ipsa series eiectionis inveniatur; cuius autem solutio, cum in 
genere expectari nequeat. 111. dissertationis Auctori plures casus particulares percurrere visum 
est, spe freto fore, ut inde lex quaepiam detegatur, cuius ope negotium confici possit; quern 
in finem series eiectionis pro diversis numeratoribus in talibus schematibus exposuit, quale 
hie pro numeratore 3 perspieuitatis gratia apponemus. 


Numerus notarum 
1 
2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 
9 

10 

11 

12 

etc. 


Series eiectionis pro numeratore 3 

1 

1 , 2 
3, 1, 2 
3, 2, 4, 1 

3, 1, 5, 2, 4 

3, 6, 4, 2, 5, 1 

3, 6, 2, 7, 5, 1, 4 

3, 6, 1, 5, 2, 8, 4, 7 

3, 6, 9, 4, 8, 5, 2, 7, 1 

3, 6, 9, 2, 7, 1, 8, 5, 10, 4 

3, 6, 9, 1, 5, 10, 4, 11, 8, 2, 7 

3, 6, 9, 12, 4, 8, 1, 7, 2, 11, 5, 10 

etc. 


ubi quidem secundum lineas vertieales et horizontales ordo valde est abstrusus; verum in 
ultimis terminis progressio arithmetica temario crescens occurrit, cuius termini numerum 
notarum superantes infra eum sunt depressi, eademque lege progrediuntur penultimi, ante- 
penultimi etc. Simili etiam modo pro numeratore 2 rectae obliquae, ei, quae per ternoinos 
ultimos transit, parallelae, per progressiones arithmeticas binario crescentes, pro numeratore 4 
per progressiones quaternario crescentes, et ita porro, progrediuntur, ita ut ope huius legis 
variis a Yiro 111. exemplis confirmatae pro quovis numeratore et notarum numero nota 
ultimo eiicienda facili negotio assignari possit. 
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123-124 


Efc quidem in genere si statuatur nnmerator = pro notarum vero numero v sit 
ultima eiicienda = turn pro numero notarum v i- 1 ultima eiicienda erit ^ -f dum- 

modo non sit 4? + ^ > v + 1; si enim hoc eveniret, ultima foret vel ^ n — (v + 1) vel 
5 ^ — 2 (a/ +• 1) vel in genere dividendo 0 + n per v + 1 residuum ex divisione natum 

praebehit indicem notae ultimo eiiciendae. Quae regula maxime notatu digna merito ab 
111. Auctore tanquam insigne Tkeorema spectatur, cuius demonstrationem etiam hie elegan- 
tissime adumhrat. 

Quaecunque autem sit simplicitas huius legis pro notis ultimo eiiciendis, Viro 111. tamen 
non licuit earum seriem in genere exhibere, cuius rei ratio manifesto in eo est sita, quod 
terminorum reductio pro quovis numeratore perpetuo ad alios numeros sit instituenda neque 
uUus terminus ex praecedente absolute determinari possit, etiamsi pro casibus specialibus 
ad terminos valde remotos per saltus progredi hceat, ita ut non opus sit intennedios evol- 
visse^ cuius rei hie exemplum pro numeratore 9 traditur, in quo series ultra ter mille ter- 
minos continuata est. 


1. Inter res saepenumero, quae attentione nostra baud dignae videantur, 
observantur qnaedam, quae satis profundam inyestigationem requirunt ac non 
parum sublimibus speculationibus occasionem praebent. Quod cum plurimis 
exemplis confirmari possit, turn nuper etiam ipse sum expertus, dum quae- 
stionem illam tironibus notissimam attentius eontemplarem, qua quindecini 
Christiani totidemque ludaei ita ordine sunt collocandi, ut, si numerandi 
initio in dato loco sumpto nonus quisque vel deeimus in mare sit eiiciendus, 
haec poena in solos ludaeos sit casura. Quae quaestio etiamsi in se nihil 
haheat difficnltatis, tamen mox vidi, si in genere de hominum numero quo- 
cunque, ex quibns non nonus, sed secundum alium quemvis numerum quotus- 
quisqne sit eiiciendus, proponatur, difficillimnm fore ordinem eorum, qui 
continue eiicientur, assignare, Neque adeo methodus constat hoc in genere 
praestandi, tametsi quovis casu oblato, dum numeratio actu instituitur, solu- 
tio facillime obtinetur. Ex hoc genere baud parum curiosa milii videtur 
quaestio, si v. gr. ex plurium sontium numero is solus sit supplicio affleien- 
dus, qui, postquam nonus quisque vel secundum alium numerum ex ordine 
fuerit exemptus, tandem ultimo solus sit remansurus; hie scilicet maxime 
intererit ante nosse ilium fatalem locum, in quo numeratio ilia ultimo ter- 
minabitur. 
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2. Quo omnia, quae hie investiganda occurrunt, clarius perspiciantur, 
casum ilium perpendamus, quo ex serie 30 notarum nona quaeque expun- 
gitur, quod negotium numeratione actu instituta ita coramodissime reprae- 
sentatur: 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

M I I M I I I i M I I I M I I I 

23 20 28 24 14 4 7 12 1 19 16 10 26 27 25 5 18 2 8 29 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

I I I I I I I I I I 

30 13 15 11 22 6 3 21 17 9 

Hie superiores numeri indicant, quote loco a primo computando quaeque 

nota sit posita; inferiores vero numeri ostendunt, quando quaeque eiiciatur, 
dum scilicet continuo nona quaeque expun gitur. Ita patet primo nonam, se- 
cundo decimam octavam, tertio vicesimam septimam, quarto sextam, quinto 
decimam sextam et ita porro expungi, donee ultimo delenda supersit sola 
vicesima prim a, qui adeo foret locus ille fatalis ante memoratus. Si indices 
eiectorum ordine disponantur indicesque notarum subscribantur, haec series 
prodibit: 

Indices eiectionis 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 

Indices naturales 9, 18, 27, 6, 16, 26, 7, 19, 30, 12, 24, 8, 22, 5, 23, 

Indices eiectionis 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 

Indices naturales 11, 29, 17, 10, 2, 28, 25, 1, 4, 15, 13, 14, 3, 20, 21. 

Hanc postremam seriem vocabo seriem eiectionis, quia ea indicat, quota nota 
eiiciatur primo, secundo, tertio etc. Ita scilicet primo eiicitur nota 9“, se- 
cundo 18™, tertio 27“*, quarto 6**, quiuto 16** et ita porro, donee ultimo, tri- 
gesimo nempe loco eiiciatur nota vicesima prima. Ubi quidem meminisse 
oportet, postquam numerando in serie notarum ad finem fuerit perventum, 
numerationem iterum ab initio continuari; ex quo intelligitur notam trige- 
simam primam convenire cum prima, et si cuiusque notae index fuerit n, 
eidem quoque indices + 30, « + 60, « -1- 90 etc. convenire stmt cen- 
sendi. 


Liso»harpi Euleri opera omnia. 1 7 Commentationes algebraicae 


32 
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3. Si hanc seriem eiectionis consideremus, vix ulluna ordinem in ea de- 
prehendere licet; tres quidem primi termini, 9, 18, 27, secundum difterentiam 
9 ascendunt, et quartus quoque, 6, quia cum 36 conveuit, eandem legem se- 
quitur. Quintus autem, qui est 16 vel 46, denario praecedentem superat, quia 
in numerando iam unus, scilicet 9 sen 39, est deletus ideoque non numeratur. 
Ob eandem rationem a termino quinto, 16, ad sextum, 26, etiam 10, at a sexto, 
26, ad septimum, 7 seu 37, iam 11 numerantur sicque saltus continuo fiunt 
maiores, quia plures notae iam deletae transiliuntur; quod operationem actu 
institueudo sponte elucet, etiamsi ordinem harum differentiarum auctarum vix 
assignare liceat; generatim certe hie nihil omnino definiri posse videtur. 
Circa finem autem imprimis haec series eiectionis ita fit irregularis, ut nulli 
prorsus legi adstrieta videatur. Eum in finem autem hanc seriem hie ex- 
posui, quo clarius oinnes difficultates, quibus perscrutatio eius impeditur, 
perspiciantur haecque ipsa series ex ludicro principio enata attentione nostra 
non indigna videatur. 

4. Haec autem series eiectionis specialis duabus rebus determinatur, 
quarum altera in numero notarum, qui est 30, altera vero numeratore, qui 
est 9, continetur. Quocirca in genere quaestio hue redit, ut dato notarum 
numero una cum numeratore ipsa series eiectionis exhibeatur; cuius solutio- 
nem cum in genere sperare nequeamus, in casibus particularibus attentionem 
nostram exerceri conveniet, num forte legem quampiam detegere videamur. 

Ac primo quidem patet, si numerator fuerit unitas, seriem eiectionis ipsam 
fore seriem numerorum naturalium 1, 2, 3, 4 etc.; qnoniam enim primus 
quisque eiicitur, primo loco primus terminus, secundo secundus, tertio tertius 
et ita porro eiicitur, ita ut ultima nota simul sit terminorum eiectorum 
ultimus. 

5. Sit igitur numerator =2, ita ut secundus quisque eiiciatur seu eiec- 
tio secundum altemos instituatur; ac pro notarum numero series eiectionis 
ita se habere deprehenduntur: 
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numerus notarum 
1 
2 
3 


series eiectionis pro numeratore 2 


1 

2 , 1 
2, 1, 3 


4 

2, 

4, 

3, 

1 







5 

2, 

4, 

1, 

5, 

3 






6 

2, 

4, 

6, 

3, 

1, 

5 





7 

2, 

4, 

6, 

1, 

5, 

3, 

7 




8 

2, 

4, 

6, 

8, 

3, 

7, 

5, 

1 



9 

2, 

4, 

6, 

8, 

1, 

5? 

9, 

7, 

3 


10 

2, 

4, 

6, 

8, 

10, 

3, 

7, 

1, 

9, 

5 

11 

2, 

4, 

6, 

8, 

10, 

1, 

5, 

9, 

3, 

11, 

12 

2, 

4, 

6, 

8, 

10, 

12, 

3, 

7, 

11, 

5, 

13 

2, 

4, 

6, 

8, 

10, 

12, 

1, 

5, 

9, 

13, 

14 

2, 

4, 

6, 

8, 

10, 

12, 

14, 

3, 

7, 

11, 

15 

2, 

4, 

6, 

8, 

10, 

12, 

14, 

1, 

5, 

9, 

16 

2, 

4, 

6, 

8, 

10, 

12, 

14, 

16, 

3, 

7, 







etc. 





7 

1, 9 
7, 3, 11 
1, 9, 5, 13 


Hoc schema inspicienti facile erit pluribus modis ordinem quendam obser- 
vare. Hltimi scilicet termini manifesto tenent progressionem arithmeticam 
binario crescentem, dummodo termini, qui numerum notarum essent supera- 
turi, infra eum deprimantur, numero scilicet notarum inde detracto. Ita cum 
primo habeatur 1, pro secunda serie ultimus, qui foret 3, binario subtracto 
ad unitatem reducitur; hunc sequitur 3, et sequens, 6, numerum notarum mu- 
tate superans ad unitatem reducitur et ita porro. Simili lege progrediuntur 
termini penultimi, turn vero etiam antepenultimi atque adeo omnes ab ulti- 
mis aequidistantes. Quoniam igitur omnes rectae obliquae ei, quae per ter- 
minos ultimos transit, paraUelae per huiusmodi progressiones arithmeticas 
pro numero notarum mutilatas transeunt, liinc istae series, quousque lubuerit, 
facile continuantur. 
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6. Exponamus simili modo series eiectionis pro numeratore = 3 ac lex 
progressionis multo magis abscondita prodibit: 

numerus notarum | series eiectionis pro numeratore 3 

1^1 

2 i 1, 2 

3 1 3, 1, 2 


4 

3, 

2, 

4, 

1 











5 

3, 

1, 

b. 

2, 

4 










6 

3, 

6, 

4, 

2, 

5, 

1 









7 

3, 

6, 

2, 

7, 

5, 

1, 

4 








8 

3, 

6, 

1, 

5, 

2, 

8, 

4, 

7 







9 

3, 

6, 

9, 

4, 

8, 

5, 

2, 

7, 

1 






10 

3, 

3, 

9, 

2, 

7, 

1, 

8, 

5, 

10, 

4 





11 

3, 

6 , 


1. 

5, 

10, 

4, 

11, 

8, 

2, 

7 




12 

3, 

6, 

9, 

12, 

4, 

8, 

1, 

7, 

2, 

11, 

5, 

10 



13 

3, 

6, 

9, 

12, 

2, 

7, 

11, 

4, 

10, 

5, 

1, 

8, 

13 


14 

3, 

6, 

9, 

12, 

1, 

5, 

10, 

14, 

7, 

13, 

8, 

4, 

11, 

2 

15 

3, 

6, 

9, 

12, 

15, 

4, 

8, 

13, 

2, 

10, 

1, 

11, 

7, 

14, 5 

16 

3, 

6 , 

9, 

12, 

15, 

2, 

7, 

11, 

16, 


13, 

4, 

14, 

10, 1, 8 






etc. 










Interim tamen etsi secundum lineas horizontales et verticales ordo magis est 
abstrusus, tamen in ultimis iterum progressio aritbmetica se prodit secun- 
dum ternarium crescens; haecque eadem lex quoque in penultimis et ante- 
penultimis ut ante deprebenditur, ex quo et has series facilUme conti- 
nuare licet. 

7. Circa hanc legem in terminis ultimis locum habentem dubitare am- 
plius non poterimus, dum ea adhuc pro numeratore 4 observetur. Pari ergo 
modo series eiectionis inde erectas repraesentemus : 
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numei'us notarum 



series eiectionis 

pro 

1 numeratore 4 



1 

: 1 














2 

2, 

1 













3 

1, 

3, 

2 












4 

4, 

1, 

3, 

2 











5 

4, 

3, 

5, 

2, 

1 











4, 

2, 

1, 

3, 

6, 

5 









7 

4, 

1, 

6, 

5, 

7, 

3, 

2 








8 

4, 

8, 

5, 

2, 

1, 

3, 

7, 

6 







8 

4, 

8, 

3, 

9, 

6, 

5, 

7, 

2, 

1 






10 

4, 

8, 

2, 

7, 

3, 

10, 

9, 

1, 

6, 5 






11 

1 

4, 

8, 

1, 

6, 

11, 

7, 

3, 

2, 

5, 10, 

9 





12 

4, 

8, 

12, 

5, 

10, 

3, 

11, 

7, 

6, 9, 

2, 

1 




13 

4, 

8, 

12. 

3, 

9, 

1, 

7, 

2, 

11, 10, 

13, 

6, 

5 



14 

4, 

8, 

12, 

2, 

7, 

13, 

5, 

11, 

6, 1, 

14, 

3, 

10, 

9 


15 

4, 

8, 

12, 

1, 

6, 

11, 

2, 

9, 

15, 10, 

5, 

3, 

7, 

14, 

13 

16 

4, 

8, 

12, 

16, 

5, 

10, 

15, 

6, 

13,* 3, 

14, 

9, 

7, 

11, 

2, 1 


etc. 


Hinc ergo lex ilia in seriebus oblique descendentibus prorsus confirmatur, 
quae scilicet hie sunt arithmeticae quaternario crescentes, dum termini nu- 
merum nostrum superantes infra eum deprimuntur. In seriebus autem hori- 
zontalibus et verticalibus ordo fit continuo intricatior. Quin etiam ipsa rei 
natura in seriebus horizontalibus nullam progressionis legem patitur, propterea 
quod eae, cum omnes numeros notarum numero non maiores fuerint com- 
plexae, ulteriori continuationi adversantur, ita ut continuatio tanquam imagi- 
naria sit spectanda. 

8. En ergo insignem legem, cuius ope pro quovis numeratore et notarum 
numero nota ultimo eiicienda assignari potest. Bxistente scilicet numeratore 
= n, si pro notarum numero v ultima eiicienda sit z seu indici z respon- 
deat, turn pro numero notarum v -j- 1 ultima eiicienda erit z n, siquidem 
non sit d±&iz-\-n>v-{-l, ultima erit z n — v — 1 vel 
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^ _ 2 (y 4- 1) Tel 4; + « — 3 (y 1) Tel ‘‘generatim dividendo s -\-n per 

V residuum ex divisioue relictum dabit indicem ultimae notae eiiciendae. 
Ubi notetur, si diTisio nihil relinquat, turn pro residuo 0 scribi notarum 
numerum v -\-l. Cum ergo pro numero notarum n cognita fuerit ultimo 
eiecta, pro omnibus notanim numeris maioribus ultimo eiecta facile per banc 
regulam assignabitur. Pexpetuo autem si unica fuerit nota, eadem quoque 
exit ultimo eiecta, seu si fuerit r=l, exit z = l, unde sequentes omnes sine 
ullo negotio reperiuntux. 

Quae regula eo magis est notatu digna, quod sine eiectionis ordine co- 
gnito statim ultimo eiiciendam exhibeat, etiamsi ea manifesto ab ordine ante 
eiectarum pendeat. Quamobrem haec regula merito tanquam insigne Theo- 
rema spectaxi debet, in cuius demonstrationem inquirere omnino opexae exit 
pretium. 


9. Sequenti modo autem eius demonstratio commodissime adstrui vide- 
tur. Consideretur notarum numerus v -{-I, unde secundum numeratorem n 
prima fiat eiectio, quae cadet in notam n, siquidem fuerit n<v vel in 
notam n — a(v + l), qui indices autem omnes indici n aequivalent. Expun- 
gatur ergo haec nota, uti haec punctorum series A indicat 

12 3 n »-t-l w + 2 v-|-l 


ac notae praecedentes, 1, 2, 3, ... n — 1, ad finem adiungantux indicibus nu- 
mero -f- 1 auctis, ut prodeat ista punctorum series 

V 1/ -f- 2 v-{‘n 

B . , 

in qua notarum numerus est v, quaeque series ab ea, ubi numerus notarum 
est V, quam ita repraesento 

1234 V — 1 V 


aliter non diflfert, nisi quod ibi indices numeratore n sunt aucti. XJtrinque 
ergo eiectiones secundum numeratorem n factae iu easdem ordine notas ca- 
denty ac si eiectio ultima in serie C incidat in notam, cuius index est z, ea 
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in serie B incidet in notam, cuius index est n s', id quod etiam in serie 
notarum A, quarum nuruerus est y + 1, eveniet. Quo ipso veritas nostri 
Theorenaatis evincitur. Simul autena inde patet, quod hie de notis ultimo 
eiectis est demonstratum, idem de peaultimis, antepenultimis omnibusque 
ordinibus ab ultimis aequidistantibus valere. 

10. Huius igitur regulae ope statim pro quovis numeratore series eiec- 
tionis formare poterimus, cuius specimen pro numeratore 5 hie appono: 


numerus notarum 

series eiectionis pro numeratore 5 

1 

1 

2 

1, 2 

3 

2, 3, 1 

4 

1, 3, 4, 2 

5 

5, 1, 3, 4, 2 

6 

5, 4, 6, 2, 3, 1 

7 

5, 3, 2, 4, 7, 1, 6 

8 

5, 2, 8, 7, 1, 4, 6, 3 

9 

5, 1, 7, 4, 3, 6, 9, 2, 8 

10 

5, 10, 6, 2, 9, 8, 1, 4, 7, 3 

11 

5, 10, 4, 11, 7, 3, 2, 6, 9, 1, 8 

12 

5, 10, 3, 9, 4, 12, 8, 7, 11, 2, 6, 1 


etc. 
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11.‘) Simili modo etiam pro nomeratore 6 ordines eiectionis subinngimus: 
numerus notarum i series eiectionis pro numeratore 6 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 
9 

10 

11 


1 


2 , 1 

; 3 , 2 , 1 

I 2, 1, 4, 3 

' 1, 3, 2, 5, 4 

6, 1, 3, 2, b, 4 

6, 5, 7, 2, 1, 4, 

i 6, 4, 3, 5, 8, 1, 

I 6, 3, 1, 9, 2, 5, 

I 6, 2, 9, 7, 5, 8, 

I 6, 1, 8, 4, 2, 11, 


3 

2 , 1 
4, 8, 7 

1, 10, 4, 3 

3, 7, 6, 10, 9 


etc. 


12. Etsi autem series notarnm ultimo loco eiectarum tarn simplicem ac 
facilem legem sequitur, tamen hoc maxime mirabile usu venit, quod in ge- 
nere banc seriem nullo modo exMbere liceat. Veluti si pro numeratore n 
series ultimo eiectorum ita repraesentetur 

numerus notarum 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, ... v, 

series 1, A, B, C, B, B, F, O, H, I, ... N, 

novimus quidem fore A vel 1 vel 2, sen A = n — 2i, vero 

B = A-l-n — 3i, C=B-{-n — Ai, I> — C-\-n — 5* etc.; 

verum tamen Mnc generaliter terminum N assignare non valemus, propterea 
quod in singulis littera i determinatum numerum denotat, tantum scilicet, ut 
terminus indicem supra scriptum non superet. Hinc etsi determinatio 
D = C n — 5* nihil habet difficultatis, tamen, si yelimus pro C suum va- 
lorem 4i ponere, ut prodeat D = ^-f 2« — 4* — 5i, Mnc nihil con- 

1) In editione principe paragraphus 11 per errorem paragrapho 17 addita est. Insaper ibi 
paragraph! 16 et 17 permutatae sunt. L. 6. D. 
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cludere possumus, quandoquidem geminae litterae i valores non innotescunt. 
Causa igitur, cur in genere circa hanc seriem nihil definire liceat, in hoc 
consistit, quod continuo terminorum reductio ad alios numeros sit instituenda. 
Facilius hoc intelligetur, si perpendamus nullum terminum ex praecedente 
absolute determinari, sed ad plures interdum conditiones esse respiciendum. 
Scilicet si quartus detur C, quintus erit 

vel C + n, nisi C-\-n>h, 

vel erit C -\-n — 5, nisi C + w > 10, 

vel erit C + — 10, nisi (7+ n > 15, 

etc.; 

quemlibet autem terminum ad suam debitam formam deprimi oportet, ante- 
quam ex eo sequentem ope regulae demonstratae eliciamus. 


13. Pro casibus autem particularibus ad terminos valde remotos per 
saltus progredi licet, ut non sit opus omnes intermedios evolvisse. Scilicet 
si pro numeratore n indici v, qui hie notarum numerum significat, respon- 
deat terminus a, turn indici v -\-x respondebit terminus a nx, dum sit 
a-\-nxciv -\- X sen x < ; quin adhuc hie terminus recte se habet, si x 

unitate augeatur, hoc est, si ut excessus unitate sit minor, tumque 

indici v-\-x respondebit terminus [n — l)x — v a. 

Simili modo ab hoc per saltum ad remotiorem terminum pervenire licet, 
saltus autem continuo hunt maiores; per singulos autem saltus termini in 
progressione arithmetica secundum numeratorem n crescente procedunt. A.b 
initio quidem singuli termini seorsim sunt definiendi, statim autem atque ad 
indices numeratore maiores pervenitur, calculus per saltus commodius insti- 
tuitur, cuius specimen pro numeratore 9 apponam, ubi perpetuo numerum 
V — a per 8 ita dividi oportet, ut quotus nimis magnus accipiatur; turn enim 
ipse quotus dabit valorem ipsius x et residuum erit terminus per hunc sal- 
tum sequens. 


Leonhardi Euleri Opera omnia 1 7 CommentationeB algeToraicae 


33 
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Series pro numeratore 9 

Indices 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18 

Termini 1, 2, 2, 3, 2, 5, 7, 8, 8, 7, 5, 2, 11, 6, 15, 8, 17, 8 

Saltus 233444566 789 

Indices 20, 22, 25, 28, 32, 36, 40, 45, 51, 57, 64, 72, 81 

Termini 6, 2, 4, 3, 7, 7, 3, 3, 6, 3, 2, 2, 2 

Saltus 10 12 13 14 16 19 20 23 26 30 33 37 

Indices 91, 103, 116, 130, 146, 165, ia5, 208, 234, 264, 297, 334 

Termini 1, 6, 7, 3, 1, 7, 2, 1, 1, 7, 7, 6 

Saltus 42 47 52 60 67 75 85 95 107 120 

Indices 376, 423, 475, 535, 602, 677, 762, 867, 964, 1084 

Termini 8, 8, 1, 6, 7, 5, 8, 6, 5, 1 

Saltus 136 152 172 193 217 244 275 309 348 

Indices 1220, 1372, 1644, 1737, 1954, 2198, 2473, 2782, 3130 

Termini 5, 1, 5, 6, 4, 2, 4, 3, 5 

etc. 


14. Hanc ergo seriem facili labore ultra ter mille terminos continuavi- 
mus, ac si ulterius progredi yelimus, ex numeris postremis 3130 et 5 calcu- 
lum ita iustituimus: 

ab 3130 
subtr. 5 

391 

Hinc saltus per 391 terminos porrigitur indeque terminus, cuius index est 
3621, erit, ut residuum indicat, 3. Porro 


ab 3521 
subtr. 3 


8)3518 

440 


( 2 ) 
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Hie saltus fit per 440 terminos, unde oritur index 3521 + 440 = 3961, cui 
respondet terminus 2 residue indicatus. 

Ab 3961 
subtr. 2 

8)39^5*9^^^ 

495 

Hinc colligitur pro indice 4456 terminus 1. Ab hoc autem saltus sequens 
ultra 5000 extenditur; neque tamen video, quomodo huius seriei terminus, 
verbi gratia decies millesimus vel adeo centies millesimus, nisi saltibus hoc 
modo continuandis assignari possit; indices quidem per bos saltus crescentes 
secundum progressionem geometricam in ratione 8 : 9 proxime crescunt, sed 
quia hoc tantum proxime fit, hinc nullum subsidium pro continuatione obti- 
netur. 


15. Hinc ergo pro quovis notarum numero, dummodo 5000 non longe su- 
peret, [apparet], in quam eiectionis sors postremo cadet; ex serie scilicet hie per 
saltus exhibita is terminus quaeri debet, qui indici notarum numero aequali 
respondet. Perpetuo scilicet index proxime minor sumatur indeque pro- 
gressio arithmetica usque ad indicem propositum per differentiam 9 continue- 
tur, quod in nonnullis exemplis declarari expediet. 

I. Quaeratur seriei illius terminus centesimus. Proxime inferior index per 
saltus inventus est 91, cui convenit terminus 1. lam inde ad centeshnum 
sunt loca 9 et nonies novem seu 81 ad ilium terminum 1 adiiciendo prodit 
terminus centesimus 82. Quare si ex centum sontibus is sit supplicio affi- 
ciendus, qui, postquam reliqui per numerationem ad 9 fuerint liberi, tandem 
solus relinquatur, haec poena in 82**"“ ordine mcidet. 

II. TJt terminus 200“'"’ reperiatur, calculus ita instituatur: 

200 

index proximus 185, terminus 2 
15 per 9 dat 135 


terminus quaesitus 137 
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in. Quaeratur terminus ijOO”™: 

500 

index proximus 476, terminus 1 

25 per 9 dat 225 

terminus quaesitus 226 

IV. Quaeratur terminus millesimus: 

1000 

index proximus 964, terminus 5 

36 per 9 dat 324 

terminus quaesitus 329 

V. Quaeratur terminus 5000“"*: 

6000 

index proximus 4456, terminus 1 
544 per 9 dat 4896 
terminus quaesitus 4897 

16. Vicissim autem si detur ordo eiectorum, qui ab ultimo regrediendo sit 
z, y, X, V, «, t, s, r etc., 

ex eo pro quovis numeratore et quolibet notarum numero initialis ordo no- 
tarum investigari poterit. Quod quo claritis apparent, sit numerator =4; et 
pro quolibet notarum numero ordo notarum sequenti modo se habebit: 
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raultitudo notarum 
1 
2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 
9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 


ordo notarum initialis 

z 

zy 

xzy 

xzy V 

zyvux 

vuxt z y 

t zy sviix 

vuxrtzys 

zysyvuxrt 

xrtpzysqvu 

qvuoxrtpzys 

zysnqvuoxrtp 

rtpmzysnqvuox 

uoxlrtpmzysnqv 

nqvkuoxlrtpmzys 

zysinqvJcuoxlrtpm 

tpmhzysinqvhuoxlr 

xlrgtpmhzysinqvkuo. 


Consideratio horum ordinum non solum eorum naturam satis luculenter de- 
clarat, sed etiam plures insignes speculationes suppeditare poterit. 


17. Consideratio huiusmodi serierum tarn facili negotio formandarum non 
solum est iucunda, sed etiam non parum ad numerorum naturam tantopere 
nobis adhuc absconditam felicius perscrutandam conferre quicquam posse vi- 
detur. Eximium certe hoc est exemplum et omni attentione dignum, quod 
series tarn levi opera, non solum formari, sed etiam, quousque libuerit, conti- 
nuari possit, cum tamen eius natura et vera indoles nobis maneat prorsus 
incognita neque ut aliae ad terminum generalem revocari possit. 



DHUDICATIO MAXTMK PEOBABILIS 
JEIUM OBSERVATIONUM DISCREPANTIUM 

ATQUE 

PTSTMTTl.TMA DJDUCTIO INDE EORMANDA 

Auetore Daniele Bernoulli^) 

Aeta academiae scientiarum Petropolitanae (1777: I), 1778, p. 3 — 23 


^stronomis potissimum, genti sagacissime scrupulosae, diiudicandas 
a haesitationes, quas mihi aliquoties feci, de regula, ad quam con- 
)nmes, quoties plures de eadem re factas prae se habent observationes 
lum inter se discrepantes; scilicet observationes tunc omnes in unam 
siimmam, quam postmodum dividunt per observationum numerum; 
Jivisione oritur, pro vera accipiunt quantitate quaesita, donee aliunde 
Bt certiora fuerint edocti. Hoc modo si singulae observationes eiusdem 
>nderis censeantur, incidunt in centrum gravitatis, quod pro vera ob- 
lorati positions accipiunt; baec quoque regula convenit cum ea, qua 
in arte coniectandi, si omnes aberrationes in observando commissae 
ede contingere supponantur. 

^n vero recte statuitur singulas observationes eiusdem esse ponderis 
enti, sive in quosvis errores aeque pronas esse? an errores aliquot 
aeque facile eommittentur atque alii totidem minutorum? an eadem 
probabilitas? absona plane foret baec affirmatio; baec procul dubio 
b, quod malint astronomi prorsus reiicere observationes, quas indicant 
a veritate recedere, caeteras vero retineant, immo plane ad eundem 


). BernouiiO, 1700—1782. Yide etiam dissertationem sequentem. 


L. G. P. 
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censum referant. Id vero dura faciunt, satis et plus satis monstrant multum 
abesse, ut idem statuaut pretium singulis a se factis observationibus, dum 
alias reiiciuut totas, alias omnes non solum retineant, sed insuper eodem 
modulo metiantur; nec video limites, quos ultra citrave sint vel penitus re- 
iiciendae vel integrae retinendae; quin forte evenire potest, ut observatio, quae 
reiicitur, optimum praestitura fuisset reliquis correctionem. Attamen non im- 
probo ubiquaque consilium reiiciendae unius alteriusve observationis, immo 
probo, quoties inter observandum sinistri aliquid accident, quod per se ipsum 
protinus scrupulum iniiciat observatori, antequam consuluerit eventum eumque 
cum caeteris observationibus contulerit; si nihil tale habeat, quod conqueratur, 
existimo admittendas esse singulas observationes, qualescunque fuerint, modo 
observator sibi sit conscius omnis adhibitae industriae. 

3. Liceat observatorem comparare cum sagittano tela sua in propositam 
metam coniiciente adhibita oinni, qua pollet, industria. Detur ipsi pro meta 
integra linea verticalis, ita ut singulae aberrationes sub unica directione hori- 
zontali aestimandae veniant; putetur meta linearis depicta in medio piano 
vertical! perpendiculariter ad axem visionis erecto totumque planum ab utro- 
que latere in fascias verticales, angustas sed singulas eiusdem latitudinis, di- 
visum sit. Quodsi nunc persaepe sagitta vibrata fuerit et pro quovis iactu 
locus illisionis examinatus eiusque distantia a meta vertical! in charta notetur, 
etiamsi eventus minime possit exacte praedici, multa tamen sunt, quae cum 
ratione praesumi debent et quae imprimis ad rem nostrum facere poterunt, 
si modo null! alii committantur errores, quam qui in utramque partem aeque 
faciles sunt et quorum eventus penitus incerti sola veluti sorte baud vitabili 
deciduntur; sic in astronomia pro errore non habetur, quodcunque a priori 
correctionem admittit. Factis omnibus, quas theoria docet, correctionibus, quod 
tunc reliquum est pro conciliandis singulis observationibus aliquantulum inter 
se discrepantibus, hoc solius artis coniectandi opus est; quid proprie inter 
observandum accident, hoc, per ipsam hypothesin, profunde ignoramus, sed 
ipsa haec ignorantia asylum erit, ad quod confugere cogimur, dum con- 
sistimus in eo, non quod verissimum, sed quod verisimillimum , nec certum, 
sed probabilissimum, ut ars ilia docet. An vero flatus iste semper et 
ubique competat medio arithmetico adhiberi solito, non sine ratione dubitari 
potest. 



DIIUDICATIO MAXIME PROBABILIS 
PLTJEIUM OBSEEVATIONUM DISCREPANTIUM 

ATQUE 

VERISIMILLIMA INDUCTIO INDE PORMANDA 

Auctore Daniele Bernoulli^) 

Acta academiae scientiarum Petropolitanae (1777: I), 1778, p. 3 — 23 


1. Astrouomis potissimum, genti sagacissime scmpulosae, diiudicandas 
proponam haesitationes, quas mihi aliquoties feci, de regula, ad quam con- 
fugiunt omnes, quoties pliires de eadem re factas prae se habent observationes 
aliquantulum inter se discrepantes; scilicet observationes tunc omnes in nnam 
colligunt snmmam, quam postmodum dividunt per observationum numerum; 
quod a divisione oritur, pro vera accipiunt quantitate quaesita, donee aliunde 
meliora et certiora fuerint edocti. Hoc modo si singulae observationes eiusdem 
veluti ponderis censeantur, incidunt in centrum gravitatis, quod pro vera ob- 
iecti explorati positione accipiunt; baec quoque regula convenit cum ea, qua 
utuntur in arte coniectandi, si omnes aberrationes in observando commissae 
aeque facile contingere supponantur. 

2. An vero recte statuitur singulas observationes eiusdem esse ponderis 
vel momenti, sive in quosvis errores aeque pronas esse? an errores aliquot 
graduum aeque facile committentur atque alii totidem minutorum? an eadem 
ubique probabilitas? absona plane foret haec affirmatio; haec procul dubio 
causa est, quod malint astronomi prorsus reiicere observationes, quas indicant 
nimium a veritate recedere, caeteras vero retineant, immo plane ad eundem 


l) D. Beenoxilli, 1700 — 1782. Vide etiam dissertationem sequentem. 
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censum referant. Id vero dum faciunt, satis et plus satis monstrant multum 
abesse, ut idem statuant pretium singulis a se factis observationibus, dum 
alias reiiciunt totas, alias omnes non solum retineant, sed insuper eodem 
modulo metiantur; nec video limites, quos ultra citrave sint vel penitus re- 
iiciendae vel integrae retinendae; quin forte evenire potest, ut observatio, quae 
reiicitur, optimam praestitura fuisset reliquis correctionem. Attamen non im- 
probo ubiquaque consilium reiiciendae unius alteriusve observationis, immo 
probo, quoties inter observandum sinistri aliquid accident, quod per se ipsum 
protinus scrupulum iniiciat observatori, antequam consuluerit eventum eumque 
cum caeteris observationibus contulerit; si nibil tale babeat, quod conqueratur, 
existimo admittendas esse singulas observationes, qualescunque fuerint, mode 
observator sibi sit conscius omnis adbibitae industriae. 

3. Liceat observatorem comparare cum sagittario tela sua in propositam 
metam coniiciente adbibita omni, qua pollet, industria. Detur ipsi pro meta 
integra linea verticalis, ita ut singulae aberrationes sub unica directione bori- 
zontali aestimandae veniant; putetur meta linearis depicta in medio piano 
vertical! perpendiculariter ad axem visionis erecto totumque planum ab utro- 
que latere in fascias verticales, angustas sed singulas eiusdem latitudinis, di- 
visum sit. Quodsi nunc persaepe sagitta vibrata fuerit et pro quovis iactu 
locus illisionis examinatus eiusque distantia a meta verticali in cbarta notetur, 
etiamsi eventus minime possit exacte praedici, multa tamen sunt, quae cum 
ratione praesumi debent et quae imprimis ad rem nostrum facere poterunt, 
si modo null! alii committantur enores, quam qui in utramque partem aeque 
faciles sunt et quorum eventus penitus incerti sola veluti sorte baud vitabili 
deciduntur; sic in astronomia pro errore non babetur, quodcunque a 
correctionem admittit. Factis omnibus, quas tbeoria docet, correctionibus, quod 
tunc reliquum est pro conciliandis singulis observationibus aliquantulum inter 
se discrepantibus, boc solius artis coniectandi opus est; quid proprie inter 
observandum acciderit, boc, per ipsam bypotbesin, profunde ignoramus, sed 
ipsa baec ignorantia asylum erit, ad quod confugere cogimur, dum con- 
sistimus in eo, non quod verissimum, sed quod verisimillimum , nec certum, 
sed probabilissimum, ut ars ilia docet. An vero flatus iste semper et 
ubique competat medio aritbmetico adhiberi solito, non sine ratione dubitari 
potest. 
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4. Errores, in observando inevitabiles, in singulas utiqne cadere possunt 
obserrationes; attamen unaquaevis observatio suo gaudet iure nec liceret 
ullam vim ipsi inferre, si sola facta fuisset; igitur quaevis observatio per se 
sarta atqne tecta sit oportet; nulli alind statuendnm est pretinna, quam quod 
ipsi compertum fait; quia vero sibi contradicunt, pretium statuendum erit 
toti observationum complexui intactis partibus. Sic singulis observationibus 
certus quidam error attribuitur; existimo autem, quod inter infinitos modos, 
quibus observationum errores contingere potuerunt, is seligendus sit, qui 
maximo probabilitatis gradu, pro integro observationum complexu, donatus 
fuerit. 

Regulam banc, quam propono, ultro admittent omnes, si modo pro quavis 
observatione probabilitatis gradus ratione puncti, quod pro vero assumitur, 
definiri possit. Equidem libens fateor hanc postremam conditionem baud esse 
determinatam, simul autem mihi persuadeo non esse omnia perinde incerta 
atque meliora dari posse, quam quae a regula communiter recepta expectari 
possint; videamus, annon quaedam iure merito praesumi debeant in hoc argu- 
mento, quae non nihil ad maiorem probabilitatem conferant. Examen incipiam 
a generaboribus. 

5. Si innumeros veluti iactus fecerit Sagittarius, de quo § 3 verba feci, 
et quidem omnes tota sua, qua pollet, industria, sagittae ferient modo fasciam 
primam metae proximam, modo secundam, modo tertiam et sic porro, idque 
permde iatelligendum est de utroque latere an dextro an sinistro; annon per 
se clarum est tanto densiores et frequentiores praesamendos esse ictus in 
unamquamvis fasciam, quanto propius haec fuerit posita a meta. Si omnes 
in piano erecto loci utcunque a meta distantes essent aeque expositi, nihil 
valeret dexterrimus iaculator prae caeco. Id tamen statuunt tacite, qui regula 
utuntur communi in aestimandis variis observationibus discrepantibus, quando 
nullo discrimiue omnes habent. Hoc igitur modo unius cuiusvis aberrationis 
gradus probabilitatis a posteriori determinari aliquatenus posset, cum dubium 
non sit pro magno iactuum numero, quin probabilitas sit ut numerus iactuum 
impingentium in fasciam ad datam a meta distantiam positam. 

Porro non est dubium, quin maxima aberratio suos habeat limites, quos 
nunquam transgrediatur, et quidem tanto angustiores, quanto exercitatior atque 
dexterior fuerit observator. Extra hosce limites omnis probabilitas nulla est; 
a limitibus versus mediam metam increscet probabilitas atque maxima erit 
in ipsa hac meta. 
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6. Praefatae annotationes aliquam sistunt ideam de scala probabilitatum 
pro omnibus aberrationibus, quam quisque observator sibimet ipsi formare 
debeat, non quidem ad amussim veram, sed tamen naturae quaestionis baud 
male accommodatam. Meta proposita est veluti centrum virium, in quod ni- 
tuntur observatores; bis vero conatibus innumerae opponuntur imperfectiones 
minimaque alia obstacula latitantia, quae parvulos iniicere possunt observatio- 
nibus errores fortuitos, alios conspirantes ad eandem plagam, alios sibi in- 
vicem contrarios, prouti fortuna fuerit plus minusve infesta. Intelligitur bine 
aliquam esse relationem inter errores commissos et ipsam veram positionem 
centri virium, ita ut pro alia metae positione aliter aestimandus sit fortunae 
eventus. Hoc modo incidimus proprie in problema, quo determinanda est po- 
sitio metae quam maxime probabilis ex cognitis aliquot ictuum locis. Ex 
allatis sequitur, quod ante omnia scala concipienda sit inter varias distantias 
a centro virium, quod in ipso scopo vel meta positum erit, et respondentes 
probabilitates; utcunque vaga sit buius scalae determinatio, videtur tamen 
variis subiici axiomatibus, quibus si satisfaciamus, non possimus non in me- 
liora incidere, quam si ponamus singulas aberrationes utcunque magnas aequa 
facilitate committi atque adeo aequa probabilitate esse donatas. 

Concipiamus lineam rectam, in qua diversa puncta sint positione data, 
quae uimirinn diversarum observationum eventus indicent; notetur in bac 
linea punctum abquod intermedium, quod pro vera positione determinanda 
accipiatur; ex singulis punctis erigantur perpendiculares, quae probabilitates 
cuivis puncto convenientes exprimant; si curva ducatur per extremitates 
singularum perpendicularium , baec nobis scala erit probabilitatum, de qua 
sermo est. 


7. Ad buius descriptionis sensum mibi verisimile fit sequentia scalae 
probabilitatum vix denegari posse lemmata. 

a) Ex eo, quod aberrationes a vero puncto intermedio ad utramque par- 
tem sint aeque faciles, sequitur scalam duos babituram esse ramos perfecte 
similes et aequales. 

b) Erequentiores utique erunt atque adeo probabiliores prope a centro 
virium observationes simulque tanto rariores, quanto magis ab isto centro 
recedunt; ergo scala ab utraque parte verget ad lineam rectam, in quam 
coniecta censemus loca observata. 


Leonhardi Bulebi Opera omnia T? Commentationes algebraicae 
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c) Intensitas probabilitatis maxima erit in medio, ubi centrum virium 
locatum supponimus, eritque tangens scalae pro hoc puncto parallela cum 
praefata linea recta. 

d) Si verum est, quod autumo, observationes vel inauspicatissimas suos 
habere limites, quos quisque observator sibimet ipsi optime statuet, sequitur 
scalam recte ordinatam in ipsis limitibus esse pertacturam ad observationum 
lineam; etenim pro ambabus extremitatibus evanescit tota probabilitas error- 
que maior fit impossibilis. 

e) Denique ex eo, quod ambae aberrationes maximae tanquam limites 
censentur inter id, quod contingere potest et quod fieri nequit, oportet, ut 
ultima scalae particula, ab utroque latere, praecipitanter tendat ad lineam, in 
qua puncta observata locantur, sic ut tangentes in punctis extremis fiant ad 
eandem lineam propemodum perpendiculares et ut ipsa scala indicet trans- 
gressum fieri vix posse ultra limites suppositos; nec tamen haec conditio om- 
nem requiret rigorem, si modo hand nimis confidenter erroribus limites posueris. 

8. Quodsi iam super linea, quae totum aberrationum possibilium campum 
repraesentat, veluti super axe construatur semiellipsis cuiuscunque parametri, 
haec profecto hand male praefatis conditionibus satisfaciet; parameter autem 
ellipsis ideo arbitraria est, quod hie tantum de proportione inter probabili- 
tates, pro quavis aberratione mihtantes, sermo sit; utcunque elongata vel 
compressa fuerit ellipsis super eodem axe constructa, idem praestabit officium, 
quod indicat non esse, ut nimis simus solliciti de accurata scalae descriptione. 
Licebit adeoque ipsum adhibere circulum, non ut geometrice verum, sed ut 
vero multo propiorem, quam est linea recta indefinita axi parallela, quae 
singulas observationes supponit aeque ponderosas atque probabiles utcunque 
a vera positione distantes; est quoque haec scala circularis aptissima calculis 
numericis; hoc interim in antecessum monuisse e re erit utramque hypothesin 
ad idem recidere, quoties singulae aberrationes pro infinite parvis habentur; 
ita quoque conspirant ambae hypotheses, si radius semicirculi auxiliaris po- 
natur infinite magnus aeque ac si aberrationibus nulli limites essent circum- 
scripti. 

Hoc modo si aberratio pbservationis a vera positione consideretur tan- 
quam sinus aheuius arcus circularis, repraesentabitur probabilitas illius obser- 
vationis per cosinum eiusdem arcus. Liceat semicirculum subsidiarium, quern 
nunc descripsi, epitheto moderatoris insignire; ubi autem centrum ponitur istius 
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semicirculi, ibi vera positio, observationibus quam maxime conveniens, statu- 
enda est. Equidem precaria aliquo usque, at certissime communi praeferenda 
est hypothesis nostra nec unquam intelligentibus periculosa erit, quoniam 
eventus, quern statuent, semper erit maiori probabilitate donatus, quam si 
methodo communi adhaerescant; cum ex natura rei decisio certa non detur, 
nil superest, quam ut probabilius praeferatur minus probabili. 


9. Methodum istam philosophandi triviali quodam illustrabo exemplo; 
conciliandae proprie sunt observationes discrepantes; ergo de differentia ob- 
servationum agitur; quodsi autem aleator una cum alea tres fecerit iactus, 
quorum secundus primum uno puncto, tertius secundum duobus punctis ex- 
cesserit, iactus tribus modis oriri potuerunt, nempe 1 • 2 • 4 vel 2 • 3 • 5 vel 
3- 4- 6; horum iactuum nullus duobus caeteris est praeferendus; singuli sunt 
per se aeque probabiles; si praeferas modum medio loco positum, nempe 
2 • 3 • 5, id absque ulla ratione feceris; simile quid contingit, si observationes 
pro parte eventual es, sive astronomicas sive alius generis, pro aeque proba- 
bilibus haberi velis. lam vero finge aleatorem iactibus duarum alearum, ter 
iterum repetitis, eundem plane habuisse eventum; tunc octo diversis modis 
hunc eventum obtinere potuit, nempe 2 •3-5; 3 •4- 6; 4- 5 -7; 5- 6 -8; 
6 • 7 • 9; 7 • 8 • 10; 8 • 9 • 11 et 9 • 10 • 12; at multum abest, ut eorum singuli sint 
aeque probabiles ; notum enim est probabilitates respectivas progredi ut numeri 
8; 30; 72; 100; 120; 90; 40 et 12; ex hae autem scala cognita iure conclude 
potiori modum contigisse quintum ceu maxima probabilitate donatum quam 
ullum alium atque sic tres iactus binarum alearum fuisse 6, 7 et 9. Nemo 
tamen infitias ibit potuisse forte fortuna modum prime loco positum 2, 3 
et 5 contingere, utut tantum decima quinta probabilitatis parte, quae mode 
quinto competit, donatum; sic nihil aliud facio quam quod, seligere coactus, 
seligam, quod maxime est probabile. 

Quamvis istud exemplum nondum plane quadret ad argumentum nostrum, 
intelligitur tamen ex illo, quid disquisitio probabilitatum ad diiudicandos 
casus conferre possit. lam vero rem ipsam propius aggredior. 

10. Velim ante omnia, ut quisquis observator probe secum perpendat 
atque aestimet maximum errorem, quern nunquam se transgressurum, quoties- 
cunque observationem repetat, moraliter certus sit, si vel omnes Deos Deas- 
que offendat iratas; sit ipsemet dexteritatis suae iudex nec severus nec blan- 

34 * 
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dus. Nec tamen admodum multum referfc, sive congruum sive quodammodo 
temerarium ea de re tulerit iudicium, dum radium circuli moderatoris faciat 
maximo errori praememorato aequalem; sit radius iste = r atque proiu lati- 
tude totius campi ambigui = 2r; si hac de re praecepta desideres omnibus 
observatoribus communia, suadeo, ut indicium demum compouas ad ipsas, 
quas feceris, observatioues: si enim differentiam inter duas observationes ex- 
tremas duplices, sat tuto, mea sententia, ea uteris pro diametro circuli mo- 
deratoris vel, quod eodem reeidit, facies radium aequalem differentiae inter 
duas observationes extremas; immo sufficiet fortasse sesquiplicare banc differen- 
tiam ad formandam diametrum circuli, si plures institutae fuerint observa- 
tiones; ego quidem duplicarem pro tribus vel quatuor observationibus ac 
sesquiplicarem pro pluribus. Ne vero haec vagatio quemquam offendat, baud 
abs re erit monuisse, quod, si infinitum faciamus semieirculum. nostrum mode- 
ratorem, tunc demum incidamus in regulam communiter adbibitam pro medio 
aritbmetico; si vero circulum diminuamus, quantum fieri absque eontradietione 
potest, obtineamus mediam inter duas observationes extremas; quam regulam 
pro pluribus observationibus institutis minus plerumque fallere vidi, quam 
eredideram nondum explorata re. 

11. His omnibus praeparatis derdque superest, ut positio circub modera- 
toris determinetur, quandoquidem in huius circuli centro singulae observatio- 
nes veluti concentratae censeri debeant. Deducitur autem praefata positio ex 
boc principle, quod totus observationum complexus pro illo situ faeilius 
proindeque probabibus contingat quam pro ulla aba circuli positione; babe- 
bimus sic verum probabibtatis gradum pro toto observationum eomplexu, si 
pro singulis observationibus institutis respondentem probabibtatem notemus 
atque omnes probabilitates inter se multipbcemus, plane ut feci § 9. Deinde 
productum, quod a multipbcatione oritur, differentietur tandemque boc diffe- 
rentials ponatur = 0. Hoc modo aequationem obtinebimus, cuius radix dabit 
distantiam centri a dato abquo loco. 

Ponatur radius circub moderatoris = r, miniTua, observatio = A, secnnda 
= A-\-a, tertia =AA-i, quarta =A-\-c etc., distantia centri semicirculi 
moderatoris a minima observatione = x, ita ut At -p a: denotet quantitatem, 
quae probabibssime ex omnibus observationibus praesumenda sit; erit, per 
bypotbesin nostram, probabibtas pro sola prima observatione exprimenda per 

Vrr—xx, 
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pro secunda observatione per 

Yrr — (a: — 

delude per 

Vrr — (x — hy, 

postea per 

Vrr — [x — c)^ 

et sic porro, Postmodum velim secundnm praeeepta artis coniectandi, at 
singulae probabilitates inter se multiplicentur; quo facto babebitur 

Vrr — XX • Vrr — {x — • Vrr — (x — ty • Vrr — (x — c)® • etc. 

Denique si huius product! differentiale ponatur = 0, dabit aequatio, vi nostra- 
rum hypothesium, valorem quaesitum x ceu maxima probabilitate donatum. 
Quoniam vero praefata quantitas ad statum maximi valoris reducenda est, 
patet fore simul eius quadratum ad bunc statum reductum; licebit igitur, 
commodioris calculi ergo, formula uti ex meris terminis rafcionalibus compo- 
sita, nempe 

{rr — XX) • (rr — {x — ay) • (rr — (x — Vf) • [rr — (x — c)*) • etc., 

cuius differentiale iterum ponendum est = 0; caeterum tot sumendi sunt fac- 
tores, quot observationes factae fuerunt. 


12. Si unica instituta fuerit observatio, aliter non possumus, quin ipsam 
observationem pro vera accipiamus; id vero etiam indicat hypothesis nostra; 
si enim primus factor 

rr — XX 

solus aceipiatur, -habebitur 

— 2xdx == 0 


vel 


x — Q 


proindeque A x = A; sic nostra cum communi hypotbesi coincidit hoc casu. 

Si duae factae fuerint observationes, A et .4 + u, accipiendi sunt duo 
factores, scilicet 

(rr — xx) • (rr — (x — «)*) 
vel 

r* — 2rrxx -f + 2arrx — aarr — 2ax^ -f aaxx, 
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cuiiis quantitatis differentiale 


sive 


= _ irrx^K -f + 2arrdx — ^axxdx + 2aaxdx = 0 

2a;® — Zaxx — 2rra: -j- aax + arr = 0, 


quae aequatio pro radiee utili dat 

a; = |-a 

atque A-\-x= A-{-^a, quod idem rursus hypothesis communis docet. Haecque 
coiucidentia subsistit, qualiscunque adhibeatur radius circuli moderatoris, quod 
satis indicat pro pluxibus institutis observationibus magnitudinem circuli nostri 
moderatoris ad amussim exactam nec in huiusmodi negotio requiri nee expec- 
taudam esse. Id yero, quod baud dissimulabo, sinistrum est, quod pro pluribus 
observationibus calculus requiratur prolixissimus, ita ut vix aliter quam in 
ahstracto discussiones hasce proponere audeam. 

Liceat saltern theoriam trium observationum, quae maximi est momenti, 
exponere. 


13. Quando praesto sunt tres observationes, nempe A, -d + a et A-{-^, 
habebimus tres factores 

2 2 

(rr — xx) • (rr — x — a) -(rr — x — 6 ), 

pro quibus status valoris maximi est definiendus. Si vero hi factores actu 
inter se multiplicentur, obtinebitur 

r® -)- 2ar^x — S'Axx — Aarrx^ + Brrx* — x^. 

— aar^ — 2ahhrrx + 2bbrrxx + 2albx^ — bbx^ + 2bx^ 

— bbr* 2br*‘x — aabbxx — Abrrx^ — iabx* 

-j- aabbrr — 2aabrrx + Aabrrxx + 2aabx^ — aax*' 

+ 2aarrxx 

Si haec quantitas differentietur tumque, postquam divisa fuit per elementum 
dx, pro statu maximi valoris ponatur = 0, sequens habebitior aequatio gene- 
ralis pro institutis tribus observationibus qualibuscunque 
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2ar* — 6r*a: — Viarrocx -\-12rrx^ — 6a;® =0. 

— ^abhrr ^hhrrx Qahhxco — 42)&a;^ -{- lO&a;* 

4- 2Jr* — 2aabix — 12&»‘ra;a; — 16a6a;* 

— 2aabrr Sabrrx Qaabxx — 4aaa5® 

-j- 4:aarrx 

Radix huius aequationis, quae quidem est quinque dimensionum et ex viginti 
terminis constat, dabit distantiam centri circuli moderatoris a prima obser- 
vatione atque quantitas A x dabit valorem probabilissime ex factis tribus 
observationibus deducendum. 

14. Pauci fortasse erunt, nisi omni cum attentione principiorum nostro- 
rum energiam perpenderint, qui ullam aliquam suspicentur relationem inter 
aequationem enormem levissimamque quae videtur quaestiunculam; statuitur 
enim communiter x — Attamen non male respondet aequatio nostra 

omnibus notionibus aKunde obviis, quarum nunc aliquas exponam. 

a) Si statuatur radius circuli moderatoris infinitus prae vagantibus quan- 
titatibus a et b, reiiciendi sunt omnes termini praeter illos, in quibus littera r 
ad maximam dimensionem ascendit; sic Integra aequatio ad hanc simplicissi- 
mam reducitur 

2or^ + 2&y* — 6r*a: = 0 

sive 

0/ -j- b , 

ergo regula communis continetur in aequatione nostra. Quodsi vero definitio 
nostra, paragrapbo decimo exposita, perpendatur, apparebit, quam incongrua 
sit hypothesis pro radio infinito et quam manifesto alia aptior ipsi substitui 
possit. 

b) Si ponatur b = 2a, perspicuum est fore x = a, qualiscunque valor detur 
radio r, idque rursus commune erit utrique theoriae. Yideamus igitur, quid 
pro hoc casu doceat aequatio nostra; haec facta substitutiohe pro quantitate 
b abit in hanc alteram 

6or* — 6y*a; — 36oyra;ic -4- 12rra;® -f- — Gic® =0. 

— 12o®ry -1- SQaarrx BQa^xx — 52aax^ 

— 8 a*x 
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Huic autem aequationi, qualiscuaque faerit yalor r, omnino satisfacit valor 

x = a, 

quod ipsa rei natura postulat pro hoc casu. 

c) Si faerit 6 = — a, oportet utique, ut fiat sc = 0, quiscunque sit valor r; 
id ipsum vero egregie itidem indicat aequatio nostra, quae nunc abit in hanc 
alteram 

— + 12rra;® — 6a;® =0; 

haec autem primo intuitu monstrat radicem utilem 

0 ! = 0 . 


15. Haec et alia simiha corollaria satis confirmant verum nexum prin- 
cipiorum hostrorum cum argumeuto, quod commentamur, utcunque enormis 
appareat in quaestione tam simplici rnventa aequatio. Progredior ad exem- 
pla, in quibus radius circuli moderatoris uec infinitus nec adiaphorus sit; hue 
autem pertinent fere omnia. In Ms exemplis semper differt nova ista theoria 
a communi et tanto magis differt, quanto magis observatio intermedia accedit 
ad alterutram extremam. In his discussionibus cardo negotii vertitur. Igitur 
recurrere debemus ad exempla pure numerica. 

EXEMPLUM 1 

Assumamus tres observationes 

A, ^ + 0,2000 et ^ + 1,0000, 

ita ut sit 

a = 0,2000 et 5 = 1,0000, 

ponaturque pro valore ex Ms tribus observationibus quam probabilissime prae- 
sumendo J. + a;; dabit regula communis 

X = 0,4000. 

Yideamus novam, meo iudicio, probabiliorem ; utamur autem positione 
r = 1,000 (conf. § 10). His positis emergit sequens aequatio pure numerica 

1,9200 — 0,3200a; - 12,9600a;a) -f 4,6400a;® + 12,0000a;‘ — 6a:® = 0, 
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pro qua invenitur, quam proxime, 

X == 0,4427, 

qui valor alterum, communiter receptum, plus quam decima eius parte excedit. 
Notabilis iste excessus exinde originem duxit, quod observatio media multum 
admodum propior sit primae quam tertiae. Hiue facile praesumitur excessum 
in defectum mutatum iri, si media observatio propior sit tertiae quam primae, 
istumque defectum tanto minorem fore, quanto minor assumpta fuerit diffe- 
rentia observationis mediae inter utramque distantiam a duabus observationi- 
bus extremis. Ut coniecturam experirer, retentis caeteris valoribus solam mu- 
tavi observationem mediam, ut sequitur. 

EXEMPLUM 2 

Sit igitur nunc a = 0,5600 posito rursus r = b = 1,0000; babebimus pro 
regula communiter recepta 

a: = 0,5200. 


Videamus de nostra. Dabit nunc aequatio paragrapbi decimi tertii sequentem 
aequationem numericam 

1,3728 -f 3,m2x — 13,m4:xx — 2,2144ir* -1- 15,6000a:" — = 0, 

cui proxime satisfacit 

a; = 0,5128; 

nunc igitur valor x minor fit secundum principia nostra, quam est medius 
aritbmeticus communiter receptus; differentia autem inter utrumque valorem 
iam admodum exigua est, quippe = 0,0072, plane ut in antecessum rem fore 
praesumpseram. Hinc etiam videtur maximum discrimen inter utramque 
aestimationem fore, si forte fortuna contigerit, ut duae observationes perfecte 
coinciderent sola tertia evagante; id duobus diversis modis obtinetur, nempe 
si ponatur vel a = 0 vel a == 5. Eventum pro utroque casu exponam. 

EXEMPLXJM 3 

Sit a = 0 retentis reliquis denominationibus; babebimus (facta diyisione 
aequationis per 25 — 2x) banc aequationem numericam 

1,0000 — 6,OOOOa:iK — 2,0000ir'' + 3,0000rc" = 0, 

Lkoxhaudi Eulehi Opera omnia 1 7 Commentationes algebraicae 


35 
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cui proxime satisfacit valor 

X = 0,3977, 

qui ab regula commum reperitur 

% — 0,3333; 

prior alterum superat quantitate 0,0644. 

Quodsi vero ponatur a = 6, oritur aequatio (postquam divisa fait per 2x), 
quae sequitur, 

4,0000 — 6,0000a; — 6,0000ica; -f 10,0000a;^ — 3,0000a;‘ =- 0; 
huic nunc aequationi satisfacit valor 

X = 0,6022 

quam proxime, qui communiter statuitur 

X — 0,6666. 

Ergo differentia inter utrumque valorem est iterum, ut ante, =0,0644; nunc 
autem novus noster valor minor est communi, cum in priori casu esset maior, 
unde apparet methodum nostram collimare ad punctum aliquod intermedium 
melius quam methodus communis; huiusmodi criteria baud parum commen- 
dant methodum, quam propono; banc animadversionem paulo accuratius dis- 
cutiam, ut saltern argumentum, quod dicitur ad bominem, babeatur in re, 
quae demonstrationem geometricam baud admittit. 

16. Si utrumque casum in exemplo tertio expositum inter se combine- 
mus, ita ut sex institutas fuisse observationes putemus, nempe 

.4, j 4., ud. -f- b et -1 — b b, -b b, 4., 

patet sic tres observationes facere pro valore A et totidem pro valore A -j- b; 
vidimus autem § 12 in hoc casu utramque methodum indicare medium valorem 
quaesitum ==A-i-~b sive, pro exemplo tertio, =4 + 0,5000 aut, omissa 
quantitate permanente 4, simpliciter = 0,5000; de hoc valore, ex unitis sex 
observationibus deducto, nemo dubium movebit. Nunc vero basce sex obser- 
vationes resolvamus in duas alias triades, scilicet 

4, 4, 4 + 1,0000 atque 4 + 1,0000, 4 + 1,0000, 4; 
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hoc mode dabit regula communiter recepta, pro prima triads, reiecta iterum 
quantitate A, dabit, inquam, pro prima triade valorem 0,3333 et pro secunda 
triads 0,6666; uterque a medio valore 0,5000 differt quantitate 0,1666, alter in 
defectu, alter in excessu; nostra autem methodus eosdem pro quavis triade 
valores indicat 0,3977 et 0,6022, quorum uterque a medio valore 0,5000 differt 
0,1022 et quidem pariter alter in excessu, alter in defectu. 

Sic itaque theoria communis pro quavis observationum triade seorsim 
sumpta errorem committeret 0,1666, nostra vero 0,1022, notabihter minorem; 
huiusmodi criteria alia quam plurima afferri possent, quibus principia nostra 
magis stabiliantur; at vereor, ne nimius videar in adstruenda re, quae certam 
omnique titulo perfectam determinationem baud admittit; nec enim ad altiora 
contendimus, quam ut diiudicare possimus id, quod magis, ab eo, quod minus 
probabile est. 


17. Si quae ulterior perfectio expectanda sit, consistet in accuratiori et 
strictiori determinations scalae moderatricis eiusque amplitudine; de hoc rei 
momento aliquas superaddam notationes. 

Ex praemissis perpensationibus liquet non multum admodum recedere 
aestimationes nostras ab regula communiter recepta; agitur ergo de correc- 
tione aliqua, quam admittere videtur haec regula; istam correctionem sub- 
ministrant ipsi discessus observationum a vero puncto quaesito, qui ita ordi- 
nari possunt pro quavis data scalae moderatricis amplitudine, ut probabilis- 
sime conveniant cum hoc puncto. At equidem nihil video, quo amplitudo 
praememoratae scalae stricte determinari possit, nisi quod submouui § 10. Si 
quis autem observator, virium suarum ultra quam par erat diffisus, nimium 
auxerit magnitudinem semicirculi moderatoris, hie quidem non omnem tulerit 
opem, sed certiorem; si, e contrario, nimium constrinxerit hanc scalam, incidet 
caeteris paribus in correctionem paulo maiorem et aliquantulum minus pro- 
babilem. Prudentia non minus quam perspicacia hie opus esse videtur. Si 
ipsis institutis observationibus uti velis ad formandam a posteriori aestimatio- 
nem de adhibenda amplitudine scalae moderatricis, hand imprudenter actum 
erit, si tecum perpenderis, an feliciter vel infeliciter observationes cessisse 
statuendum sit; quanto plus fortunae dederis, tanto minus dexteritati in ob-^ 
servando adhibitae tribues tantoque proinde maiorem circulum moderatorem 
adhibebis. In paragraphs decimo quinto assumpsi r = h sive radium circuli 
moderatoris aequalem distantiae inter duas observationes extremas; fateor 
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tamen, re melius perpensa, hancce radii magnitudinem mUii videri nimia ali- 
quantulum confideutia positam; tutior utique futura fuisset positio r = -jh 
vel etiam r=26; sub bac positioue correctio prodiret notabiliter minor at 
tanto certior maiorique fiducia adhibeuda. 

18. Si quae efficacia insit prineipiis nostris, etiamsi metapbysicis potius 
quam matbematicis, iure merito exinde concludemus, nunquam aut saltern 
rarissime nec sine omui adbibita cmcumspectione reiiciendam esse aliqnam 
observationem; qua de re sententiam meam in antecessum aperui § 2. Totus 
enim observationum complexus nibU. aliud est quam eventus fortuitus dex- 
teritate observatoris modificatus et intra certos fines eoercitus. Inter tres ob- 
servationes contingere utique potest, quamvis casu rarissimo, ut duae mirum 
in modum inter se conspirent, tertia autem infausta sorte ab ambabus pri- 
oribus longissime recedat. Id vero si mihi contigerit atque si certus fuero 
me baud nimium coarctasse limites maximorum exrorum possibHium aut 
nimium dexteritate niea fidisse, non haesitarem totius rei examen ad principia 
nostra revocare ex iisque aestimationem formare. Modo observator pro singulis 
obserrationibus parem adhibuerit industriam, quiscunque fuerit earum eventus 
velim, ut omnium aequa ratio habeatur. 

19. Unicum superest monendum de scala, quam adhibui, moderatrice; 
usurpavimus semicirculum, tanquam sic satis respondentem conditionibus § 7 
expositis simulque calculis subducendis aptissimum; notabile interim est in- 
finitas dari alias curvas, quae plane ad eandem aequationem, quam in fine 
paragraphi decimi tertii exposui, perducant. Pro scala circulari fecimus para- 
grapbo undeeimo probabilitaest respective proportionales applicatis 

Vrr — na;, Yrr — (x — af, Yrr — (x — if. 

Quodsi autem semicirculi loco supponamus arcum parabolicum super linea 2r, 
constructum, cuius axis per medium huius lineae perpendiculariter transeat, 
habebimus retentis iisdem denominationibus applicatas quasvis sive probabili- 
tates inde eipressas aequales 

^.(rr — xx), ^ — a?'), — h — x^) etc., 

ubi per novam literam ^ intelligo maximum applicatam pro abscissa x = 0. 
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Quia vero factor ~ omnibus terminis communis est, poterit buic factori sim- 
pliciter unitas substitui, quando productum ex omnibus et singulis probabili- 
tatibus ad maximum reducendum est; unde sequitur parametrum parabolae 
arbitrariam manere; monui etiam in praefato paragrapho undecimo, quod, si 
idem productum ad statum suum maximum fuit reductum, simul omnes eius 
dignitates praerogativa maximi vel minimi gaudeant; bine liquet utramque 
scalam, parabolicam aeque ac circularem, ad eundem valorem quaesitum x 
perducere. Sed et porro perspicuum est innumeras alias sealas idem prae- 
stare officium; erunt autem omnes eius indolis, ut a summitate sua in utram- 
que partem ad lineam 2r, in quam singulae observationes necessario incidere 
ponuntur, accedant eamque intersecent. Ergo omnes buiusmodi scalae ad 
scopum nostrum collimant nec est, ut bac in re nimis simus meticulosi, ad 
meliora si non ad optimum contendisse contenti. 


20. Quod denique attinet ad incommodam fereque monstrosam aequationis 
nostrae fundamentalis § 13 expositae formam, poterit et buic incommode ali- 
quatenus occurri; dico enim fore propemodum radicem utilem 

a-\-b . 2a® — 3«a6 — 3(iZ>6-f 2&® 

X == — 

3 ^ 27rr 

Prius membrum nil aliud est quam commune medium aritbmeticum pro tribus 
observationibus, alterum indicat proxime correctionem, quam principia nostra 
porro exigunt; ista quidem radix tanto accuratius cum aequatione § 13 con- 
veniet, quanto maior assumpta fuerit amplitudo scalae moderatricis indicata 
per 2r; absit tamen, ut sola calculi commoditate inducti valorem literae r 
praeter necessitatem augeamus, quia omne augmentum inutile memento cor- 
rectionis nostrae aliquid detrabit. Nec minus periculosum foret nimium viri- 
bus suis in observando tribuere atque sic radium r ultra quam par est con- 
trabere: Certi sunt fines, quos ultra citraque nequit subsistere rectum^)] conf. § 10. 

Docent vel ipsa principia nostra fieri nunquam posse, ut sit r<^h, quia 
baec positio manifestam implicaret contradictionem, dum id ipsum impossibile 


1) Legitur apud Horatium, Sat. Ii, 106: 

„Est modus in rebus, sunt certi denique fines, 
Quos ultra citraque nequit consistere rectum.^ 


L. G. D. 
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poneretur, quod contigisse supponitur. Gaeterum baud dissimulavi, quae ia 
argumentatioue nostra paullo liberius assumpta fuerunt; crediderim tamen 
criteria nostra iustitutarum observatiouum non omnia propterea esse reiicienda; 
hoc saltern mihi persuadeo regulam commmiem pro tribus dbservationibus peccare 
aliquantulum in defectu, guoties a < atque in excessu, si a> nec unquam 
certius adMheri, qmm cum observatio intermedia proxime aequidistat a duabtts 
extremis. 

Deinde mihi probabile videtur aequationem nostrum § 13 tutius et melius 
determinare positionem seligendam, modo radius circuli moderatoris hand 
temere diminuatur ultra limites, quos vires observatoris permittunt; conf. § 17. 
Quaestio autem, quam tractavi, proprie haec est, ut datis tribus pluribusve 
sagittae iactibus, in hnea recta uotatis, determinetur positio probabilissima 
loci, quern Sagittarius pro scopo suo habebat. Sed unusquisque observator 
harum rerum intelligeus pro natura argumenti, quod prae manibus habet, alia 
atque alia sibi formabit criteria scopo suo baud inutilia, si modo regulis ex 
arte combiuatoria depromptis caute utatur. 

EECAPITULATIO 

Problema uostrum per se utique est indeterminatum, quandoquidem pendet 
ab usu, experieutia, dexteritate observatoris, a praecisioue instrumentorum, 
ab acie sensuum, ab inuumeris denique circumstantiis plus minus faventibus; 
horum omnium ratio habebitur assumpta amplitudine aberrationum campi, 
qua de re, omni adhibita circumspectione, sententiam meam aperui. Deinde 
energia sortis fortuitae exploranda est, quae pro quavis aberratione militet, 
quia utile est, ut cuivis aberrationi sua pro natura rei conveniens assignetur 
probabilitas; haec equidem probabilitatum seala rursus incerta atque indeter- 
minata manet, si accurata desideretur, attamen plures manifestat ex ipsa rei 
natura proprietates; quibus si satisfiat, poterit pro suffieienter cognita haberi, 
quod plura tentamina me docuerunt. 

Inde modus innotescit exprimendi, secundum praecepta va.Arte coniectandi^) 
demonstrata, probabihtatem absolutam cuivis systemati observatiouum date 
convenientem pro quovis situ assumpto eiusdem systematis. Sic aliud non 
superest, quam ut iUe seligatur propositi systematis situs, qui maxima gaudet 

1) Jac. Beenotoli (1664 — 1705), Ars coniectanM, quod opus anno 1713 Basileae edidit 
Nic. Bebkovlli (1687 — 1759), filius fratris auctoris. b Gr. B, 
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probabilitate. Mirabile prorsus mihi visum est, guod aequatio algebraica, qua 
situs iste definitur, tarn longe petita, ad quintam dimensionem, pro tribus 
tantum observationibus, assurgens, permagno termiuorum numero expressa, ex 
principiis nunquam usitatis deducta, denique uih.il indicet, undecuuque exa- 
minetur; quod ullo modo displicere possit, multo minus ad absurdum ali- 
quod perducat; quod in quovis exemplo ab calculo eruergit, semper parum ab 
eo, quod methodus communis docet, differt, si modo hand temere impingatur 
in praecepta, quae praescripsi; quoties tres observationes datae ita sunt com- 
paratae, ut media ab extremis fere aequaliter distet, absque scrupulo regulae 
communi adhaerebimus; at si ambo intervalla sint notabiliter inaequaUa, con- 
sultius existimo ad theoriam nostram confugere, si modo ad mentem prae- 
ceptorum, quae exposui, omnique adhibita prudentia, aequi fines aberrationum 
campo statuti fuerint. 

Caeterum haec omnia velim, ut trutina potius metaphysica quam mathe- 
matica perpendantur. Qui maxime principiis nostris offenditur, si modo maxi- 
mum simul statuat aberrationum possibilium campum, nil porro, quod re- 
darguat, habebit. 



OBSERYATION-ES 

IN PEAECEDENTEM DISSEETATIONEM 
ILLUSTRIS BEENOULLD 

Commentatio 488 indicis Enbstkoemiani 
Acta academiae scientiarum Petropolitanae (1777: I), 1778, p. 24 — 33 


1. Quaestionem hand exigui momenti hie tractat lllustris Bernoulli, 
quemadmodum quantitatem incognitam ex pluribus observationibus inter se 
parumper discrepantibus concludi oporteat. Cuius quaestionis indoles quo 
clarius perspiciatur, ponamus cuiuspiam loci elevationem poli inveniri debere, 
plures autem observationes hunc in finem institutas praebere tales valores 
inter se discrepantes 

n “f” u, TT “b J , n ~1~ c, n — 1~ d etc., 

ubi litterae a, I, c, d etc. v. gr. in minutis secundis expressae habeantur, 
ex quibus vera huius loci elevatio poli, quae sit IT-\- x, sit concludenda. 
Vulgo quidem haec quantitas x per medium arithmeticum inter omnes 
quantitates a, I, c, d etc. assignari solet; unde, si observationum numerus 
fuerit =«, erit 

etc, 

X = ! ! ! 1 

n 

2. In hae autem regula manifesto assumitur omnes observationes pari 
gradu bonitatis esse praeditas. Si enim aliae aliis essent magis exactae, 
huius discriminis ratio utique in computum duci deberet. Quanquam autem 
ex circumstantiis nulla patent ratio, cur uni harum observationum mains 
pretium sit tribuendum quam reliquis, tamen Celeberrimus Auctor observat 


1) Vide etia® ConmieiitatioiieBi 628 Iniius volaminis, L. G. D. 
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his observationibus eo maiorem gradum bonitatis adiadicari debere, quo pro- 
pius ad veritatem accesserint, quemadmodum etiam vulgo eiusmodi obser- 
vationes, quae nimis a veritate recedere censentur, prorsus reiici sclent. Totum 
igitur negotium hue redit, ut indicetur, quomodo gradus bonitatis singulis 
observationibus conveniens sit aestimandus. 


3. Secundum mentem autem lUustris Auctoris aberrationem cuiusque 
observationis a veritate, quasi iam esset cognita, perpendi conveniet; quae cum 
pro prima observatione sit x — a, pro secunda x — b, pro tertia x — c etc., 
defectum cuiusque observationis non tarn ex bis differentiis quam earum qua- 
dratis aestimari oportet, quandoquidem defectus ipse idem est statuendus, 
sive observatio in excessu sive defectu aberraverit. Hinc ergo si quaepiam 
observatio cum veritate perfects conveniat, eius defectus erit nullus; unde, si 
istius observationis gradus bonitatis indicetur per 


rr. 


evidens est gradum bonitatis primae observationis indicari debere per 

rr — (x — ay, 
rr — (x — by, 
rr — (x — cy 


secundae per 
tertiae per 


et ita porro, ubi litterae r tabs valor tribui debet, ut pro buiusmodi obser- 
vatione, quae tantum non reiicienda videatur, gradus bonitatis evanescat. 
Quare si sumamus hoc contingere in observatione, quae dedisset 77 -fw, 
quoniam eius gradus foret bonitatis 

rr — (x — uy, 

statui ubique debebit 

rr — (x — uy. 


4. His circa gradum bonitatis cuiusque observationis stabibtis lUustris 
Auctor in subsidium vocat sequens principium, cuius quidem nullam affert 
rationem, quod productum omnium illarum formularum, quibus gradus boni- 
tatis singularum observationum exprimitur, valorem maximum sortiri debeat. 
liKowHAW)! Euleri Opera omnia 1 7 Commentationes algebraicae 36 
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Ex hoc ergo principio iubet istud productum differentiare eiusque differen- 
tiale nihilo aequare, quandoquidem turn ex hac aequatioiie verus valor a? sit 
proditurus; id quod nonuullis exemplis ad ternas observationes accommodatis 
illustrat, unde eiusmodi valores pro x derivat, qui veritati admodum confor- 
mes videantur. 

5. Istud autem priucipium pro tribiis tantum observatiouibus deduxit ad 
aequationem quinti ordinis, cuius radicem x assignare oportebat; et si quis 
idem priucipium ad quatuor observationes accommodare vellet, perveniret ad 
aequationem septimi gradus; quinque autem observationes deducereut ad 
aequationem noni gradus et ita porro. Unde manifesto liquet hanc metho- 
dum nullo mode ad casus, ubi plures observationes proponuntur, in usum 
vocari posse, id quod etiam lllustris Auctor ingenue concedit, dum totam 
dissertationem tanquam speculationem mere metaphysicam in medium at- 
tulerit. 

6. Verum quia lllustris Auctor hoc priucipium maximi nulla demon- 
stratione corroboravit, hand aegre feret, si dubia quaedam contra illud pro- 
posuero. Uamque assumamus inter observationes propositas unam reperiri, 
quae tantum non reiici debuisset, cuius ergo gradus bonitatis esset quam 
minimus, evidens est productum omnium memoratarum formularum etiam ad 
nihilum redigi, ita ut nullo mode amplius pro maximo haberi possit, quan- 
tumvis magnum etiam fuisset omissa ista observatione. Principia autem artis 
coniectandi manifesto declarant eundem valorem quantitatis incognitae x 
prodire debere, sive tails observatio omni bonitate destituta in calculum in- 
trodueatur sive penitus reiiciatur. 

7. Arbitror autem in hac quaestione opus non esse ad principium maxi- 
morum eonfugere, cum praecepta certissima artis coniectandi prorsus sufficiant 
ad omnes huiusmodi quaestiones resolvendas. Si enim primae observationi, 
quae dederat II -{-a, tribuamus pretium seu gradum bonitatis = a, secundae 
== /3, tertiae = y, ex regulis huius artis quantitas incognita x ita determinatur, 
ut sit 

aa cy dS + etc. 

* + etc. 

Hinc igitur erit 

a(x — a) + /? (ic — ft) + y(x — c)-\-S{x — d) + etc. == 0. 
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Manifestum autem est, si omnes gradus bonitatis inter se essent aequales 
numerusqne observationum foret = n, turn reperiri 

&t0. 

(f) — y 

n 

quemadmodum regula vulgaris exhibet. Ex quo intelligitur, quatenus gradus 
bonitatis inter se discrepant, eatenus diversos valores pro quantitate incognita 
X prodire posse. 

8. Cum igitur, ut Illustris Auctor ipse affirmat, gradus bonitatis litteris 
a, y, d etc. indicati sint 

a — rr — {x — d)~, 

^ = rr — [x Vf, 
y = rr — {x — c)^ 
d = rr — {x — Sf 
etc., 

posterior forma aequationis inventa erit 

rr {x — (*) + ^ — ^) + 

{x-lj- (ir-c)«-etc. =0. 

Unde, si numerus observationum = n brevitatis gratia ponatur 

0 , — h -|" c "{” d ~j~ etc. == -A-f 
^3 _j_ _|_ etc. = J?, 

a»4.63+c»+d*+etc.= (7, 

ista aequatio redigetur ad sequentem formam satis simplicem 

nrrx Arr — nx^ + SAxx — 3Bx + U== 0 

sicque pervenimus ad aequationem cubicam, ex qua incognitam rr facile defi- 
Hire licebit, quantuscunque fuerit observationum numerus n. 
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9. Quodsi quantitatem r quasi infiuitam spectemus, qui est casus, quo 
omnibus observationibus idem bouitatis gradus tribui solet, neglectis reliquis 
terminis ex hac aequatione statim deducitur 

A a A h c ^ -V etc;- 

n n ’ 

prorsus ut regula vulgo adhiberi solita postulat. Quodsi iam istum valorem 
designemus littera et in ipsis observationibus loco i7 scribamus II -{-p, 
singulos numeros a, h, c, d etc. eadem quantitate p diminui oportebit sicque 
summa omnium, quam posuimus A, nunc erit ^ = 0. Ne autem Me novas 
litteras in calculum introducamus, statim quantitatem II ita constituere 
poterimus, ut, si valor es singularum observationum statuantur 

n “I” ft, n -{“ h j n — |— c, n -i- d etc., 

summa litterarum ft + ^+ c-ff^H- etc. futura sit =0; turn igitur pro quan- 
titate X invenienda habebitur ista aequatio multo simplicior 

nx^— nrrx -{■ — 0 = 0 , 

unde, si r esset inJdnitum, sequeretur a; = 0; Mneque evidens est, si ista 
aequatio plures habeat radices reales, turn minimam pro x sumi debere, ita 
ut verus valor quaesitus futurus sit 


= n 


10. At vero eandem banc quaestionem adeo ad aequationem quadraticam 
revocare licebit introducendo eiusmodi observationem, quae, perpensis omnibus 
circumstantiis, reiicienda videretur, propterea quod nullum gradum bonitatis 
esset babitura. Sit igitur talis observatio il -f «; et quia per bypothesin eius 
gradus bonitatis, qui est rr — (a; — uf, debet esse nullus, fiet 

rr = (x — m)*. 

Hie autem valor in aequationem postremo loco inventam introductus produce! 
banc formam 


2nuxx — nuux BBx — (7=0. 
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In qua aeqnatione terminum — nuux ut maximum spectari conveniet, ita ut 
aequatio hac forma referri queat 


unde sequitur 


— 3j5 — 2nux) — — C, 
- G 

^ =— • 

nuu — S B — 2 nux ’ 


ubi si loco X valor modo inventus substituatur, pro x reperiemus hanc frac- 
tionem continuam 


X = 


C 


nuu — 3 J? + 


2nuC 


nuu — 3 B + 


2nuC 


nuu — 3 B + 


2nuC 


nuu — 3 B + 


2nuC 

etfi. 


quae forma mox verum ipsius x valorem declarabit. 

11 Quoniam Illustris Auetor suam solutionem eiusmodi principio super- 
struxit, quod proprietate cuiuspiam maximi esset praeditum, nunc baud difficile 
erit eiusmodi formulam analyticam exhibere, quae maximo aequalis posita 
verum valorem ipsius x esset ostensura. TJtamur hunc in finem forma primum 
inventa 

rr(x — a) + — i) rr{x — c) + etc. 

— (x — af — {x — 6)® — [x — c)® — etc. == 0, 

quae spectetur tanquam differentiale cuiuspiam formulae, quae ad maximum 
reduci debeat; ipsa igitur baec formula prodibit, si haec expressio in dx ducta 
integretur. Multiplicemus autem per Adx et integratio dabit 

2rr(x — a)® -f 2rf (a; — Vf -\-2rr{x — c)® + etc. 

-{x- af- (x - hy— (x - cy - etc. + 0. 

Haec autem forma, si pro constante snmamus — nr^ existente n numero ob- 
servationum, mutatis signis manifesto hinc nascitur ista formula 

(rr —(x — aff + (rr — (x — -f- (rr — (x — cYf + etc. 
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12. Loco ergo formulae, quam Illustris Bernoulli maximo aequari debere 
censuit, nunc assecuti sumus aliam formulam ad quaestionis naturam maxime 
aceommodatam, quae ad maximum reducta verum praebet valoi'em ipsius x, 
quaudoquidem ista formula obtinetur, si quadrata omnium graduum bonitatis 
in unam summam coUigautur. 

13. Ut nostrae methodi exemplum proferamus, consideremus obser- 
vationes^), quibus Tomo I priorum Aeademiae Commentariorum longitudo 
observatorii Petropolitani est conclusa ex differentia meridianorum inter 
observatorium Parisinum et Petropolitanum, quae ita referuntur 

I. l»r)l'50", II. 1“51'62", ni. 1“51'39", 

lY. 1“51'50", Y. I“5r50", YL l^bYSO" 

Ex quibus medium arithmeticum more solito sumptum dat 

r 51' 48 1". 

14. Nunc ut formulas nostras ad hunc casum applicemus, sumamus 

eruntque valores sex nostrarum litterarum a, h, c, d, e, f sequentes 
a = l|-, l = c = — 9y, d==l|, e = lY, 

unde utique earum summa sit = 0; turn vero inxenitur summa quadratorum 

223 ^ 

-S = j summa cuborum vero 0— — 801. Unde aequatio nostra ob « == 6 
erit 

12 ■Mica; — ^uux 334-^ a; + 801 = 0. 

l) JEcii^ses satdUtwm Jovis nostris rBspondenles, observatae in observatorio rngio Farisino 
a D. B. Gi-ssim et Mmuldo. Comment, acad. sc. Petrop. 1 (1726), 1728, p. 474—479. 

L. &. D. 
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15. Nunc numerum % ex eiusmodi casu definiamus, quern Auctor obser- 
vationum I’eiiciendum censuit; talis erat 1“52'20", unde fit «t = 3lY. Po- 
namus autem esse u = 30 et aequatio nostra quadratica erit 

360xx — 5065yjb + 801 = 0, 
cuius loco in numeris rotundioribus scribere licet 


unde fit 

hincque colligitur vel 
vel 


36xa; = 500a; — 80, 


a; — - 


250 ±1/59620 


36 


250 ± 244 
36 

250—244 1 

a; = 


36 


qui posterior valor solus locum liabere potest, quern etiam statim colligere 

potuissemus neglecto in aequatione primo termino, unde fuisset valor 
8 1 

a: == = -g- proximo, sicque bine erit differentia meridianorum qua,esita 

= 1“ 51' 48 1 ". 


16. Deinde etiam reiecta fuerat observatio, quae dederat 1® 51' 0", unde 
fit u — — 48y • Sumatur autem u = — 48 et aequatio nostra erit 

— 576 a;a; — 13489 y a: + 801 == 0, 

unde neglecto primo termino fit a: = [proxime]. Quoniam autem haec 

observatio reiici meruisset, si fuisset circiter « = — 300, Muc subducto ut ante 
calculo prodiisset a; == -g circiter; unde patet hoc casu regula communi nos 
contentos esse potuisse, cum nequidem unum minutum secundum spectari 
possit. 

17. Quoniam autem inter has observationes tertia tantopere a reliquis 
discrepat, fortasse conveniet non procul ab ea limitem constituere. Quodsi 
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faciamus pro casu «== — 15, hinc aeqnatio nostra foret 

— 180a;a: — 1000a; + 800 == 0, 

cuius aequationis minor radix erit ^ = y . ita ut Mnc differentia meridianorum 
proditura sit 

1“51' 494". 

Ex hoc casu denuo patet nullum notabilem errorem esse metuendum, nisi 
valde enormiter in assumptions numeri u aberraverimus, in quo negotio 
sufficiet notasse semper mm multo maius esse debere quam 315. 

18. Imprimis haec methodus applicari meretur ad illas observationes, ex 
quibus non ita pridem Cel. Lexell') parallaxin Solis deterniinavit, unde exempli 
loco tantum depromamus sequentes quatuor conclusiones ex observationibus 
formatas, quae erant 

I. II. HI. IV. 

8,52 8,43 8,86 8,28, 

inter quas medium arithmeticum sumendo prodit 8,52. Quodsi ergo statuamus 


17=8,52, 


valores quatuor litterarum a, b, c, d sequenti mode constitui possunt 
a = l, J = c = — 34, d = + 24, 

ut eorum summa prodeat A = 0, scilicet hi numeri denotant partes centesimas 
unius minuti secundi. Hinc ergo erit summa quadratorum B — 1814, summa 
vero cuborum C— — 24750; unde ob w = 4 aequatio nostra erit 

Swica: — ium + 5442x + 24750 = 0. 

19. Quodsi iam sumamus pro termino, ubi gradus bonitatis evanescit, 
M = 40, aequatio nostra evadet 

320a:a; — 958a; + 24750 = 0. 

l) A. J. Lexei. 1 . (1740 — 1784), Disgmsitiones de mvestiganda vera quantitate parallaxeos 
Sdis ex transitu Teneris ante discam SoUs 1769 etc. PetropoU 1772. L. Gr. D... 
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Unde autem valor ipsius x prodiret imaginarius; hanc ob rem sumamus « == 50 
ac aeq^uatio fiet 

400a;ir — lOOOOa? 4- 5442a; + 24750 == 0, 

unde adhuc in imaginaria incidimus. Sumpto autem «< = 60 erit minor valor 
ipsius X =3^*), qui autem valor nimis magnus videri posset. Eo autem 
admisso foret parallaxis Solis = 8,555. Ceterum notetur ex maioribus valoribus 
ipsius u minores valores pro x deduci. Et quoniam applicatio huius methodi 
tarn est vaga, merito dubitare licet, num hac ratione propius ad veritatem 
accedere queamus. Ac fortasse sufficiet hinc saltern didicisse, utrum valor 
ipsius X proditurus sit positivus an negativus. 

20. Hoc quidem casu vidimus valorem ipsius x certe esse positivum, 
praeterea quod pro G numerum negativum invenimus; unde in genere obser- 
vasse iuvabit, quoties numerus G prodierit positivus, turn x fieri negativum, 
contra autem, si C fuerit negativum, valorem ipsius x fore positivum. Utroque 
autem casu tarn exiguus statui debebit, ut determinatio a regula vulgar! vix 
discrepet. Saltern hoc adiici poterit, quo maior fuerit numerus C, etiam va- 
lorem ipsius -X augeri debere. Si enim etiam summa cuborum C evanesceret, 
turn semper foret a; = 0, quicunque valor pro u acciperetur, prorsus ut regula 
vulgaris postulat. 


21. Hinc autem, non obstante incertitudine a numero u oriunda, aliquid 
si non certum tamen satis probabile statui posse videtur, si ad haec momenta 
attendamus. Prime certum est, quoties fuerit summa cuborum (7=0, turn 
etiam semper fore a; = 0, secundo, quo maior fnerit quantitas G, eo maiorem 
quoque futurum esse valorem ipsius x sub signo contrario affectum. Tertio 
satis clarum est quantitatem nuu plurimum superare debere quantitatem BB. 
Quibus perpensis satis probabili ratione statui posse videtur 

C 

^ XnB* 


ubi quidem numerus A arbitrio nostro relinquitur. Verumtamen pro omnibus 
casibus vix a veritate aberrabitur, si ponatur A = 2 vel ad summum A = 3; 

l) Aequatio — 8958a; + 24750=0 dat pro radice minore valorem accuratiorem ii7=3-|. 

L. Ct. T). 


Lkonhardi Eulkri Opera omnia 1 7 Commentation es alg-ebraicae 
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discrimen enim hinc oriundum plerumque tain parvi erit momenti, ut vix 
attend! mereatur. Casus enim, quo maximus error esset metuendus, sine dubio 
foret, si plnres observationes, quarum numerus sit = i, prorsus inter se con- 
venirent, singulis existentibus = a, quibuscum unica observatio coniungeretur 
praebens — ia, ut flat summa omnium A — 0; turn autem erit summa qua- 
dratorum 

B = iaa-\-iiaa = l)aa, 

summa vero cuborum 

ia^ — = — i{ii — 1) 

Nunc ergo, si nostra formula dabit 


a;= + 


i {ii — l) a (» — 1) a _ 

Xv X (i' ^ 


ergo si fuerit i numerus praegrandis et capiatur A = 2, prodit a; = —a. Sumpto 
igitur A=2 in exemplo priore [§ 14], ubi erat w=6, J5=lll y et C= — 801, fiet 


, 801 3 

propemodiim. Pro altero vero exemplo [§ 18], quo » = 4, i? = 1814 et 
C= — 24760, flt 

24750 _ 8 
' 8 • IsTi ~ 5 


circiter, qui valores nihil absurd! involvere videntur. 

Si quis autem putet maiori iure sumi debere A = 3, operae vix pretium 
erit super differentia disputare, cum ipsa observationum natura maiorem gra- 
dum praecisionis non recipiat. 



RECHEECHES SUE UNE NOTJVELLE ESPECE 
DE QUAERES MAQIQUES*) 


Commentatio 530 indicis Enestroemiani 

Verhandelingea uitgegeven door het zeeuwsch Genootschap der Wetenscliappen te Vlissingen 9, 

Middelburg 1782, p. 85—239 
Commentationes arithmeticae 2, 1849, p. 302 — 361 


1. Une question fort curieuse, qui a exerc6 pendant quelque temps la 
sagacity de bien dn monde, m’a engagd b faire les recberches suivantes, qui 
semblent ouvrir une nouvelle carribre dans 1’ Analyse et en particulier dans 
la doctrine des combinaisons. Cette question rouloit sur une assemblde de 
36 officiers, de six diffbrens grades et tirds de six regimens diffdrens, qu’il 
s’agissoit de ranger dans un quarre de manibre que sur cbaque ligne, tant 
horizontale que verticale, il se trouvat six officiers tant de diffbrens caractbres 
que de rbgimens diffbrens. Or, aprbs toutes les peines qu’on s’est denudes 
pour rbsoudre ce problbme, on a dte oblige de reconnoitre qu’un tel arrange- 
ment est absolument impossible, quoiqu’on ne puisse pas en donner de demon- 
stration rigoureuse. 

2. Pour mieux expliquer I’etat de la question mentionnde, je marquerai 
les six rdgimens diffbrens par les lettres latines 

^ a, i, c, d, e, f, 

et les six diffdrens grades par les grecques 

l) Toir le memoire 795 de ee voliame. L. Gr. D. 

37 * 
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et il est clair que le caractere de chaque officier est determine par deux 
lettres, Tune latine et I’autre grecque, dont la premifere marque son regiment 
et Tautre sou grade, et qu’il y aura en effet trente-six combinaisons de deux 
de ces lettres, que void: 

aa a/3 ay ad as 

ha 6/3 hy Id hs 

ca CjS cy cd cs ct 

da dy dd ds d’C 

ea e/3 ey ed es e^ 

fa //3 fy fd fs 

dont chacune exprime le caractbre d’un offider. 11 s’agit done d’inscrire ces 
3(5 termes dans les 36 cases d’un quarre en sorte que sur chaque bande, 
tant horizontale que verticale, on rencontre tant les six lettres latines que 
les grecques. 

3. On aura done trois conditions k, remplir, dont la premiere exige que 
sur chaque ligne iorizontale on trouve les six lettres tant latines que grec- 
ques, en second lieu, que les douze monies caraettres se rencontrent dans 
toutes les bandes vexticales, et enfin, que tous les trente-six termes rap- 
portes se trouvent reellement inscrits dans le quarr6 on, ce qui revient au 
meme, qu’ancun terme ne s’y rencontre deux fois. Car, s’il ne s’agissoit 
que de satisfaire aux deux premiferes conditions, il ne seroit pas difficile de 
trouver plusieures solutions; en void une: 

aa h'Q cd ds ey //3 

6/3 ca fs ed a'Q dy 

cy ds 0/3 h^ fd ea 

dd fy c/3 ba as 

es ad by fa c2/3 c^ 

f^ e/3 da ay cs hd 

mais cet arrangement a le defaut que les termes 6^ et de s’y rencontrent 
deux fois et que les termes he et df, j manquent entierement. 
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4. Puis done que tous les soins employes pour la construction d’un tel 
quarre de trente-six cases out ete inutiles, pour donner plus d’etendue a 
mes recherctes, au lieu de six regimens et de six differens grades, je mettrai 
un nombre queleonque n, de sorte qu’il y ait n lettres latines 

a, b, c, d etc. 

et autant de grecques 

a, /3, y, d etc. 

k combiner de manitres differentes et k ranger tellement dans un quarre 
de nn cases, que chaque bande, tant horizontale que verticale, contienne 
toutes les lettres latines et grecques et qu’aucun terme ne se rencontre deux 
fois dans le quarr^. 


5. Parce done que chaque ligne du quarre contient toutes ees differen- 
tes lettres et que partant la somme en est partout la mSme, il est clair 
qu’un tel arrangement satisfera k la condition des quarres magiques ordi- 
naires. Car, pour produire tous les nombres dans I’ordre naturel, on n’a 
qu’k donner aux lettres latines a, h, c, d, e etc. les valeurs 0, n, 2m, Bn, 
An, ... (n — l)n, et aux lettres grecques a, (3, y, d, s etc. les valeurs 
1, 2, 3, 4, 5, ... n. Mais puisque dans ces quarres il s’agit seulement de la 
somme de tous les nombres qui se trouvent dans chaque bande, tant hori- 
zontale que verticale, il n’est point necessaire que tous les nombres s’y 
trouvent sur chaque bande, pourvu que la somme en soit partout la m^me; 
ce qui est aussi la raison par laquelle on pent construire des quarres ma- 
giques ordinaires de 36 cases. 


6. Pour rendre plus commodes les operations que j’aurai k faire dans 
la suite, je mettrai au lieu des lettres latines et grecques les nombres na- 
turels 1, 2, 3, 4, 5 etc., dont je nommerai, pour les distinguer entre eux, 
les uns les nombres latins et les autres les nombres grecs] et afin de ne jamais 
les confondre, je joindrai les nombres grecs aux latins en forme d’exposans, 
de la manibre qu’on va voir dans le quarre ci-joint de 49 cases 
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11 2® 3* 43 5^ 6® 7* 

2’ 3" 1® 5^ 4' 7« 6 ® 

33 gi 5, 75 18 47 2* 

44 53 07 16 73 21 35 

55 IS 71 2 ’ 6 * 3® 4« 

06 74 4 s 31 25 58 17 

77 45 23 62 36 1* 51 


dans leq[iiel j’ai range les nombres latins suivant leur ordre nature! tant 
dans la premitre bande borizontale que verticale, de sorte qne ces nombres 
representent en meme temps les indices de ees deux bandes et ceux de leurs 
compagnes. J’ai egale aussi les nombres grecs, ou exposans, aux latins dans 
la premiere bande verticale, comme je ferai partout dans la suite, puisque 
la signification de ces nombres est absolument arbitraire. 


7. Puisqu’il est aise de se convaincre que tous les termes inscrits dans 
le quarrd precedent satisfont parfaitement aux trois conditions requises et 
rapportees ci-dessus; pour rapprocber le lecteur du point de vtte duquel il 
faut envisager la plupart des methodes qui nous ont conduit aux recber- 
cbes suivantes, nous allons en faire le commencement par I’analyse de la 
construction du quarre rapporte. Pour eet effet, nous reprenons le quarre 
latin fondamental qui, en omettant les exposans, aura la forme suivante: 

1 2 3 4 5 6 7 

2 3 1 5 4 7 6 

3 6 5 7 1 4 2 

4 5 6 1 7 2 3 

5 1 7 2 6 3 4 

6 7 4 3 2 5 1 

7 4 2 6 3 1 5 

ou cbacune des sept bandes, tant horizontales que verticales, contient tous 
les sept nombres 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 . 



91 - 93 ] 


DE QUAERES MAGIQUES 


295 


8. Aj&nt done etabli ce quarre latin, tout revient a trouver une m^- 
thode sure pour joindre les uombres grees, ou exposans, k chaque nombre 
latiu de ce quarre; et d’abord, pour commencer par I’exposant 1, puisqu’il 
faut qu’il se rencontre dans chaque bande tant borizontale que verticale, il 
s’agit de tirer des bandes verticales sept nombres differens entre eux et tels 
qu’ils se rapportent en mgme temps k des bandes differentes horizontales; 
ou bien: ces nombres qu’on tire de chaque bande verticale doivent tons 
etre pris k differentes hauteurs, ce qu’il faut faire pareillement par rapport 
aux autres exposans, 2, 3, 4, 6 etc. Ou il faut encore remarquer que, puis- 
que nous supposons les exposans de la premiere verticale connus et que 
nous les 4galons toujours aux nombres latins de cette bande, les premiers 
termes de ces formules que nous venons de decrire suivront toujours I’ordre 
des nombres naturels 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 


9. Puis done que dans les recherches suivantes tout depend de ces 
formules qui nous servent k regler I’inscription des exposans, ou a determi- 
ner les grades des officiers ranges, je les nommerai dans la suite les formides 
directrices', il faut en avoir une pour chaque exposant. Ainsi, dans le quarre 
de 49 cases rapports ci-dessus au paragraphs 6*'^“®, les formules directrices sont 

pour I’exposant 1 celle-ci 1 6 7 3 4 2 5, 

„ „ 2 „ . 2 5 4 6 1 3 7, 

„ „ 3 „ 3 1 2 4 7 5 6, 

4 „ 4 7 3 5 6 1 2, 

5 „ 5 4 1 7 2 6 3, 

6 „ 6 2 5 1 3 7 4, 


Voila done ce qu’il faut entendre par le terme formtdes directrices, dont 
nous nous servirons partout dans la suite; et il est d’abord evident que, 
pour construire un quarre complet, il faut avoir une telle formule directrice 
pour chaque nombre grec ou exposant. Ensuite, il faut necessairement que 
toutes ces formules directrices s’accordent tellement entre elles qu’en les 4cri- 
vant Tune sous 1’ autre on rencontre dans chaque rangee verticale tons les 
diffdrens nombres; puisque autrement, le mfeme nombre du quarr^ latin ou 
principal devroit recevoir deux exposans differens. 
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10. Ayant done etabli pour un eas quelconque iin quarre de nombres 
latins, la premiere operation consiste a cbercher les formnles directrices pour 
ebaque exposant; et s’il artiTe que pour un seul de ces nombres on ne 
puisse pas trouver upe telle formule, on pent bardiment prononcer que le 
quarre latin est incapable de fournir un quarre complet. Et quand m&me 
on aura trouve des formnles directrices pour tons les exposans, s’il est im- 
possible de les cboisir ensorte qu’elles s’accordent entre elles, de la maniere 
que je viens d’assigner et comme cela a reussi dans I’exemple rapporte, e’est 
encore une marque sure que le quarre latin n’est pas propre k fournir une 
solution du problbme. Mais il faut bien prendre garde de ne faire cette 
conclusion qu’apres s’etre pleinement convaincu qu’on a trouvd et examine 
toutes les formnles directrices que le quarrd propose pent admettre. 


11. La formation des formnles directrices est done le premier et le prin- 
cipal objet dans ces rechercbes; mais je dois avouer que jusqu’ici je n’avois 
aucune metbode sure qui puisse conduire k cette inTestigation. 11 semble 
mSme qu’on doive se contenter d’une espece de simple tktonnement, que je 
vais expliquer pour le quarre latin de 49 cases rapporte ci-dessus. 

Pour trouver, par exemple, la formule directrice de I’exposant 4 de ce 
quarre, cboisissons k volonte les quatre premiers termes, que je prendrai 
comme ils ont et4 marquds 

4 7 3 5 

et qui sont tires des quatre premibres bandes verticales et des quatre bori- 
zontales qui rdpondent aux indices 4, 6, 1, 2; et il est clair que les trois der- 
niers termes de ndtre formule, 

1 2 6 , 

doivent btre tires des trois demieres bandes verticales et des trois horizon- 
tales qui repondent aux indices 3, 5, 7. Or, les morceaux des bandes bori- 
zontales 3^*“°, 5’*“® et nous fournissent les termes suivans: 

14 2 ' 

6 3 4 
3 15 

desqu elles rbsultent evidemment les trois demiers termes de nbtre directrice 
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dans I’ordre 6, 1, 2, comme nous les avons assignes ci-dessus. Si les quatre 
premiers termes ne nous avoienfc point ete connus, on voit par ce que nous 
venous de dire qu’il auroit fain examiner de la mfeme maniere toutes les 
combinaisons possibles. 

12. Apres avoir expose en general les operations qu’on doit entrepren- 
dre .pour construire de tels quarr^s complets, je passe a des recherches plus 
particulibres, qui varieront naturellenaent par rapport 'a la nature des quarres 
latius, qui peuvent btre formbs en d’autaut plus de manibres diffbrentes que 
le nombre de cases dont il est compose est grand; et on s’apper^oit aise- 
meut que bientbt le nombre de toutes les famous de le construire possibles 
devient si grand qu’on n’en sauroit plus faire le denombrement. C’est pour- 
quoi je me contenterai ici de parcourir quelques espbces simples et regulib- 
res de quarres latins, qui ne manqueront pas de nous conduire h des espb- 
ces beaucoup plus compliqubes. 

13. D’abord, le quarre latin le plus simple est sans doute celui oti tons 
les nombres 1, 2, 3, 4, ... « marchent dans leur ordre naturel, en obser- 
vant qu’btant parvenu an dernier, on doit recommencer par I’unite. Les 
quarrbs de cette premibre espbce, d’une classification qui s’est presentee 
pour ainsi dire d’elle-mbme, auront en general pour tout nombre nn de 
cases la forme suivante: 

1 2 3 4 5 6 ... 

2 3 4 5 6 ... n 1 

3 4 6 6 ...» 1 2 

4 5 6 ...» 1 2 3 

5 6 ...» 1 2 3 4 

6 ...» 1 2 3 4 5 

ete. 

Les quarrbs de cette premiere espbce, qui a lieu pour tous les nombres 
des bandes horizontales et verticales », seront nommes dans la suite quarres 
latins a simple marche. 

(.^eonharpi Eui..ebi opera oiaiiia 1 1 Uommentationds algebraicao 3B 
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14. La seconde espece contiendra, suivant cette classification, les quarres 
Mins cf double marclie, qui naissent en prennant les nombres de la premiere 
horizontale, ranges dans lenr ordre naturel, deux a deux et les ti'ansposant 
dans la seconde horizontale, qui sera par consequent 

2 1 4 3 6 5 8 7 etc. 

De celle-ci et de la premiere horizontale, on construit ensuite la troisieme et 
la quatrieme en ajoutant 2 a chacun de leurs termes, la cinquibme et sixieme 
en ajoutant 2 aux termes de la troisibme et quatribme, et ainsi de suite. 
Les qmrres d dmMe marche ainsi formes auront en general la forme suivante 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

etc. 

2 

1 

4 

3 

6 

5 

8 

7 

etc. 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

etc. 

4 

3 

6 

5 

8 

7 

10 

9 

etc. 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

etc. 

6 

5 

8 

7 

10 

9 

12 

11 

etc. 


etc., 


par laquelle on peut voir facilement que cette seconde espece iie sauroit 
avoir lieu que pour les quarres dont le nombre des cases dans chaque 
bande est pair. 

15. A la troisieme classe, je rapporte les quarr4s Mins d triple marche, 
oil Ton considere dans la premibre bande horizontale trois nombres conjoin- 
tement, pour les varier en trois diffdrentes manibres, avant que de former 
les bandes suivantes qu’on obtient trois a trois en ajoutant 3 aux termes 


des trois precedentes. 

comme 

on 

peut 

voir dans la forme gendrale suivante 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

etc. 

2 

3 

1 

5 

6 

4 

8 

9 

7 

etc. 

3 

1 

2 

6 

4 

5 

9 

7 

8 

etc. 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

etc. 

5 

6 

4 

8 

9 

7 

11 

12 

10 

etc. 

6 

4 

5 

9 

7 

8 

12 

10 

11 

etc. 

7 

8 

9 

10 11 

12 

13 

14 

15 

etc. 


etc., 
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qui nous fait voir que cette construction ne pent valoir que lorsqne le 
nombre des cases qu’une bande renferme est divisible par 3. 

16. De la meme maniere, on pent former les quarres de la quatrieme 
classe procedans a quadruple marche, en prennant separement quatre b quatre 
des termes de la premibre bande horizontale et passant par toutes les trans- 
positions qu’ils admettent et qui forment les quatre premibres bandes hori- 
zontales, dont on tire les quatre suivantes en ajoutant 4 h cbaque terme, et 
ainsi des autres. Mais, comme les quatre premiers termes, 

1 2 3 4, 

admettent plusieures differentes transpositions, nous aurons plusieures formes 
generates pour les quarrbs de cette espbce, dont il suffira de rapporter le 
premier membre (j’appelle „membre d’un quarre“ une quelconque de ses par- 
ties qui forme un quarre a part), attendu qu’il est facile d’en deduire la 
formule generate, les transpositions dtant les mbmes dans tons les autres 
membres ou quarrds simples dont est compose le grand quarxd latin qui, 
dans cette classe, doit toujours avoir un nombre de cases divisible par 
4^ = 16. Voici quatre transpositions semblables 



I 




n 



m 



IV 


1 

2 

3 

4 

1 

2 

3 

4 

1 

2 

3 

4 

1 

2 

3 

4 

2 

1 

4 

3 

2 

1 

4 

3 

2 

3 

4 

1 

2 

4 

1 

3 

3 

4 

1 

2 

3 

4 

2 

1 

3 

4 

1 

2 

3 

1 

4 

2 

4 

3 

2 

1 

4 

3 

1 

2 

4 

1 

2 

3 

4 

3 

2 

1 


dont il seroit superflu de former ou de rapporter les formes gbndrales pour 
les quarrbs composbs de pareils membres. On s’aperpoit aisbment qu’on n’a 
qu’b, varier suivant les mfimes loix les quaternaires suivans de la premiere 
horizontale. 

On voit aussi que cette classification pourroit nous conduire a bien 
d’autres quarrbs reguliers; mais nous nous arretons iei, pour developper plus 
soigneusement dans les sections suivantes les quatre espbces que nous venous 
d’etablir et pour en deduire des quarres complets. 


38 * 
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SECTION PEEMIBEE 

I 

DES QUAERES LATINS A SIMPLE MARGHB 

DE LA FORME GENERALE j 

I 

I 

123456... « j 

2 3 4 5 6 ...» 1 

3 4 5 6 . . . « 1 2 I 

4 5 6 . . . »» 1 2 3 

5 6 ... »^ 1 2 3 4 

6 ... n 1 2 3 4 5 

etc. 

CAS DE « = 2 j 

17. CommenQons par le cas le plus simple, ou w = 2 et le quarre latin 

1 2 
2 1 

d’ou Ton ne sauroit tirer aucune formule directrice, et par consequent ce cas 
est impossible, puisqu’ou n’en peut deduire aucuu autre quarr4. Et en effet, 
si Ton satisfait aux deux premieres conditions de la question, rapport4es an 
§ 3, on parvient au quarre | 

1^ 2* ■ 

2* P 

oil les deux termes 1^ et 2^ se trouvent deux fois, pendant que les deux 
autres, 2^ et P, manquent entierement. Done, .si la question rouloit snr une 
assemblee de quatre officiers de deux diff4rens grades et regimens, on voit 
d’abord qu’il seroit impossible de les ranger dans un quarre de la maniere 
preserite. 
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CAS DE » = 3 

18. Passons au cas oti n — 3, et notre quarre latin sera 

12 3 

2 3 1 

3 12 

dont la diagonale k termes diffdrens, 13 2, fournit d’abord une formule di- 
reetrice pour Texposant 1; et puisque tous les nombres croissent, eu descen- 
dant, de I’unite, il est clair que les formules directrices suivront le mSme 
ordre et qu’elles seront par consequent 

pour I’exposant 1 
2 

» w ^ 

Ett insurant done les exposans conformement k ce systbme de directrices, 
on obtiendra le quarre complet suivant: 

11 2 * 3 ' 

2 * 3 * 1 =* 

3* 1* 2‘ 

ce qui est la seule solution qui pent avoir lieu pour les quarr^s k simple 

marche de neuf cases, puisque la formule 1, 3, 2 est la seule directrice pour 
I’exposant 1 et que le quarre fondamental on latin proposd est le seul pour 
le cas rapporte. 


1 3 2, 

2 13 , 

3 2 1. 


CAS DE « = 4 

19. Considdrons le cas od % = 4, qui nous anabne le quarrd latin suivant: 

12 3 4 

2 3 4 1 

3 4 12 

4 1 2 3 
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T naj s ici, on voit d’abord qu’il est impossible de trouver aucune directrice 
pour Texposant 1, et, en examinant le quarre selon les regies prescribes, on 
verra qu’il [en] est de m§me de tons les autres exposans; d’oii Ton doit conclure 
que ce quarre latin ne sauroit foumir aucun quarre complet pour le cas 
% = 4. Mais il faut bien remarquer que ce quarre latin n’est pas le seul 
qui puisse avoir lieu pour le cas rapporte, attendu qu’on pent former trois 
autres, parmi lesquels il s’en trouvera un qui nous conduira k, de trfes belles 
solutions, et il n’y a done que le quarre de 16 cases k simple marcbe qui 
se refuse aux conditions requises. 

20. Le meme inconvenient se rencontre dans tons les cas ok le nombre 
« est pair, et cette observation nous conduit au theorfeme suivant: 

Pour tons les cas oil le nombre n est 'pair, le quarre latin a simple marche 
ne sauroit jamais fournir une solution de la question proposee. 

Pour le demontrer, on n’a qu’a faire voir qu’il est impossible de trouver 
des directrices pour I’exposant 1 de tout quarre k simple marche dont le 
nombre des cases borizontales ou verticales est pair. Supposons pour cet 
effet qu’une telle formule directrice soit 

1 a b c d e etc. , 

ok les lettres a, b, c, d etc., dont le nombre est n — 1, marquent les nombres 
2, 3, 4, . . . n, dans im ordre quelconque, qui est determine par les colonnes 
borizontales correspondantes aux indices a, /3, y, 6, s etc., qui marquent aussi 
les nombres 2, 3, 4, 5 etc., de sorte que la somme de tons les nombres 
a, /?, y, d etc. doit btre egale k la somme des a, b, c, d etc. 

Puis done que, dans ndtre quarrd latin, tons les nombres des bandes 
borizontales croissent en progression aritbmetique dont la difference est 1, en 
remarquant qu’en passant a des nombres au deik de n il faut recommencer 
par I’unite, il s’ensuit que, parce que le second nombre, a, de la directrice 
supposde est tire de la seconde bande verticale et de I’horiziontale qui rd- 
pond k I’indice a, on aura 

a == cc — 1 . 

De la mSme manibre, puisque le troisibme terme, b, de cette directrice est tire 
de la troisibme bande verticale et de I’horizontale correspondante k I’indice /3, 
il j aura 


fe==jd + 2. 
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En poursmvant ee xaisonnement, on trouve qu’il y aura pour les autres 
termes 

c = y -j— 3 , d = (J 4 , 6 = s ^ 6 , f == ^ -j- 6 ©tc. , 


en observant toujours qu’etant parvenu a un nombre plus grand que n, on 
mettra k sa place I’exebs au dessus de n. Soit maintenant la somme de 
toutes les lettres 

a + /?4-/ + (^ + etc. = 8 , 

et la somme des lettres a~\-l-^c-\-d-{- etc. sera =/S'+l-f24-3d 

ou bien il y aura 

a 1 -{■ c d etc. == S \n(n — 1). 


Or, la somme des lettres Mines, a -{■ h c d etc., et cell© des greeques, 
a ^ y 8 + etc., comme nous avons observe ci- dessus, doivent etre 
egales entre ©lies, ou, ce qui revient au m^me, la difference doit etre un 
multiple du nombre n, ce qui dtant mis =Xn nous conduit h, eette Equation 


qui donne 


— 1) = Xn, 
X _ !(* - 1 ), 


Par consequent, puisque X est un nombre entiex, cette egalite ne sauroit sub- 
sistex k moins que n — 1 ne fut un nombre pair ou bien n un nombre im- 
pair. De cette faqon, la verite de notre theorbme est rigoureusement demon- 
tree, et il seroit inutile de vouloir appliquer les quarres latins k aucun des 
cas oil n est un nombre pair. 

CAS DE w = 5 

21. Eevenons k nos quarres, et le cas de » = 5 nous conduit au quarre 
latin k simple mache suivant 

1 2 3 4 5 

2 3 4 5 1 

3 4 5 1 2 

4 5 12 3 

5 12 3 4 

dont on pent tirer sans diffieulte les trois directrices suivantes pour I’ex- 
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posant 1; 13524 

1 4 2 5 3 
1 5 4 3 2 


En ajoutant I’unite a chaeuti des termes de ces directrices, on obtiendra 
eelles pour Texposant 2, qui, en j ajoutant de nouTeau I’unite, donneront 
celles pour I’exposant 3, et ainsi des antres. De cette faqon, on pourra con- 
struire les trois quarr^s suivans propres k diriger I’inscription des exposans: 


1 3 5 2 4 

2 4 13 5 

3 5 2 4 1 

4 13 5 2 

5 2 4 1 3 


1 4 2 5 3 

2 5 3 1 4 

3 14 2 5 

4 2 5 3 1 

5 3 14 2 


1 5 4 3 2 

2 15 4 3 

3 2 15 4 

4 3 2 1 5 

5 4 3 2 1 


22. Moyennant ces trois syst^mes complets de directrices, on pourra for- 
mer trois quarres complets de 25 cases et partant autant de solutions, si 
le problfeme rouloit sur un assemblage de 25 officiers de cinq differens rangs 


de cinq 

regimens 

differens. Voici les trois 

quarres complets. 






I 


i 



n 





m 



1‘ 

2' 

3‘ 

4* 

5' 

V 

2’ 

3® 

4^ 

5^ 

V 

2* 

3* 

45 

5® 

2® 

3^ 

4' 

5* 


2* 

3^ 

4' 

5* 

1' 

2' 

3' 

4* 

5^ 

1^ 

3* 

4^ 

5‘ 

1® 

2* i 

3’ 

4“ . 

5® 

1^ 

2' 

3’ 

4' 

5" 

1* 

2® 

4‘ 

5' 

1^ 

2' 

3® 

4* 

5‘ 

1’ 

2' 

3* 

4^ 

5^ 

1® 

2“ 

3' 

5* 

1* 

2' 

3* 

4' 

5' 

1^ 

2* 

3' 

43 

5* 

1* 

2^ 

3* 

4= 


La construction de ces trois quarres est d’autant plus ais4e qu’apres avoir 
inscrit I’exposant 1, les autres se succedent dans leur ordre naturel, en 
descendant par les colonnes verticales. 


23. n nous reste k remarquer encore k regard des formules directrices, 
que leurs termes vont en progression arithmetique, en croissant dans la pre- 
miere de 2, dans la seconde de 3, dans la troisikme de 4, dans la qua- 

1) Pour etablir la correspondance entre ees trois carres complets et les directrices a la fin 
du § 2L, il faudrait intervertir I’ordre des carres II et III. L. G. D. 


107-108] 


DE QUAERES MAGlQUES 


305 


trifeme de 5 et ainsi des antres. Ensuite, que les exposans des premiferes 
bandes horizontales des trois quarrfes complets sent 

dans le premier 1 5 4 3 2, 

dans le second 1 3 5 2 4, 

dans le troisifeme 1 4 2 5 3, 

qui conviennent avec les trois formules directrices. Enfin, le premier de ces 
trois espfeces de quarres, en changeant I’ordre des bandes horizontales, four- 
nit le quarre trfes remarquable snivant 

1^ 2^ 3* 4* 5* 

3* 4* 6^ 1® 2‘ 

55 2* 2® 3 ® 4 ^ 

2* 3^ 4® 6* 1® 

4* 5® 1® 2^ 3® 

dans lequel non seulement les bandes verticales et horizontales renferment 
les diffferentes lettres grecques et Mines , mais oh mfeme les diagonales et 
leurs paralleles complettfees^), comme 

3® 1* 4® 2^ 5®, 

satisfont aux conditions prfescrites. 

CIS DE = 7 

24. Le cas de » = 7 nous fournit le quarrfe Min h simple marche de 
49 cases suivant 

1 2 3 4 5 6 7 

2 3 4 5 6 7 1 

3 4 5 6 7 1 2 

4 5 6 7 1 2 3 

5 6 7 1 2 3 4 

6 7 1 2 3 4 5 

7 1 2 3 4 5 6 

1) C’est ce qu’oa appelle les diagonales hrisies. L. G. U. 

Leonhardi Euleri opera omnia 1 7 Commentationes algebraicae 3.^ 
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ot la consideration des directrices croissantes en progression arithmetique 
(§ 20) nous fournit d’abord les fonnules directrices suivantes pour I’exposant 1 

1 3 5 7 2 4 6 

1 4 7 3 6 2 5 

1 5 2 6 3 7 4 

1 6 4 2 7 5 3 

1 7 6 5 4 3 2 

dont la premifere croit de 2, la seconde de 3, la troisibme de 4, la qua- 
trieme de 5 et la cinquibme de 6. Mais il ne faut pas penser que ce sent 
toutes les directrices pour I’exposant 1, puisqu’en examinant le quarre 
plus soigneusement on trouve encore les 14 suivantes: 

1 3 6 2 7 5 4 

1 3 7 6 4 2 5 

1 4 6 3 2 7 5 

1 4 7 5 3 2 6 

1 4 7 2 6 5 3 

1 4 2 7 6 3 5 

1 5 4 2 7 3 6 

1 5 7 3 6 4 2 

1 6 4 7 3 5 2 

1 6 4 3 7 2 5 

1 6 5 2 4 7 3 

1 6 2 5 7 4 3 

1 7 4 6 2 5 3 

1 7 5 3 6 2 4 

25. Toutes ces fonnules directrices ont ete trouvees de la manibre trfes 
embarrassante expliquee ci-dessus (§ 8); mais le bel ordre qui regne dans les 
quarres h. simple marche nous fournit des moyens trbs faciles pour trouver 
plusieures telles fonnules, dfes qu’on en a trouve une seule, ce qui sera le 
sujet du problbme suivaut; 
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Ayant trouv6 une formula direetrice jyour un quarre qualconqua d simple 
marche dont la nonibre n est impair, trouver das regies suras moyennant lesquelles 
on puisse trouver plvsieures autres formulas directrices. 

26. Soit 

1 a h c d a etc. 

la foxmiile direetrice qa’on a trouvee, qui se rapporte h Texposant 1 et dont 
le terme qui r^pond k I’indice indetermine t soit = x, de sorte qne, prennant 
i = l, il devienne' aiissi x = l. II faut done remarquer 1“) que, donnant k t 

toutes les valeurs possibles depuis 1 jnsqu’k n, aussi le terme x doive rece- 

yoir toutes ces diffdrentes valeurs; 2®) que, puisque t est I’indice de la colonne 
verticale de laquelle le nombre x est tire, Findice de la bande horizontale 

sera, comme on voit par la construction du quarre, =x — ^ + 1, qui repond 

aussi au terme x. Puis done que les noinbres a, I, c, d etc. doivent gtre 
tir(is de diflf4rentes bandes borizontales, il s’ensuit que cette formule x — if + 1, 
et partant aussi x — t, doit comprendre toutes les differentes valeurs, de 
mfeme que les nombres t q\> x. 

27. Cela remarqud, soit 

1 A B C D E etc. 

une nouvelle formule direetrice qu’on vent ddriver de la donnee et dont Fin- 
dice d’un terme quelconque X soit =T; et on comprend, par ce que nous 
avons dit ci-dessus, qu’en donnant k T toutes les valeurs possibles, non seule- 
ment le terme X, mais aussi la difference X — T doit recevoir de mbme toutes 
ces differentes valeurs. Ces conditions seront evidemment remplies en pren- 
nant 

r=a: et X = f 

et partant on obtiendra toujours une nouvelle direetrice en echangeant les 
deux nombres t et x entre eux, d’oii results cette regie pour la formation 
d’une nouvelle direetrice: 

Prenes x pour I'indica et t pour le terme qui lui rdpond. 

Cette nouvelle direetrice sera done form^e per inversionem, par renver- 
sement. 
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28. On pourra former une autre nouvelle directrice en prennant 
T = t et ^ = cc -}- t — oc. 

Car, si Todl fait varier t par toutes les valeurs depuis 1 jusqu’k, n, il est 
p.1a.iy que le terme a-^t — x recevra aussi toutes ces differentes valeurs, quel 
que soit le nombre a. Ensuite, puisque X— T= a — x, cette formule recevra 
de mfeme toutes les valeurs possibles. Mais, pour que cette directrice trouvee 
reponde a I’exposant 1, il faut que, mettant t = l et x = l, il devienue aussi 
X = l, ce qui nous donne a=l. 

On dbtiendra done toujours une autre nouvelle directrice en prennant 

T—t et X = l + ^ — 

et e’est en quoi consiste la seconde regie que je m’dtois propose de donner. 


29. En combinant les deux regies que je viens d’expliquer, il sera facile 
de tirer d’une seule directrice donnee quantite de nouvelles formules qu’on 
pourra representer de la maniere suivante: 


1 

1 

i 

I . 

n 

III 

" 1 

V 

YI 

i 

X^x 1 

t 

l-\-t—x 

t 

1 -f- i — X 

t 

X 

l-\-x — t 

l-l-< — X 

2 — x 

l-\-x — t 

X 


( 

VII 

YIII 

IX 

X 

XI 

XU 

1 

i 

1 

1 2 — X 

l + x — t 

2 — X 

! 2 — t 

2 — t 

2 — t 


' l-{-t — X 

2 — t 

2 — t 

1 

1 l-|-a? — t 

2 — X 

2 — X 


Toila done onze regies differentes moyennant lesquelles on pent d^duire 
onze nouvelles directrices, toutes differentes entre elles, d’une seule formule 
proposee conune directrice. 


30. Pour eclaireir les deux regies principales et celles du § precedent, 
qui en ont ete deduites, par un exemple, prenons au liazard une des formu- 
les directrices rapportees ci-dessus. (§ 24), par exemple celle-ci 


1 4 2 7 6 3 5, 
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a laquelle nous pourxons appliquer alternativement la premiere et la seconde 
regie, ou bien la seconde et la premibre. Les deux suites de directrices qui 
en naissent sont les suivantes: 


directrice 

donnee 

1 

4 

2 7 

6 

3 5 

directrice donnee 

1 

4 

2 

7 

6 3 

5 

ire 

regie 

1 

3 

6 2 

7 

5 

4 

2^* regie 

1 

6 

2 

5 

7 4 

3 

2d6 


1 

7 

5 3 

6 

2 

4 

1” 

1 

3 

7 

6 

4 2 

5 

ire 


1 

6 

4 7 

3 

5 

2 

9de 

1 

7 

4 

6 

2 5 

3 

Ode 

jy 

1 

4 

7 5 

3 

2 

6 

-j re 

1 

5 

7 

3 

6 4 

2 

1" 


1 

6 

5 2 

4 

7 

3 

9de 

1 

5 

4 

2 

7 3 

6 

9 do 


1 

4 

6 3 

2 

7 

5 

-j re 

1 

4 

6 

3 

2 7 

5 

ire 

J? 

1 

5 

4 2 

7 

3 

6 

9de 

^ Sf 

1 

6 

5 

2 

4 7 

3 

2de 


1 

5 

7 3 

6 

4 

2 

re 

1 

4 

7 

5 

3 2 

6 

ire 

JJ 

1 

7 

4 6 

2 

5 

3 

9d0 

1 

6 

4 

7 

3 5 

2 

2de 


1 

3 

7 6 

4 

2 

6 

1” „ 

1 

7 

5 

3 

6 2 

4 

ire 

?? 

1 

6 

2 5 

7 

4 

3 

2^' „ 

1 

3 

6 

2 

7 5 

4 

9do 


1 

4 

2 7 

6 

3 

5 

1” „ 

1 

4 

2 

7 

6 3 

5 


parfaitement egales, h la seule difference pres qu’en faisant le commencement 
par la seconde regie, Tordre des directrices est renversd. 

31. Voila done onze nouvelles directrices qui toutes tirent leur origine 
d’une seule, et mfime d’une seule quelconque d’entre elles. A.ussi toutes ces 
nouvelles directrices se txouvent parmi les 14 rapportees ci-dessus (§ 24), et 
il n’y en a que deux qui sont echappdes h, cette operation, savoir 

. 1 4 7 2 6 5 3 et 16 4 3 7 2 5, 

toutes deux de nature tout k, fait particuliere, puisque Tune et I’autre se re- 
prpduit soi-m&me par la premibre regie, pendant que, par la seconde regie, 
I’une est reproduite par I’autre. 

32. Apres avoir trouve pour le cas de « = 7 dix-neuf differentes for- 
mules directrices, nous pourrions ddduire de cbacune un quarre complet, et 
partant dix-neuf espbees differentes. Car en prennant une quelconque, qui 
soit 1, a, I, c, d, e, f, et continuant ces nombres suivant leur ordre naturel. 
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on aura les directrices pour les exposans suivans, 2, 3, 4, 5, 6 et 7, et de 
cette maniere, on obtiendra le quarre suivant de directrices 


1 

a 

b 

c 

d 

e 

f 

2 

u-F 1 

6-Fl 

c + 1 

d + 1 

e + 1 

/■+! 

3 

• 

a 2 

6 + 2 

c + 2 

d + 2 

6 + 2 

f+2 

4 

a 3 

6 + 3 

c + 3 

d + 3 

e + 3 

f+B 

5 

a -F 4 

6 + 4 

c + 4 

d + 4 

e + 4 

f-^4 

6 

a + 5 

6 + 5 

c + 5 

d + 5 

e + 5 

f+5 

7 

Or “F 0 

6 + 6 

c + 6 

d + 6 

e + 6 

/‘+6 


oti il est clair que chaque bande verticale contient tons les nombres diffe- 
rens, depnis 1 jusqu’k, 7, aussi bien que les bandes horizontales, quel que soit 
I’ordre des nombres a, b, c, d, e et f. 

33. Pour faciliter la construction du quarre complet cherche, il sera bon 
d’assigner les exposans qui conviennent k la premibre ligne horizontale, qui 
est toujours la serie naturelle des nombres 1, 2, 3, 4, 6, 6, 7. Pour cet effet, 
soit dans la formule directrice proposee 

1 a b c d e f 

le terme qui r4pond k I’indice t = a:; et k ce terme a? du quarre on devra 
joindre I’exposant 1. Puis done que les exposans croissent, en descendant 
par chaque bande verticale, suivant leur ordre naturel, le terme suivant, a; + 1, 
aura I’exposant 2 et, en gbndral, le terme a; + A aura I’exposant A 1. Pre- 
nons done A ensorte qu’il devienne a; + A — d’oh Ton tire X = t — x; et 
partant, le nombre t dans la premibre horizontale aura Fexposant 

A + l = i + l-a:. 

Dotmons done k t successivement les valeurs 1, 2, 3, 4 etc.; et les exposans 
de la premibre bande horizontale seront les suivans: 

1, 3 — a, 4 — b, 5 — c, 6 — d, 7 — e, 8 — f. 

34. Fous avons vu ci-dessus que cette formule est aussi une directrice 
qui rbsulte de la premibre en vertu de la seconds regie. C’est pourquoi, 
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pour construire le quarre complet, on pourra d’abord prendre chaque formule 
directrice, pour representer les exposans qu’il faut donner anx nombres de la 
premiere bande horizontale; ensuite, en descendant par les colonnes verticales, 
on n’a qu’a augmenter les exposans sup^iieurs snivant leur ordre naturel. 
De cette maniere, si la formule directrice proposee 1, a, b, c, d, e, f est en 
m 6 me temps la suite des exposans de la premibre horizontale, le quarrb 
complet qui en nait aura la forme suivante: 



2“ 

3^ 

4' 

5** 

& 

V 

2 * 

3.+1 

4»+i 

5 C +1 

gd+i 

Y«+i 

qy+i 

3’ 

^a + 2 

56+2 

gc + * 

y<l + 2 


2/+3 

4* 


gs + s 

yc + S 


2 ^ + 8 

3/+ 3 

5® 

0 a + 4 

rjf> + 4 

p + 4 


3^ + 4 

4/+ 4 

6 ‘ 

Ja + 5 

^6 + 6 

20 + 6 

3rf + 5 


5/+ 6 

7’ 

6 

-f- 6 

30+6 

4<i+6 

+ 6 

gZ+S 


35. Ayant done tronvd en tout dix-neuf formnles directrices pour le cas 
n == 7, nous en pourrions former autant de quarrds complets; de sorte que, 
si la question rouloit sur 49 officiers de sept differens grades et tires de sept 
rdgimens diffdrens, on en pourroit tirer un grand nombre de solutions diffe- 
rentes, toutes tirees d’un seul quarre latin h simple marche. On pent mSme 
puiser de la mbme source plusieures autres solutions; car, puisque le nombre 
des formnles directrices est si considerable, en ayant pris nne h volonte pour 
I’exposant 1 , on pourra tirer les formules pour les exposans suivans des autres 
espbees , ensorte toutefois qu’en rangeant ces dijfferentes formules dans un 
quarre, les nombres des colonnes verticales soyent tous differens entre eux. 
On voit bien que, de cette fafon, on obtiendra un beaucoup plus grand nombre 
de nouvelles espbees de quarry's complets, mblbs de plusieures formules direc- 
trices jointes ensemble. II suffira d’eclaircir ce mblange de directrices par 
un seul exemple. 
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Formules des exposans Espfeces des directrices 

1472653 1472653 

275413 6 1643725 

3 615427 146327 5 

41 3 6275 1573642 

5263741 1526374 

632751 4 1542736 

7541362 1652473 

On comprend ais4ment, de ee seul exemple, qu’on pent trouver plusieuxes 
autres combinaisons egalement convenables, dont il seroit mSme trbs difficile 
de determiner le nombre. 

36. En inserant les exposans conformement k ces directrices, le quarr4 
complet qui en results aura cette forme: 

H 2 ® 3* 4^ 5« 6 ’ 7» 

2» 36 47 5s gi 74 4s 

3’ 4^ 5' 6 * 7® 1® 2’ 

44 57 05 76 4* 2® 3' 

56 03 71 47 2* 32 46 

6 ® V 1 ® 2 ' 3’ 4® 5^ 

77 4 ^ 2® 3® 4® 5' 6® 

Ici, on voit d’abord que les exposans des lignes borizontales ne sont plus des 
formules directrices, comme dans les dix-neuf especes prdcddentes, et qu’pn 
n’y sauroit decouvrir aucun ordre, puisqu’on y rencontre un melange de sept 
differentes espbces. Cette observation est de la demibre importance, par ce 
que la consideration des quarrds reguliers nous pourroit seduire a croire que 
les exposans des premibres bandes horizoDtales devroient avoir en gbnbral la 
propriety des directrices. 

Au rests, il est sans doute fort surprenant que, pendant que le cas de 
n — 1 nous fournit un si prodigieux nombre de solutions, qui sera encore 
augmentb dans la suite, le cas de » = 6 n’en sauroit fournir aucune, quoique 
meme le cas qui le precede, = 5, nous a conduit k trois solutions differentes. 
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CAS DE = 9 

37, Soit mainterant w == 9; et le qiiarre latin a simple marche, auquel 
se rapporteront les recherches suivantes, aura cette forme: 

1 2 3456789 
23456 7 891 
345678912 
4 5 6 7 8 9 1 2 3 

567891234 
6 7 8 9 1 2 3 4 5 

78 9 1 23 4 56 

891234567 
9123456 7 8 

38. Puisqu’il seroit trop penible de chercher toutes les formules direc- 
trices qui pourroient avoir lieu dans ce quarre latin et' dont le nombre sera 
sans doute ^norme, je me contenterai d’en considdrer celles seulement qui 
vont en progression arithmdtique, en excluant celles dont la difference seroit 3 
ou 6, puisqu’elle ne seroit pas premibre au nombre « = 9. Car en gdneral, 
il faut toujours que la difference de ces progressions, de mbme que la diffe- 
rence des nombres a: et ^ ou bien x — t, n’ait aucun diviseur commun avec 
le nombre n, parcequ’une formule cEoisie sans avoir eu egard k cette regie 
ne renfermeroit plus toutes les valeurs depuis 1 jusqu’a n, ou ne pourroit 
etre rangee dans la classe des directrices. En excluant done ces deux cas, 
les formules qui vont en progression aritbmetique seront celles-ci 

1 3 5 7 9 2-4 6 8 

16 2 7 3 8 4 9 5 

198765432 

desquelles on pourra former trois quarres complets de 81 cases, en prennant 
les formules directrices pour les exposans suivans de la m^me espece, attendu 
que nous nous sommes dispenses de faire le ddnombrement des autres. 
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39 . Or, en prennant quelqu’une de ces trois directrices, qui soit 

1 a h c d etc., 

pour Texposant 1, on verra, par ce que nous avons dit ci-dessus (§ 23 et 33 ), 
que les exposans de la premiere ligne horizontale, qui sent 1 , 3 — a, 4 — h, 
5 — c, 6 — d etc., constituent aussi une directrice et que, par consequent, on 
pourra prendre d’abord chaeune de ces trois directrices que nous avons trou- 
vees pour les exposans de la premiere bande horizontale, ce qui nous fournit 
les trois quarres complets que voici: 

L 

11 2^ 3 * 4 ’ 5 ® 6" V 8' 9 ® 

2 * 3 ^ 4 ® 5 « 6' 7 * 8® 9 ’ V 

33 ^5 57 09 72 04 96 ^8 21 

44 56 08 71 gs 95 47 2^ 3' 

.55 g7 79 g2 94 ^6 2« 31 4s 

06 78 gi 93 2’ 33 4* 5* 

77 g 9 9! ;^4 2 « 38 41 5» G® 

8® 9 ' 1’ 2 ® 3 ’ 4 ® 5 * 6" 7 ® 

99 4s 2* 3 ® 4 « 5 ^ 6® 7 ® 8’ 

II. 

1 ‘ 2® 3 ® 4 ’ 5 ® 6« r 8® 9 ® 

2 ® 3 ’ 4 ® 5 ® 6^ V 8® 9 ' 1® 

33 48 54 09 75 gl 96 43 2’ 

44 59 05 71 g6 99 47 2’ 38 

5 ® 6^ 7 ® 8® 9 ’ 1® 2 ® 3 ® 4® 

6® 7 ® 8® 9 * 1® 2* 3 ® 4 ® 5 ® 

V 8® 9 ® 1^ 2 ® 3 ® 4^ 5 ® 6® 

8® 9 ^ 1® 2 ® 3 ® 4 ® 5 * 6® 7® 

99 46 21 36 4* 5^ 6* 7 ® 8® 
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m. 

2® 3* 4' 5' 6® 7^ 8® 9® 

2® 3' 4® 5® 6' 7® 8® 9" 1® 

3* 4® 5’ 6® 7® 8' 9® 1® 2* 

4* 5® 6® 7' 8® 9® r 2® 3® 

5® 6* 7® 8® 9' 1® 2® 3' 4® 

6® 7® 8* 9® 1® 2^ 3® 4® 5’ 

7® 8® 9® 1* 2’ 3® 4® 5® 6® 

8® 9® 1® 2® 3^ 4® 5* 6‘ 7® 

9® 1® 2’ 3® 4® 5* 6® 7® 8® 

40. Voila done trois quarres complets, d^duits des trois directrices r^guliferes 
que nous nous dtions propose d’examiner. Pour mieux eclaircir I’usage des 
regies rapportees ci-dessus (§ 26, 27 et 28) pour la formation des directrices 
et k, fin de pouvoir juger plus ais^ment de leur nombre, nous allons choisir 
une des directrices an hazard; et en y appliquant successivement les deux 
regies, nous obtiendrons les douze directrices suivantes: 


directrice adoptee 


dont 


d’oh Ton tire 


la renvers4e est 
par la 2®* regie 

par la 1" regie 

par la 2®® regie 

par la 1" regie 

par le 2®® regie 


1 

6 

5 

9 

2 

4 

8 

7 

3 

1 

5 

9 

6 

3 

2 

8 

7 

4 

1 

6 

8 

5 

4 

3 

9 

2 

7 

1 

7 

4 

8 

3 

5 

9 

2 

6 

1 

8 

6 

5 

4 

2 

9 

3 

7 

1 

8 

6 

3 

6 

9 

2 

4 

7 

1 

4 

7 

9 

2 

5 

8 

6 

3 

1 

4 

8 

2 

9 

7 

6 

5 

3 

1 

5 

9 

2 

6 

8 

3 

7 

4 

1 

4 

9 

2 

8 

7 

6 

3 

5 

1 

7 

4 

3 

9 

8 

5 

2 

6 

1 

8 

4 

3 

7 

9 

2 

6 

5 


40 
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ou il faut s’arreter a la sixifeme paire, puisque, si Ton vouloit y appliquer 
de nouveaTi la premifere regie, on obtiendroit les meraes formules, dont Tune 
repiroduit I’autre par le renversement; ainsi, nos deux regies nous ont foumi 
en tout onze nouvelles directrices. 

41. TJne remarque trfes importante qu’il y a encore a faire, c’est qu’en 
taisant usage d’une troisieme regie, dont nous avons pu nous passer dans 
I’article precedent de w = 7, puisqu’elle n’y auroit ete d’aucun secours, on 
pourra trouver encore une autre douzaine de nouvelles directrices. Cette regie 
pourra §tre enoncee de la manibre suivante: 

Posant pour la directrice- proposee Tindice —t et le terme qui lui repond 
= x, on pourra prendre pom la nouvelle formule I'indice T=2t — 1 et le terme 
mime X-=2x — 1; 

dont la raison est evidente, 1®) puisque, en prennant t — 1 et x = l, il 
devient 

T =1 et Z = l; 

2®} puisque, si les x varient par toutes les valeurs, aussi les 2x et partant 
les 2x — 1 passeront de menae par toutes les valeurs diffdrentes; et 3®) puis- 
que, si a; — t contient toutes les valeurs depuis 1 jusqu’k 9, aussi 

X-T^2{x-t) 

passera par toutes les variations convenables. 

42. 11 sera bon d’eclaircir par un exemple cette regie nouvelle, si fertile 
en directrices conjointement avec les deux precedentes; et pour cet effet, nous 
allons reprendre la directrice choisie ci-dessus, qui nous foumira la douzaine 
suivante. 
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La directrice adoptee 
foumit par la 3“® regie 
d’ou Ton tire par la 1'® regie 

I par la 2'^a regie 


par la 1” regie 


et ensuite 


par la 2^® regie 


par la T' regie 


par la 2^‘ regie 


1 

6 

5 

9 

2 

4 

8 

7 

CO 

1 

7 

2 

6 

9 

4 

8 

5 

3 

1 

3 

9 

6 

8 

4 

2 

7 

5 

j 1 

5 

2 

8 

6 

3 

9 

4 

7 

jl 

9 

4 

8 

7 

3 

6 

2 

5 

1 1 

3 

6 

8 

2 

5 

9 

4 

7 

jl 

8 

6 

3 

9 

7 

6 

4 

2 

h 

9 

7 

6 

4 

2 

8 

5 

3 

|i 

4 

7 

2 

6 

9 

3 

5 

8 

jl 

6 

9 

5 

8 

4 

3 

7 

2 

jl 

4 

7 

2 

8 

5 

3 

9 

6 

jl 

6 

4 

9 

7 

3 

5 

2 

8 

jl 

8 

6 

3 

7 

2 

5 

9 

4 


43. Appliquons de nouveau cette troisifeme regie a la premiere de la nou- 
velle douzaine de directrices que nous venous de trouver et nous en obtien- 
drons, avec le secours des deux regies prdcddentes, la nouvelle douzaine suivante. 


D'e la directrice adoptee 
on obtient par la 3”* regie 
et de lb, par la 1" regie 


ce qui fournit 


par la 2^‘ regie 
par la 1*® regie 
par la 2'*“ regie 
par la 1" regie 
par la 2^° regie 


1 

7 

2 

6 

9 

4 

8 

5 

3 

1 

7 

4 

6 

3 

9 

2 

5 

8 

1 

7 

6 

3 

8 

4 

2 

9 

6 

1 

5 

9 

8 

3 

7 

6 

4 

2 

1 

5 

8 

2 

7 

3 

6 

9 

4 

1 

9 

i 

1 

f 

8 

2 

7 

6 

4 

3 

1 

4 

6 

9 

2 

7 

5 

3 

8 

1 

3 

8 

6 

4 

9 

2 

5 

7 

1 

8 

7 

5 

4 

9 

3 

6 

2 

1 

7 

2 

5 

8 

4 

9 

3 

6 

1 

9 

7 

5 

4 

8 

3 

2 

6 

1 

5 

2 

9 

7 

3 

8 

6 

4 

1 

3 

6 

9 

2 

8 

5 

7 

4 
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Ici comme partout ailleurs, on a continue jusqu’k la reproduction de^ 
anciennes directrices, qui s’est faite jusqu’k present k la sixifeme paire. 

44. Si Ton vouloit appliquer la troisienae regie a la premiere de ce^s 
directrices, savoir 

17463925 8, 

on en deduiroit celle-ci 

184379265 

qui se rencontre dejk dans la premitre douzaine; de sorte que nos trois regies 
ne nous ont foumi que trois douzaiues de directrices, quoiqu’il y en a pour 
ce cas certainement un bien plus grand nombre: vu que, parmi toutes celles 
que nous venous de trouver, il n’y a aucune qui convienne avec sa renversee- 
Oependant, il en doit se trouver plusieures pour ce cas, puisque dans le cas 
precedent, od n = 7, il y en avoit deux au moins de semblables directrices. 

45. Pour nous en convaincre pleinement, cberchons une directrice qui 
ait la propriety de se reproduire par le renversement. 


Telle est celle-ci 

1 

8 

5 

9 

3 

7 

6 

2 

4 

qui se reproduit par la 1” regie 

1 

8 

5 

9 

3 

7 

6 

2 

4 

nous aurons done par la 2^® regie 

1 

4 

8 

5 

3 

9 

2 

7 

6 

par la 1” regie 

1 

7 

5 

2 

4 

9 

8 

3 

6 

par la 2^® regie 

1 

5 

8 

3 

2 

7 

9 

6 

4 

par la 1” regie 

1 

5 

4 

9 

2 

8 

6 , 

3 

7 

par la 2'^* regie 

1 

7 

9 

5 

4 

8 

2 

6 

3 


La premibre directrice adoptde comme renversible nous a done amend cinq 
autres directrices nouvelles; d’od Ton voit qu’il y a aussi des formules non 
renversibles qui se trouvent dans une etroite liaison avec les renversibles et 
qui ne se rencontrent point dans les douzaines prdeedentes. 

46. En examinant la premibre des directrices rapportees, nous verrons 
qu elle peut nous fournir une autre demie douzaine de formules tout k fait 
nouvelles. Car cette directrice de I’ordre preeddent 
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185937624 
nous donne par la S'”® regie celle-ci 

146293875 

qui, dtant renversible, nous donnera les directrices suivantes. 

La directrice renversible 146293875 

foumit par la 2^® regie 187364925 

par la 1” regie 184695327 

par la 2""® regie 149862573 

par la 1” regie 16927 5 843 

par la 2^* regie 1643829 5 7 

on nous avons continu4 les operations, comme auparavant, jusqu’k la repro- 
duction d’une directrice renversible. 

47. De la m4me manibre, en appliquant la troisifeme regie k. la premifere 
directrice de I’ordre pr4c4dent, on obtient la formule renversible suivante 

15762439 8, 

de laquelle se d4duisent, par I’application alternative de la seconde et 
premibre regie, les directrices suivantes. 

Directrice renversible 1 5 7 624398 

2^* regie 176843592 
r® regie 196573248 
2^® regie 137984652 
1” regie 192687354 
2^® regie 132879546 

48. Si nous voulions rdlterer ces operations, en appliquant de nouveau 
la troisibme regie k la premibre directrice de ce nouvel ordre, nous revien- 
drions k la premibre demie douzaine et ensuite aux autres, de sorte que 
cette source de directrices paroit avoir 4t4 bpuisbe par les trois regies em- 
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ployees. A.yant done trouTe jusqu’ici trois classes de 12 et trois autres de 6 
directrices, nons en avons en tout 54, et avec les trois premitres procedantes 
en progressions arithmetiqnes, 57 differentes formules directrices dont chacune 
pent foumir uq qnarre complet; et en les melant ensemble, comme on pent 
faire de la maniere enseignee ci-dessus (§ 35 et 36), on comprend aisement 
que le nombre de tontes les solutions possibles doit de^enir incomparablement 
plus grand. 

49. II s’en faut meme beaucoup que les 57 formules que nous venons 
de trouver renferment toutes les directrices possibles ; attendu qu’en employant 
la premiere mtthode directe, que j’ai exposee ci-dessus (§ 8, 9, 10), on peut 
trouver facilement les 8 suivantes qui ne sont comprises dans aucun des 
ordres rapportes: 

135829647 
135984276 
13682497 5 
136842957 
1 3 6948257 

136298475 
136974258 
137629548 

d’ou Ton peut conclure que le nombre de toutes les directrices sera au moins 
quatre fois plus grand. 

DES QTTARRES MAGIQDES IMPAIRS 
DONT LES DIAGONALES ET LEURS PARALLELES 
SONT AUSSI DOUEES DES CONDITIONS PRESCRITES 

50. Soit n un nombre impair quelconque et d la difference des termes 
d’une formule directrice qui precede en progression arithmetique 

1, 1-fd, l-f2d, l + Sd etc. 

et dont les termes, en retranchant le nombre w de tons ceux qui surpassent 
ce nombre, doivent produire toutes les differentes valeurs depuis 1 jusqu’k n, 
aprbs Tavoir continude - jusqu’au terme l-\-{n — l)d. 
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Cela pose, il est clair que la difference d doit 6tre un nombre premier k. n 
et que par consequent, lorsque n est un nombre premier, on pourra dormer k d 
toutes les valeurs au dessous de n] au lien que, si a rm facteur il faudra 
exclure toutes les progressions dont la difference d, est p, 2p, Sjj, ip etc. 
Cette condition essentielle n’est pas m^me suffisante pour donner k cette pro- 
gression la propriety des directrices; car puisque k Tindice ^ = 1 -f- il repond 
le terme x — 1 Id, il faut, comme nous avons fait voir autre part (§ 26), 
que la formule x — 1 = X{d — 1) produise aussi tous les nombres differens, 
De Ik, il est Evident que le nombre d — 1 doit fetre premier k w; que partant, 
il faut toujours exclure la valeur d = 1, et les valeurs d =p -\-l, (£ = 2jj -j- 1, 
d = 3|> -f- 1 etc. toutes les fois que n renferme un facteur p. 

51. Maintenant, il n’est pas difficile de determiner en general, pour cha- 
que nombre n, le nombre des valeurs que la difference d peut recevoir. Car, 
si n est un nombre premier, le nombre des valeurs de d, qu’on prend tou- 
jours plus petites que n, sera n — 2, et le nombre des formules en progres- 
sion, qui auront lieu, sera aussi de w — 2. Si est un produit de deux 
facteurs diff4rens entre eux, comme n=pq, le nombre de toutes les valeurs 
de d sera 

(i?-2)(2 — 2). 

Et en gendral, si n est un produit de plusieurs facteurs differens, ^g-rsetc., 
les valeurs de d seront au nombre de 

(jp — 2) (g' — 2) (r — 2) (s — 2) etc. 

Mais lorsque n a deux ou plusieurs facteurs dgaux entre eux, la forme de 
I’expression pour le nombre des valeurs de d en sera un peu differente. Car 
si n =p“qi^r^s^ etc., le nombre des valeurs qu’on peut donner k d sera 

jjo-i gfi-i^y-igis -1 — 2) (g — 2) (r — 2) (s — 2) etc. 

52. Apr^s ces rMexions, il sera aise de construire en general un quarre 
magique tel que non seulement les bandes borizontales et verticales, mais 
m6me les deux diagonales et toutes leurs paralleles (cbacune complett^e par 
sa correspondante de I’autre c6t4 [§ 23]) renferment des termes differens entre 
eux. Pour cet effet, je dois d’abord remarquer que, quelle que soit la forme 
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d’vm tel quarre represente par les lettres latines et grecques, comme nous 
faisions an commencement, on pourra toujonrs le reduire a des nombres, et 
ensorte que la premiere colonne verticale contienne tons les termes dans leur 
ordre natnrel, comme nons avons suppose jusqu’ici; et tout reviendra a voir 
de quelle maniere on doit transposer les autres bandes verticales des qnarres 
complets, pour que la propriety requise s’etende aux diagonales et k toutes 
leurs paralleles. 

53. Puisque nous ne eonsiderons ici que les formules directrices qui vout 
en progression arithmetique, on voit bien que, dans les bandes horizontales, 
tant les nombres latins que les grecs ou exposans marcheront aussi en pro- 
gression aritbmdtique, et qu’en mettant d pour la difference de celle des 
nombres latins et d pour celle de la progression des nombres grecs, la pre- 
miere bande horizontale sera 

P (l + 2dy+’‘^ etc. 

Ou done, puisque pour les bandes suivantes on n’a qu’k aj outer I’unite aux 
nombres tant latins que grecs, le quarre eomplet aura la forme suivante: 



(1-f 

(1 + 2dy*'^^ 

(1 -p 35!)^+*-^ 

etc. 

2^ 

{2 + dy+^ 

(2 -f 

(2 -P 

etc. 

3’ 

(3 -f- df*^ 

(3 -p 2d)’+*‘^ 

(3 -p 3^)*+’“' 

etc. 

4* 


(4 -P 2d)‘+"‘^ 
etc. 

(4 -p 

etc. 


54. Maintenant, puisque les nombres latins de chaque bande horizontale 
doivent renfermer tons les nombres possibles, il s’en suit que la difference d 
doit etre prise comme nous avons montre ci-dessus, e’est a dire en sorte que 
ni d ni d — 1 n’ait aucun diviseur commun avec le nombre n; et cette 
meme condition s’etend aussi a la difference de la progression des exposans d 
et requiert que tant d que d — 1 soit premier au nombre n. Ensuite , il 
est evident que les deux differences d et d doivent 6tre inegales entre elles, 
car si elles etoient egales, tons les termes se trouveroient dejh dans la pre- 
mi'ere verticale; et cette seconde condition suffit quand le nombre n est pre- 
mier; mais s’il n’est pas premier, il faut outre cela que le nombre d — 6' 
soit premier a n. 
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55. Ces trois conditions remplies, on aura satisfait h, la premiere des 
conditions principales pr^scrites ponr la construction des quarres k diagonales 
et paralleles differentes, c’est k dire qu’on obtiendra un quarr^ dont les ban- 
des borizontales et verticales contiennent to us les nombres difiFerens, tel que 
nous en avons construit dans la 1” partie de cette section. 11 ne reste done 
qu’k voir de quelle manibre on pourra remplir I’autre condition, des diago- 
nales et de leurs paralleles. 


56. Considerons pour cet effet la premibre diagonals, qui descend de la 
gauclie h. la droite; et puisque les nombres latins qui la composent ferment 
cette progression 

1, 2 + d, 3+ 2d, 4-1- 3d, 5 -f- 4d, 6-|-6d etc. 

dont la difference est d 1, on voit que cette diagonale renfermera tons les 
nombres diffbrens toutes les fois que d -f 1 est un nombre premier h n; et 
puisque toutes les paralleles de cette diagonale croissent par la meme diffe- 
rence d -{- 1, la propribte requise s’btendra aussi aux paralleles. 11 en est de 
mbme des nombres grecs on exposans, qui recevront aussi toutes les valeurs 
possibles, pourvu que la difference de leurs progressions, (S' -j- 1, soit premibre 
an nombre n. 


.57. Considbrons aussi la seconds diagonale, qui monte de gauche k droite; 
et nous verrons d’abord que les nombres latins et les grecs tant de cette 
diagonale que de ses paralleles ferment des progressions arithmbtiques dont 
la difference des uns est d — 1 et des autres — 1. Pourvu done que tant 
d — 1 que d — 1 soyent des nombres premiers k n, tons les termes qui se 
trouveront dans cette diagonale et dans toutes ces paralleles seront aussi 
diffbrens entre eux. D’ailleurs, cette dernibre condition est dbjk comprise dans 
la nature des directrices. 

58. Voila done toutes les conditions qu’exige la construction des quarrbs 
qui sont I’objet de cette 2““ partie. Elies se rbduisent aux trois suivantes: 
1®) que les nombres d, d -j- 1 et d — 1 soyent premiers an nombre n; 2®) que 
les nombres d, d 1 et d — 1 soyent aussi premiers au nombre n et 3®) que 
le nombre d — d n’ait de mbme aucun diviseur commun avec n. 
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59. Supposons done que p soit un diviseur ou facteur quelcouque du 
norabre n; et il faudra exclure des valeurs de d celles-ci: 

d — Xp, d=Xp-{-l, d == Xp — 1 , 

et des valeurs de la lettre d les suivantes: 

d = Xp, d = Xp — 1, 8=‘Xp-\-\. 

Soit jp = 3; et il faudra exclure des valeurs de d et de <5“ tous les nombres 
possibles; d’oii Ton voit que, dans tous les cas ob le nombre n est divisible 
par 3 , il sera impossible de construire un quarre dont les diagonales et les 
paralleles satisfassent aux conditions requises. 

60. Or, quand le nombre n est premier, le nombre de toutes les valeurs 
differentes qu’on pent donner aux differences d et d sera 

= n — 3. 

Ensuite, si n est un produit de deux nombres premiers inegaux entre eux, 
eomme n=pq, le nombre des valeurs de d et d sera 

(j>-8)(s-3). 

Et en general, sin=p‘‘g‘^r'^ etc., le mbme nombre sera exprim4 par cette formule 

etc. {p — B){q — 3)(r — 3) etc. 

61. Aprbs ces remarques generates, developpons quelques cas particuliers, 

et puisque nous venous d’ exclure des valeurs de n les multiples de 3, prenons 
n’=-5, d’ob les valeurs convenables pour d et d seront 2 et 3, dont Tune 
pourra btre prise pour d et I’autre pour d. Soit done d = 2 et d = 3; et le 
quarre qui en resulte aura cette forme 

3* 5* 2 ' 4 ' 

22 45 qs 31 54 

3’ 2* 4 " 

4* 3= 5® 2' 

55 2 > 41 32 
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et il est evident qu’en changeant les valeurs de d et de d, c’est h dire en 
mettant <? = 3 et S = 2, on pourroit former un. autre quarre; mais il ne vaut 
pas la peine de le distinguer de celui-ei. 


62. Soit « == 7 ; et les valeurs convenables de c? et seront 2, 3, 4, 5, 
qui, renfermant deux inegales entre elles, donnent six combinaisons differentes, 
savoir 

d = 2 et d = 3, d == 3 et d = 4, 

ci = 2 et d = 4, d = 3 et d = 6, 

= 2 et d = 5, d = 4 et d = 5, 


et les quarres qui en resultent sont les suivans: 


I. Si d==2 

1' 3' 5’ 7* 

2® 4' 6' 1* 

38 56 72 2® 

4k* &’ 1* 3® 

56 rji 2^ 47 

6® 1® 3® 5' 

77 2« 4® 6® 

U. Si d==2 

V 3® 5* 7® 
2® 4® 6® V 

38 57 74 2' 

A* 6' 1® 3® 
5® 7® 2® 4* 
6® 1* 3' 5* 
77 2* 4‘ 6® 


et d = 3 

2® 4® 6® i 

37 53 76 I 

4' 6* r I 

52 75 2* 

6® 1® 3® 

74 2’ 4* 

1® 3^ 5* ! 

I 

et d = 4 I 
2® 4^ 6* 

34 51 75 i 

45 32 je ; 

5® 7® 2" i 

6’ 3' I 

71 2® 4® 

1® 3® 5® 


IV. Si d = 3 et d = 4 

4® 7® 3® 6® 2’ 5* 

2* 5® 1® 4’ 7^ 3^ 6® 

3* 6’ 2* 5' 1® 4® 7® 

44 71 35 g2 2® 5® 1' 

5® 1® 4® 7® 3' 6^ 2* 

6® 2® 5’ 1* 4^^ 7® 3® 

T’ 3^ 6^ 2® 5® 1® 4® 

Y. Si d = 3 et d = 5 

4“ 7* 3® 6' 2® 5* 

2® 5’ 1® 4® 7® 3* 6^ 

3® 6® 2® 5* 1® ' 4’ 7® 

4" 7® 3’ 6® 2® 5^ 1® 

5^ 1® 4^ 7® 3^ 6^ 2^ 

6® 2* 5® 1’ 4® 7® 3® 

77 38 08 2* 5® 4® 
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m. Si (i = 2 et <J = 5 

3 ® 5 ^ 7 ^ 2 ^ 4 ^ 6 ^ 

2» 4’ 6* i» 31 56 7* 

3 ® 5 " 7 ® 2 ^ 4 ® 6 ' 1 ® 

4* 6* 1’ 3® 5* T 2® 

55 -js 2 ^ 4 ® 6 * 1 * 3 ’ 

6® 1* 3® 6' T 2* 4' 

V 2® 4* 6' 1® 3' 5® 


VI. Si <? == 4 et (J = 5 

11 5 ® 2® 6® 3^ 7® 4“ 

2® 6’ 3® 7® 4^ 1® 5* 

3 , 71 46 44 5 * 2 ’ 6 ® 

4* 1® 5® 2® 6® 3® 7® 

5® 2® & 3® 7* 4’ 

06 34 7» 47 46 5s 2® 

7’ 4® 1® 5^ 2® 6* 3® 


63. La nature de ces quarres nous procure encore cet avantage, qu’on 
pent commencer I’inscription de ses termes par qnelque case du quarr6 qu’on 
Tondra. Pour montrer la multiplicite des fonnes qui en nait, prennons le 
prenaier des six qnarrds que nous venons de construire et remplissons-en. les 
cases de la manifere suivante: 


4^ 

6* 

1® 

3® 

5® 

7® 

2® 

5^ 

T 

2® 

4’ 

6® 

1® 

3® 

6® 

1® 

3® 

5" 

7® 

2® 

4® 

7® 

2® 

4® 

6® 

1® 

3* 

5® 

1* 

3’ 

5* 

7® 

2® 

4® 

6® 

2® 

4> 

6* 

1® 

3® 

5® 

7® 

3® 

5® 

7® 

2® 

4® 

6® 

1® 


n’ft qnarrds magiques ordinaires, on 

na quli mettee au hea 6es aombiea lalins cea valems 

0, 7, 14, 21, 28, 35, 42 
et an heu d^ nombres grecs les suiTantes 

I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 
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dans nn ordre quelconque, et a mettre en suite a. la place de chaque terme 
du quarre precedent la somme des deux nonabres latius et grecs transformes 
de cette manifere. Ainsi, dans le quarre complet que nous v'enons de trouver, 
mettons 


au lieu des nombres latins 
les valeurs suivantes 
et au lieu des nombres grecs 
substituons celles-ci 


1 2 3 4 5 6 7 

14 42 0 35 21 7 28 

1 2 3 4 5 6 7 

5 4 1 7 2 3 6 


et nous obtiendrons le quarre magique ordinaire suivant: 


41 

1 

8 . 

17 

4 

23 

33 

49 

26 

35 

48 

36 

10 

18 

•2 

11 

16 

5 

28 

34 

43 

38 

29 

45 

39 

9 

.. ...* 

19 

7 

27 

21 

6 

22 

1 

31 



46 

37 

12 

44 

40 

14 

20 

i ! 

i 1 

.. 

24 

32 

3 

25 

30 

47 

42 

: 13 

1 

15 

i 


Dans ce quarre, non seulement toutes les bandes horizontales et verticales, 
mais aussi toutes les diagonales et leurs paralleles correspondantes et com- 
plettees, comme par exemple 

8 26 38 7 46 20 30, 

produiront la mfeme somme, savoir 175. 


65. Pour donner encore une idee des cas oil le nombre n n’est pas pre- 
mier, mais indivisible par 3, considerons celui de 


« == 35 = 5 • 7, 
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dans lequel le nombre de tontes les Talenrs qu’on pent dormer aux lettres 
d et d sera 8. Car pnisque id, en naettant n=pq, il y ap = 5 et q — 1, 
la formule qui exprime le nombre des valeurs est 

(P-3)(2-3) ==2.4 = 8, 

c’est ce qni est trfes bien d’accord; car les xaleurs qne peuvent recevoir les 
lettres d et d sont reellement les 8 suivantes 

2, 3, 12, 17, 18, 23, 32, 33. 

Ensuite, en exclnant les nombres de d et d dont la difference d — d est 
divisible par 5 on par 7, les combinaisons admissibles seront 


d = 

= 2 

et 

d= 

= 3, 


12 

et 

d= 

23, 


= 2 

et 

d= 

= 18, 

d — 

17 

et 

d= 

18, 


= 2 

et 

d = 

= 33, 

d== 

17 

et 

d= 

23, 

d = 

= 3 

et 

d = 

= 12, 

d = 

17 

et 

d= 

33, 

d = 

= 3 

et 

d = 

= 32, 

d = 

23 

et 

d= 

32, 

d = 

= 12 

et 

d = 

= 18, 

d = 

:32 

et 

d= 

33, 


d’oii Ton pourroit former donze qnarres diflferens de 1225 cases dans lesquels 
tontes les conditions prescrites seroient remplies; mais on nous dispensera 
volontiers de la construction actueUe mfeme d’un seul d’entre eux. 


Fin de la Section premiere. 
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SECTION SEOONDE 

DBS QUAREES LATINS A DOUBLE MAEOHE 



DE LA POEME 

GENEEALE 

1 

2 

3 

4 

5 6... 

. . . n — 1 

2 

1 

4 

3 

6 5... 

... n n 

3 

4 

5 

6 

... n—1 

n 1 

4 

3 

6 

5 

... n 

n — l 2 

5 

6 



. . n 1 

2 3 


etc. 


66. Nous avons remarq^ue ci-dessus, dans la section precedente, en 
dtablissant les classes des quarrds r^guliers, que cette espece exclud entifere- 
ment les nombres n impairs; et nous verrons dans la suite que les valeurs 
de n doivent non seulement etre pairs, ruais menie pairement pairs, ou que 
le nombre des cases du quarrd h double marche doit Stre divisible par le 
quarrd de 4. Mais avant que de venir h la demonstration de cette vdrite, 
il faudra determiner en gendral la relation qui se tirouve entre les differens 
nombres du quarre et leur position. Pour cet effet, j’observe d’abord que, 
parce que les termes de la premibre bande horizontale sont en meme temps 
les indices des colonnes verticales qui leur repondent, aussi bien que ceux de 
la premiere bande verticale le sont des horizontales, cbaque case du quarre 
sera determinde par deux indices. Tun vertical et I’autre horizontal. Soit 
done en gdndral t' I’indice vertical d’un terme quelconque x, et u son indice 
horizontal, et il s’agira de trouver la relation entre les trois lettres f, w et x. 
Pour cet effet, il faut distinguer soigneusement le cas oh Tun ou 1’ autre des 
deux nombres t qI u est [imjpair de celui oh tous les deux sont pairs; et 
on verra d’abord que le premier cas foumit 


et I’autre 


x = t -\-u — 1, 
35 = < + « — 3, 


Lkohh\rdi Etoebi Opera omnia I? Commentationes algetxaicae 


12 
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ce qui fait voir en mSme temps que les deux indices t Qi u peuvent etre 
echanges entre eux, sans que le terme x change de valeur, puisqu’il ne de- 
pend que de la somme de ces deux lettres. Apres cette observation, nous 
pourrons proposer notre theoreme mentionne, enonce de la manibre suivante: 

Tous les qmrres a double marche ne samoient fournir aucune formule di- 
redrice, d moim que le nombre des termes horizontaux ou verticaux ne soit divi- 
sible par 4. 

\ 

67. Pour demontrer ce theoreme, soit la serie 

abode etc. 

une formule directrice quelconque pour I’exposant indetermine a; soit 

a, /3, y, d, s etc. 

la serie des indices horizontaux indiques par la lettre u^), celle des indices 
verticaux marques par qui marchent toujours suivant la serie des nombres 
naturels, etant 

1, 2, 3, 4 etc.; 

et 0. faudra, en vertu de la nature des directrices, exposee dans la section 
prdc^dente, que Tune et I’antre de ces deux series xenferme tous les nombres 
differens depuis 1 jusqu’h n. Ayant done les deux indices, Tun vertical t et 
I’autre horizontal u, nous pourrons en ddduire facHement par les regies pre- 
ebdentes la valeur de chaque terme de notre directrice. 


68. D'abord il est clair que pour le premier terme on aura toujours 
«■ = «. Pour le -second terme, h, il j Si. t = '2 et « = /?; d’ou, en^ distinguant 
les deux cas de la valeur de /?, qui peut etre paire -ou impaire, oh aura 
pour -le dernier 6 = /3-t-l, pour I’autre 6=/3 — 1. Pour le troisibme terme, 
c, a cause de ^ = 3 impair et it = y, il y aura toujours c = y -f 2. Pour le 
quatrieme terme, d, oh ^ = 4 est pair et u — d, il'faut distinguer encore les 
deux cas de la valeur de d; si elle est impaire, il y aura ^ = d + 3, et si 


1) Dans Tedition originale, par suite d’tme erreur, les lettres t et u sent permutdes iei. 
Nous avons retatli la correspondance ayec les notations subsequentes. L. G. D. 
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elle est paire, = 6^ ainsi des autres. On aura done pour la for- 

mule directrice 

a h c d e f g etc. 


d’un quarr^ dont les indices horizonfcaux sont 


et les verticaux 
les tenues suivans: 


«, y, e, 'Q t] etc. 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 etc. 


a 


a 



(/? 

impair) 

1/3-1 

(/? 

pair) 

y-1-2 



1 d -f- 3 


impair) 

U+1 


pair) 

e + 4 



jC+5 


impair) 

1^+3 

it 

pair) 

r] + 6 



-f- 7 


impair) 

id + 5 


pair) 


etc. 


69. Nous voyons done que la determination des lettres a, h, c, d etc. 
par' les indices a, /?, y, d etc. seroit tout k fait reguli^re, si des lettres al- 
temes, /S, S, ^ etc., aucune n’dtoit paire, et que nous aurions alors 

o=-a, 6 = c = y4-2, d = d4-3, e = e-4-4, /“S+S ©tc., 

le nombre de ces termes etant toujours =«. Supposons, pour un instant 
que toutes ces lettres altemantes soyent impaires. Soit la somme de la 
serie des indices horizontaux 

(X -I- 3 -j~ y ^ ”1“ ® etc. =“ S 

42 * 
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et celle des termes de la directrice 

0 / — 1“ h c “I” d "f" 6 6'tc. = S] 

et en ajoutant tons ces termes, nous aurons cette equation 

-[-2-)- 3 = — 1). 

Or, puisque Tune et I’autre de nos deux series doit comprendre tous les 
nombres differens depnis 1 jnsqu’k n, il s’en suit que les deux sommes S et 
S doivent etre egales entre elles, on bien leur difference doit etre un mul- 
tiple du nombre n, qui soit In, d’oti Ton tire 

8=S-{-Xn 

et partant, il fandra etre dans ce cas-ci 

— - 1) == Xn. 

Mais nous avons dejk dit plus hant que les quarres k double marche ex- 
clnent entibrement les Talenrs impaires de «; d’ou, en supposant n pair 
= 2ft, ft etant un nombre entier quelconque, nous aurons 

ft(2ft — l) = 2Aft 

on bien A = ft — y on ft = A-fY, ce qui est impossible. 

70. Mais cette conclusion tire son origine de la supposition que toutes 
les lettres alternantes S, 6 etc. sent impaires, et ce n’est que pour ce 
cas-ci que les directrices deviennent entibrement impossibles, quelque valeur 
qu’on donne a n. Pour que le quarrb k double marcbe ait des directrices, 
il est done absolument necessaire que parmi^les lettres S, 6 etc. il 
se trouve des paires; et pour voir ce qui en resultera, nous supposerons 
d’abord qu’il n’y ait qu’une seule, ce qui diminuera la somme de la serie 
des indices borizontaux de 2, et nous aurons 

(« — 1) — 2 = 

l) L’4dition originale porte id, par erreur, n(2M— 1) — 2 = et quatre lignes plus bas 

n au lieu de k. L. G. D. , 
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on bien, ea mettant n = 2Tc, il fandra 6tre 

k(2k — l) — 2=^2?LJc, 

d’oti il est evident que k doit fetre un nombre pair. Soit done k = 2m et 
partant n = 4m; et notre Equation deviendra 


on bien 


m(4m — 1) — 1 = 2Am 
1 == m[4m — 1) — 2 Am = m(4m — 2A — 1). 


Or, puisque cette Equation ne sauxoit avoir lieu k, moius que m = 1 et 
A==l, il est clair que ce cas ne pent subsister que lorsque w = 4. 


71. Supposons en g^n^ral que parmi les nombres alternes /3, d, ^ ete. 
il se trouve n pairs; et puisque le nombre de toutes ces lettres est 
— n, il est clair que n ne sauroit surpasser yW. Ensuite, puisque chaque 
valeur paire de ces lettres produit dans la somme yw(« — 1) une diminution 
de deux unites, ndtre equation sera 

yW(» 1) — 271 === A« 

ou bien, en prennant n = 2k, nous aurons celle-ci 

/c(2^' — l)--2jr = 2Afc, 

qui ne sauroit avoir lieu que lorsque k est un nombre pair, ==2m, et par- 
tant w = 4m. Alors, notre Equation sera 

m(4m — 1) — 7T == 2 Am, 

de laquelle on tire les nombres des lettres alternantes qui sont paires, savoir 

71 = m (4m — 2 A — 1), 

e’est k dire egal k un produit de deux facteurs, Tun m et I’autre 4m — 2A — 1. 
Or, puisque ti ne sauroit surpasser ~n = 2m et que le coefficient de m, 
4 m — 2A — 1, est un nombre impair, il faut absolument qu’il soit 

4m — 2A — 1 = 1, 


d’ok Ton tire 


A = 2m — 1 et 7i = m. 
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II faut doDC q^ue la moitie des lettres d, X>i ^ etc. soit paire et que le 
nombre n soit divisible par 4; par consequent, les nombres impairenaent 
pairs, 2, 6, 10, 14 etc., seront entierement exclus de cette section, attendu 
qu’ils ne sauroient jamais fournir des directrices, ce qui est ce qu’il faloit 
demontrer. 

72. Par cette raison, nous etablirons par toute cette section que le 
nombre n soit divisible par 4, en mettant » = 4»*, et dans tons ces cas, la 
demonstration precedents nous fait voir la possibiUte des directrices. Consi- 
derons done principalement les directrices qui repondent au premier exposant, 
1, et qui, k. cause de a — 1, auront en general cette forme 

1 h c d e f g etc., 

a laquelle repond cette serie des indices horizontaux 

1, /3, Y’ ^ 

la serie des indices verticaux etant celle des nombres naturels 

1, 2, 3, 4, 5, 6 etc. 

Cela pose, nous avons vu que, si t marque I’indice vertical et u le horizon- 
tal, on aura le terme de la directrice 


3/ = t -|- W — 1 , 

excepte le seul cas oii les nombres t Qt u sont pairs, pour lequel on aura 

r = < -f w — 3; 

de sorts que, dans Tun et I’autre cas, x est un nombre impair. 


73. Nous avons demontrd que, pour le nombre n = Am, le cas oh t et 
u sont pairs doit toujours se rencontrer m fois; d’ou il s’en suit qu’il j a aussi 
m cas ou aux nombres pairs de i repondent des valeurs impaires pour wj et 
pax. la meme raison, pour le cas de t impair on aura pour u m nombres 
pairs et autant d’impairs. Eclaircissons cela par I’exemple suivant oh w = 2 
et »== 8: 
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Indices verticaux ^ = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. 

Indices horizontaux # = 1, 6, 2, 5, 7, 4, 8, 3 . 

Ici, aux indices pairs t = 2 et 6 repondent les indices pairs m = 6 et 4. Anx 
indices pairs « = 2 et 8 rdpondent les indices impairs ^ = 3 et 7. Ensuite, 

les indices impairs u = l et 7 rdpondent aux indices impairs t = l et 5, et 

les indices impairs « == 3 et 6 aux pairs ^ = 8 et 4. Or, de ces deux series 

on pourra former, par les formnles x = t u — 1 et x = u — 3, la di- 

reetrice suivante 

1 5 4 8 3 7 6 2, 
oil tous les termes sont differens. 


74. II est aussi facile d’examiner chaque formule proposee, si elle est 
directrice ou non. Car, ayant les nombres x et les indices horizontaux t, on 
n’a qu’k chercher les indices «, moyennant I’une on Tautre des formnles 
donnees pour x, dont la dernibre, x^t -{■ u — 3 on % = x — i-i-3, ria lieu 
que lorsque t est pair et x impair; et qnand tons les nombres trourds de 
cette faQon pour u sont indganx entre eux, la formule proposee sera toujours 
une vraye directrice. Yoici qnelqnes exemples: 


I. 

Indices 

i = l 

2 

3 

4 










Formule 

X = 1 

3 

4 

2 










Indices 

M = 1 

4 

2 

3 









11 . 

Indices 

t = 1 

2 

3 

4 

5 

6 7 

8 







Formule 

X = 1 

3 

5 

7 

4 

2 8 

6 







Indices 

u — \ 

4 

3 

6 

8 

5 2 

7 






III. 

Indices 

i = 1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 


Formule 

a; = 1 

4 

6 

8 

10 

12 

2 

3 

5 

7 

9 

11 


Indices 

w — 1 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

10 

9 

12 

11 

2 


on Ton voit que les sdries u comprennent toutes les valenrs diffdrentes, de 
sorte que les formnles proposdes pour x sont vMtablement directrices. 
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75. En considerant avee attention les deux derniers exemples, on verra 
qu’il est facile d’examiner en general les directrices pour tons les nombres 
divisibles par 4. On n’a qn’a les partager pour cet effet en deux parties ega- 
les, dont chacnne coutienne 2w tenues, et on verra, par les regies prescrites, 
si les series qu’ou trouve pour u renfenneut toutes les valeurs differeutes. 
Void Texemple de deux directrices geudrales pour tous les nombres n — Am: 


Premiere directrice. 


Premibre moitie 


i = l 

2 

3 

4 

5 

6 

a; = 1 

4 

6 

8 

10 

12 

u — 1 

3 

4 

5 

6 

7 


2m 

Am 

2m 


( t = 2m 4-1 2 m -f 2 2m 3 2m -{-A ... 4m 

Seconde moitie I ^ „ , , 

U = 2 3 5 7 ... Am — 1 

V/ = 2m 4“ 2 2m 4~ 4 2m 4“ 6 2m 4- 6 . . . 2 

ob. Ton s’assurera aisemeut que, dans les deux moities trouvbes pour u, tous 
les nombres differens paroissent rdellement. 


Seconde directrice. 


Premiere moitie 


|^ = 1 2345 6... 2m 

la: = 1 3 6 7 9 11 ... 4m — 1 

«==1 4 3 6 5 8 ... 2m 4- 2 


Seconde moitie 


I i = 2m 4- 1 
la; = 4 


2m 4- 2 
2 


2m + 3 2m 4* 4 
8 6 


4m 

Am — 2 


« = 2m4-4 2m +1 2m 4- 6 2m 4- 3 ... 4m — 1 


Dans la demibre moitie, le terme pennltibme de u est 4m 4- 2 on bien 2, 
d’oti Ton voit que dans les valeurs de u il se trouve tous les diffbrens 
nombres depuis 1 jusqu’k 4m. 


<6. Or, ayant trouvb uue seule formule directrice, on en pourra tirer 
plusienres autres, par des regies semblables k celles dont nous nous sommes 
servi dans la section precbdente. Pour mettre cela dans tout son jour, nous 
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aliens consid^rer une directrice quelconque 

1 a h c d e f etc., 

dont le terme qui repond k I’indice t soit = co, et nous avons yu qne, pren- 
nant u pour I’indice horizontal, il fant distinguer deux cas; Tun ou t est pair 
et X impair, qui donne m = 3 -|- x — t; et I’autre u = l x — t, qui comprend 
toutes les autres valeurs. Pour plus de commodity, on peut representer Tun 
et I’autre de ces deux cas par cette formule amhigue 


u = X — t “I" 2 — 1, 

oh le signe supdrieur a lieu quand x est impair et t pair; dans tons les 
autres cas il faudra se servir du signe inferieur. 

77. Maintenant, comme la nature de toutes les formules directrices ren- 
ferme les deux propri^tes suivantes: 

1®) que, pendant que la lettre t varie par toutes les valeurs depuis 1 
jusqu’h n = Am, la lettre x doit aussi recevoir toutes ces valeurs differentes; 

2®) que, pendant que Ton fait varier les deux lettres ^ et x par toutes 
les valeurs, aussi la formule = x — ^ + 2 + 1 recevra toutes les valeurs 
possibles. 11 en d^coule naturellement cette troisibme propri^td, que, pendant 
que les lettres x et # varient depuis 1 jusqu’k n, la formule t — x + 2 + 1 
fournira de mSme toutes les differentes valeurs, pourvu qu’on prenne bien 
garde h I’ambiguitd des signes, dont le sup4rieur n’a lieu que lorsque le 
nombre t est impair et x pair; surtout puisque ces deux lettres sont si 
4troitement li^es entre elles que, pendant que Tune varie par toutes les va- 
leurs, aussi I’autre prend les m^mes variations et qu’on peut les changer 
entre elles, au moins h cet 6gard. 


78. Yoyons h present de quelle manifere on peut ddduire la nouvelle 
directrice de celle que nous avons supposes connhe. Soit pour cet eflfet 

1 A B G D eto. 

une telle directrice, dont le terme qui repond k I’indice T soit X; et il 
faudra que, pendant que T varie par toutes les valeurs, aussi X subisse les 

LfioisHAiiDi Eultoi Opera omnia 1 7 Commentationes algebraicae 
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memes variations, de meme que X — T+24:l et T + pouivu 

qurin observe les regies prescrites a I’egard de I’ambiguite des sigaes. Or, 
ayant remarque d’autre part qne les deux lettres t ei u peuvent ebre 
eetangees entre elles, il s’eu suit qu’on trouvera une nouvelle directrice eu 
rapportaut le meme terme oo a I’indice u = x — ^4-2 + lj c’est a dire en 
prennaat 

X=x — t + -2 + 1 et X = x. 

Ainsi, ayant pour le cas n — 8 cette formule directrice 

1 3 5 8 2 4 6 7, 


a laquelle repoadent pour u 

1 4 3 5 6 7 8 2, 

on en deduira une nouvelle directrice en mettant le second terme, 3, A la 
quatrifeme place, assignee par le nombre u souscrit; le troisibme terme, 5, ii 
la place troisieme, et ainsi des autres, ce qui fournit la nouvelle directrice 

1 7 5 3 8 2 4 6. 


79. Ensuite, on trouvera aussi toujours une nouvelle directrice en climi- 
geant entre elles les lettres ^ et a; et prennant 

T=x et X = 

de cette fa^on, la premiere propriety est ddjk remplie par elle-m§me; et 1’ autre, 
qui regarde la formule X — T -4-2 + 1, sera aussi parfaitement remplie; car 
cette formule, etant a present i — a; + 2 + 1, passera par toutes les valeurs, 
ponrvu qo on observe que le signe superieur n’a lieu que lorsque t est pair 
et X impair. On voit bien que cette regie convient avec la premiere de 
celles que nous avons donnees dans le § 27 de la section precedente et que. 
nous avions caracteris4e par le terme de renversement', de manibre qu’on peut 
toujours employer la meme regie sans aucune altbration dans cette section. 
La formule directrice de I’exemple precedent, savoir 

1 3 5 8 2 4 6 7, 

foumira done par le renversement celle-ci 

1 5 2 6 3 7 8 4. 
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80. Une autre regie se d4duit du premier cas en prennaut 
T=t et X=t — ir + 24;;l, 

puisqu’il en r4sulte t/'=Z— T4-2 + 1, on rarabiguite des sigues esf] 
contraire de la precedente, cle sorte' qu’en substituant au lieu de T et i 
leurs valeurs, on obtient 

U= — a? -h d, 

formule qui, sans ambiguite, recevra toutes les -vandations possibles, pendar 
que t et partant aussi x passent par toutes les valeurs. Cette regie est atu 
logue k la seconde de la section precedents, on nous avions aussi 

T =t et X = t — 

qui a lieu ici dans tons les cas, except^s ceux ob t est impair et x pai 
qui nous obligent k nous servir de la valeur 

X^t — x^S. 


Soyent par exemple 

les ^==1 2 345 6 7 8 

lesjc = 1 3 58 2 46 7 

nous aurons pour 

X= 1 8 7 5 6 3 4 2 ^) 


81. Par le moyen de ces deux regies, on pent deduire de chaque d 
rectrice conntle plusieures autres et presque to uj ours douze nouvelles, comn 
il est arrive dans la section precedente (confer I’exeinple du § 42 et suivans 
pourvu toutefois qu’on employe la seconde regie avec la rectification ii 
diquee. 

Pour edaircir tout cela par un exemple, reprennons la directrice doi 
nous avons fait usage jusqu’ici, et en lui souscrivant sa renversee et appl 
quant ensuite altemativement la seconde et la premibre regie, on obtiendj 
en tout les douze nouvelles directrices suivantes, y compris la proposes. 


l) L'Mition originale poirte, par erreur, 1 8 7 5 6 3 2 4. L. G. D. 

•iS* 
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La directrice proposee 13582467 

foumit pax renversement 152637 84 


et ensuite^) 


par la 2^® regie | 

;1 

8 

7 

o 

6 

3 

4 


11 

[appliquee k I] 1 

[1 

6 

4 

7 

3 

8 

2 

6) 

par la 1'® regie i 

[1 

7 

5 

3 

8 

2 

4 


III 

[appliquee a I] 1 

11 

8 

6 

7 

4 

5 

3 

2] 

par la 2'^® regie j 

[1 

4 

7 

2 

8 

5 

6 


IV 

[appliquee a III] 1 

11 

t> 

o 

8 

6 

4 

2 

5 

7 1 

par la 1'® regie j 

(1 

1 

6 

2 

5 

7 

4 

8 

]l 

V 

[appliquee a II] 1 

il 

4 

8 

2 

6 

7 

3 


par la 2'^® regie 


5 

4 

8 

7 

3 

2 


VI 

[appliqude k V] ^ 

il 

7 

6 

3 

2 

8 

5 

4| 



ou nous avons continue ces operations jusqu’k la reproduction des derniferes 
directi'ices, qni s’est faite a la sixieme paire. 


<S2. Appliquons les memes operations a une directrice de 12 termes, en 
adoptant une formee de celles qui vont en progression arithm^tique, et la 
douzaine complette qu’on obtient par les deux regies sera: 


Proposee 1 1 3 5 7 9 11 4 2 8 6 12 10 i 

renversee il 8 2 7 3 10 4 9 5 12 6 1ll 

par la 2^® regie 1 1 12 11 10 9 8 6 7 4 5 2 3 1 

[appliquee a 1] 1 1 7 4 10 3 9 6 12 5 11 8 2 / 

par la 1“ regie 
[appliquee k I] 


1 1 12 5 3 9 7 2 11 6 4 10 8 i 

il 11 12 9 10 7 8 6 5 4 3 2) 


I 

II 

IE 


l) Dans Tedition originale, I'ordre de succession des formules directrices est interverti pour 
les groupes III et IV. La numerotation des couples de formules (cHffres remains) ne se trouve 
pas dans Tedition originale. 

La meme remarque concernaat I’ordre de succession s’applique aux formules directrices du 
§ 82 ainsi qu’a cliacune des quatre donzaines dn § 94. L. G. I). 
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par la 2^' regie | 1 3 11 2 9 12 8 10 6 7 4 5 1 

[appliquee k III] i 1 4 6 8 10 12 2 3 5 7 9 11 I 

par la 1” regie 1 1 7 8 2 9 3 10 4 11 5 12 6 1 

[appliquee k II] 1 1 4 2 11 12 9 10 7 5 8 3 6 I 

par la 2^' regie 1 1 8 10 3 9 4 12 5 11 6 2 7 1 

[appliquee k Y] 1 1 11 4 8 8 10 12 2 5 3 9 7 1 

dont la demifere paire se reproduit par la premifere regie. 


83. Or, chacune des directrices trouvees pour I’exposant 1 fournit, 
eomme nous avons fait voir ci-dessus, des directrices convenables pour tons 
les autres exposans, et mSme telles que pour toutes les colounes verticales 
elles prdsentent des termes differens. Oar il est clair, par la construction 
du quarre latin, qu’en augmentant de 2 les termes de la directrice pour I’ex- 
posant 1, on obtiendra une autre directrice pour I’exposant 3, et une autre 
pour I’exposant 5 en augmentant les termes de celle-ci de 2. Et en general, 
d’une directrice pour I’exposant a, qui soit 

a h c d e etc.. 


on deduira une directrice pour I’exposant a + 2 en ajoutant 2 a chaque 
terme de la precedente. Ainsi pour le cas de n = 8, cbaque directrice pour 
I’exposant 1, dont nous avons assigne une douzaine, fournira pour les ex- 
posans impairs des directrices convenables; par exemple 


pour I’exposant 1 






3 







1 3 5 7 4 2 8 6 
3 5 7 1 6 4 2 8 
5 7 1 3 8 6 4 2 
7 1 3 5 2 8 6 4 


oil chaque coloniie verticale contient des nombres differens, pairs on impairs 
s^pardment. 


84. La formation des directrices pour I’exposant 2 et les autres pairs 
n’est pas si dvidente; cependant, eomme dans le quarre latin la seeonde 
bande horizontale se ddduit de la premibre en augmentant tons les termes 
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impairs et en dimimiant les pairs de Tunit^, on en pent conjecturer qne, 
faisant la meme chose a regard de la directrice proposee, on en tirera la 
directrice pour I’exposant 2, parcequ’en effefc tons les termes impairs pro- 
duisent de cette maniere tons les pairs, et reciproqnement tons les termes 
pairs, etant diminttes de I’miite, prodaisent les impairs. Mais il fant de- 
montrer encore qne la formnle qni en resulte est efPectivement directrice. 


85. Soit pour cet efifet, dans la directrice pour I’exposant 1, le terme 
qui repond h I’indice t et jc' celni qui repond an m&me indice dans 

la directrice de I’esposant 2. De la meme manifere soit u I’indice horizon- 
tal du meme terme x de la premiere directrice, et u' celni dn terme x' 
dans I’autre; et on anra, en obserrant les regies prescrites par rapport a 
I’ambiguite des signes, 

M = — i(-{-2 + l et u' = x' — #-1-2 + 1. 

II y anra done qnatre cas a considerer, selon que les denx nombres t et x 
sont pairs ou impairs; et les valeurs de u et de u' seront pour chaqne cas 
exprimees de la manibre suiyante: 


I. 

n. 

III. 


t = 2i 

t = 2i 

# = 2e + l 

^ = 2« + 1 

II 

x = 2k-\-\ 

x = 2Jc 

aj 2fc + 1 

u = 2k — 2i + 1 

+ 

II 

u — 2k — 2i 

u = 2k — 2e + 1 

x'= 2k — 1 

x'=2k-{-2 

x'= 21i — \ 

x==2k + 2 

u — 2k — 2i + 2 

%' =2k — 2i + 3 

'd —21t — 2* + 1 

u'=2k — 2* + 2 


86. De Ih, on voit que le second et le troisibme cas donnent pour u 
des yaleurs paires et que les yaleurs de u' sont plus petites de Funite; d’ou 
il est dyident que toutes les valeurs paires de u prodnisent pour u' toutes 
les valeurs impaires. 

Ensuite le premier et le quatrieme cas, oh. les valeurs de u sont im- 
paires, foumissent pour n' des valeurs plus grandes de I’unite, et partant, 
toutes les valeurs impaires de u produisent pour u' toutes les valeurs paires; 
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de maniere que toutes les valeurs de u, differentes entre elles, produisent 
aussi pour u toutes les valeurs possibles, et la formule qui eu rdsulte est 
indubitablement directrice, puisqu’elle en porte le veritable caractere. 


87. Ayaut done trouve la directrice pour Texposant 2 de la maniere 
que nous venous d’enseigner, on en formera par la premiere regie les di- 
rectrices pour tons les autres exposans pairs, et par ce moyen on eonstruira 
facilement, de chaque directrice proposee pour I’exposant 1, un systbme com- 
plet de directrices semblable a celui que nous apposerons ici pour la di- 
rectrice 

13 5 7 4 2 8 6. 


Pour 

I’exposant 1 

1 

3 

5 

7 

4 

2 

8 

6 

5 ? 

2 

■ 2 

4 

6 

8 

8 

1 

7 

6 


» 6 

3 

6 

7 ' 

1 

6 

4 

2 

8 

5 ? 

„ 4 

4 

6 

8 

2 

5 

3 

1 

7 


„ 5 

5 

7 

1 

3 

8 

6 

4 

9 


» 6 

6 

8 

2 

4 

7 

6 

3 

1 


» 7 

7 

1 

3 

6 

2 

8 

6 

4 


„ 8 

8 

2 

4 

6 

1 

7 

5 

3 


ou Ton voit que, dans chaque bande verticale, les termes sont tous diflferens 
entre eux et que par consequent, en joignaiit dans le quarre latin propose 
les exposans de la maniere expliquee a tous les nombres, aucun terme ne 
saura se rencontrer deux fois, et le quarre sera complet. 


88. En considdrant plus attentivement le systbme complet de directrices 
que nous avons forme, on verra d’abord que toutes les bandes verticales con- 
viennent parfaitement avec celles du quarre latin k double marche et qu’il 
n’y a d’ autre difference que dans leur ordre, qui y est change, e’est 'a dire 
que les indices horizontaux, qui dans le quarre se suivoient dans Tordre 
naturel 1234667 8, sont ici 1 3 5 7 4 2 8 6. Bn considerant done en 
general une bande verticale queleonque, dont I’indice soit t et le terme su- 
preme X- marque de I’exposant 1, si nous marquons les termes qui suivent 
r X, en descendant, par 

», x", x"' etc. 
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et leur donnons les exposans 

2, 3, 4 etc., 

le terme aura Texposant ^ + 1 ; et en prennant (p ensorfce qu’il devienne 

qui est le terme correspondant du mfeme indice dans la premiere bande bori- 
zontale du quarre latin, il fandra donner b ce terme I’exposant (p -\-l. 
Or, puisque les valenrs x, x', x", x"', . . . x^i"^ tieiment le mfeme ordre que 
dans le quarre latin, on aura toujours i = a; <p — ou Men y) = t — ^>^ + {2 
et partant 

cp X = t — ^ 4" Is ~ — a? 4" 2 1, 

ou I’ambiguite des signes suit la meme loix que nous avons assignee ci-dessus. 


89. De lb, il est clair que les exposans de la premiere horizontale de 
nbtre quarre latin constituent aussi une formule directrice, tiree de la pro- 
posee par la seconds regie, et que pour construire un quarre complet on 

peut d’abord commencer par la premiere horizontale, en y mettant les ex- 

posans selon une directrice quelconque, et en continuant I’inscription des 
autres en descendant selon la bande verticale du quarre mfeme, qui com- 
mence par le meme nombre. Ainsi, puisqu’on tire de la directrice proposes 

1 3 5 7 4 2 8 6 

par la seconds regie 

1 8 7 6 4 6 2 3, 

on peut d’abord commencer par cette directrice, en la combinant avec la 
premibre bande horizontale du quarre simple, aux termes de laquelle elle 
servira d’exposans; et les autres seront inseres de la manibre que nous 
venous d’expliquer et que nous rendrons plus claire par I’exemple du quarrb 
suivant; 
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1^ 

2* 

3’ 

46 

5* 

6* 

72 

8® 

2* 

1’ 

4* 


6* 

5« 

8' 

74 

3’ 

4* 

5' 

6« 

76 

8’ 

1^ 

2® 

4* 

3' 

6* 

5’ 

8^ 

78 

2® 

1® 

5= 

6" 

7’ 

8* 

1* 

2' 

3® 

4’ 

6' 

5* 

8* 

7‘ 

2’ 

1* 

45 

3® 

7’ 

8® 

1' 

2* 

3' 

4* 

5® 

6^ 

8* 

Y 5 

2*’ 

V 

4' 

1 1 

3* 

6' 

5® 


Mais il faut bien remarquer que cette belle propri4te des exposans de la 
premibre bande horizontale ne peut avoir lieu que lorsque le systbme des 
directrices est forme d’une seule directrice propos4e. 


90. Cependant, il est facile de combiner plusieures directrices ensemble 
pour en former nn tel systbme complet, comme nous avons montr6 dans le 
§ 35 de la section precedente. J’ajoute encore, par rapport ^ cette section, 
qu’aprbs avoir tir4 les directrices pour les exposans impairs d’une formule 
directrice quelconque de I’exposant 1, on pourra deduire celles pour les ex- 
posans pairs d’une autre formule, pourvu que ses termes suivent le meme 
ordre par rapport au pair et impair. Atusi pour I’exemple pr4c4dent, ayant 
d^duit les directrices impaires de la formule 1357428 6, on pourra 
tirer celles qui dirigent I’inscription des exposans pairs de celle-ci: 15 7 3 
8 4 6 2, qui est aussi directrice et dont les termes, par rapport au pair et 
impair, suivent le m6me ordre. Void le systbme complet. 


Pour I’exposant 

1 

1 

3 

5 

7 

4 

2 

8 

6 


ft 

2 

2 

6 

8 

4 

7 

3 

5 

1 


ft 

3 

3 

5 

7 

1 

6 

4 

2 

8 

jt 

tf 

4 

4 

8 

2 

6 

1 

6 

7 

3 

7t 

97 

5 

5 

7 

1 

3 

8 

6 

4 

2 

ft 

99 

6 

6 

2 

4 

8 

3 

7 

1 

5 

ft 

99 

7 

7 

1 

3 

5 

2 

8 

6 

4 

ft 
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5 

1 

3 

7 
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qui, mis en usage de la manifere enseign^e, foumira le quarre complefc 
suivant 

11 2« 3' 4' 5* 6’ 7* 8* 

22 17 46 35 gS 54 gl .78 

33 48 51 g 4 73 g 7 16 2=^ 

4* 3' 6« 5’ 8“ 7« 2' 

55 gS 73 g6 14 2‘ 3* 4’ 

g 6 5 « g 2 71 2 ^ l® 4' 3‘ 

r 8* 2 ® 3« 4® 5* 6' 

g8 76 2* i» 41 32 6' 5 ' 

ou les exposans de la premiere bande borizontale tiennent cet ordre 

1 6 7 2 8 5 4 3, 

qui ouvertement n’est pas [une] directrice, puisque les valeurs de u seroient 

1 5 5 7 4 2 6 6, 

et partaut rien moins qu’inegales entre elles. 

91. Apres ces reflexions generales, qui peuvent etre appliquees a tous 
les quarres latins a double marche, quelque grand que soil le nombre n, 
pourvu qu’il soit divisible par 4, nous aliens developper quelques cas parti- 
culiers oti n=4: et «==8, en omettant les suivans, qui nous meneroient 
trop loin; et puisque, pour le cas de w = 8, nous avons dejb, rapporte quel- 
ques exemples, nous nous bornerons a en cbercher toutes les directrices; 
ayant fait voir que chacune d’elles peut fournir un systeme complet et 
que deux directrices diff^rentes peuvent aussi conduire h, un systbme com- 
plet, pourvu que les termes tiennent le mSme ordre par rapport au pair et 
a rimpair. Ces systbmes formes, dont le nombre surpasse evidemment de 
beaucoup celui des premibres directrices, la construction des quarrds n’a plus 
la moindre difflculte. 


1 ) L’edition origiaale porte, par erreur, dans la quatrienie colonne 8^ au lieu de 8® et 7® 
an lieu de 7^. L. G. B. 


172-173] DE QDAREES MAGIQUES 347 

CAS DE « = 4 

92. Le quarr4 latin a double marehe est dans ce cas 

12 3 4 

2 14 3 

3 4 12 

4 3 2 1 

qui ne fouxnit pour Texposant 1 que les deux directrices suivantes 

1423 et 1342 

dont Tune, en y appliquant les deux regies pr^scrites, produit Tautre. De 
ces deux directrices, on pent former les deux systfemes complets suivans. 

I n 

Pour I’exposant 1 1423 1342 

„ 2 2 3 1 4 2 4 3 1 

„ „ 3 3 2 4 1 3 1 2 4 

„ „ 4 4 1 3 2 4 2 1 3 

et en inscrivant selon ces directrices les exposans, on obtient les deux 
quarrds complets que voici: 

I n 

P 2* 3* 4^ 1‘ 2* 3* 4’ 

2 ! 14 48 31 2 " 1 “ 4' 3* 

3 ® 4* 1" 2^ 3“ 4* 1" 2" 

4^ 3* 2' 1* 4^ 3^ 2* 1' 

On se convaincra facilement que, quelque autre quarre latin qu’on voudroit 
^tablir, on n’en sauroit jamais tirer d’autres quarr^s complets qui satisfassent 
aux conditions prdscrites. Cependant, Tun et I’autre des deux quarrds que 
nous venous de former admet aussi des transpositions des bandes verticales 
telles que les proprietds prdscrites sont remplies mSme dans les diagonales. 
En voici deux exemples: 


44* 
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I 

11 34 4s 2® 

2- 4' 3" 1* 

33 IS 2^ 41 

44 21 l» 3 ' 


n 

11 43 2* 3^ 

2* 3* 1* 4^ 

33 21 4^ 1 * 

44 13 31 2» 


CAS DE w = 8 

93. Le quarre latin fondamental est 

12345678 
2 1 4 3 6 5 8 7 
3456781 2 

436587 2 1 

56781234 

6 5 8 7 2 1 4 3 

7 8 1 2 3 4 5 6 

87214365 

pour lequel les deux formules generales fournissent d’abord les deux direc- 
trices suivantes 

1 3 5 7 4 2 8 6 

1 4 8 6 2 3 5 7 

doat la premibre commence par les quatre uombres impairs; et il n’est pas 
difficile de trouver toutes les directrices dont les termes pairs et impairs 
tiennent le mfeme ordre, qui sont les quatre suivantes: 

135 7 4286 
15734826 
15738462 
1 7 5 3 8 2 4 6 


94. Appliquons done successivement a ces quatre directrices les deux 
regies enseignees et demontrees ci-dessus (§ 78 et suiv.), qui nous fourniront 
les quatre douzaines suivantes: 
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Premiere dmmine.^) 


Fondamentale 

renversee 

1 

1 

3 

6 

5 

2 

7 4 2 8 

5 3 8 4 


I 

2^® regie i 

[1 

8 

7 

6 4 5 2 

3] 

. II 

[appliquee k I] 1 

1.1 

5 

4 

8 3 7 6 

2 J 

1'’° regie ( 

1 

8 

5 

3 2 7 6 

4] 

. Ill 

[appliqude k I] 1 

1 

7 

8 

5 6 4 3 

2j 

2'*“ regie | 

1 

3 

7 

2 6 8 4 


^ IV 

[appliqude k III] \ 

. 1 

4 

6 

8 2 3 5 

7] 

1” regie i 

' 1 

5 

6 

2 7 3 8 

41 

- V 

[appliquee k II| 1 

i 1 

4 

2 

7 8 5 3 

6) 

2^® regie i 


6 

8 

3 7 4 2 

■^1 

VI 

[appliquee a V] 1 

7 4 6 8 2 5 

Seconde dmmine. 

3J 


Fondamentale 

1 

5 

7 

3 4 8 2 

6- 

h 

renvens^e 

1 

7 

4 

5 2 8 3 

6. 

2^® regie 

|1 

6 

5 

2 4 7 8 

3 ' 

[ii 

[appliqu4e a I] 

il 

4 

2 

8 6 7 5 

3. 

1” regie 


3 

8 

2 7 5 6 

4] 

1 ™ 

[appliquee k 1] 

il 

4 

8 

5 3 2 6 

7J 

2'’® regie 

(' 

8 

6 

3 7 2 4. 

5- 

jlY 

[appliquee k III] 

il 

7 

6 

8 3 5 4 

2 i 

1” regie 

(1 

8 

6 

7 6 3 2 

4: 


[appliquee k II] 

il 

6 

4 

7 8 3 5 

2, 

2^® regie 


3 

7 

.6 2 4 8 

5 

1 YI 

[appliqude k V] 

h 

5 

2 

6 8 4 3 

7, 


1) Dans Tedition originale, I’ordre de succession des formules direetiioes est interverti dans 
les groupes III et IV de chacune des quatre dousaines. Voir la note 1 p. 340. L. G. D. 
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Troisiime domaine. 


Fondamentale 

renYersee 

1 

1 

5 

8 

7 

4 

3 

6 

8 

2 

4 

7 

6 

3 

P 

[2^® regie 


6 

5 

2 

8 

3 

4 

7 1 

n 

appliqnee k. I 

h 

3 

2 

7 

6 

8 

5 

( JLL 

4J 

1” regie 


3 

2 

8 

7 

6 

4 

^ 1 III 

appliqnee a I 

11 

4 

6 

7 

3 

2 

8 

5) 

2*® regie 

(1 

8 

4 

5 

7 

2 

6 

^ 1 IV 

appliqnee a III 

u 

7 

8 

6 

3 

5 

2 

4) 

1” regie 


7 

5 

8 

6 

4 

2 


appliquee a II 

ll 

6 

8 

3 

4 

7 

5 

2) ^ 

2^® regie 

7 

4 

7 

5 

2 

3 

8 

M YI 

appliquee a V] 

ll 

5 

6 

2 

4 

8 

3 

7 1 


Qmtrieme domaine. 



Fondamentale 

1 

7 

5 

3 

8 

2 

4 


renversee 

1 

6 

4 

7 

3 

8 

2 

5l ^ 

[2*® regie 


4 

7 

2 

8 

5 

•6 


appliquee k I 

ll 

5 

2 

6 

3 

7 

8 

4] 

1” regie 


3 

5 

8 

2 

4 

6 

^ 1 III 

appliqu4e k I 

ll 

4 

8 

2 

6 

7 

3 

5/ 

2^® regie 

P 

8 

7 

5 

6 

3 

4 


appliquee a III 

ll 

7 

6 

3 

2 

8 

5 

4 ) 

1” regie 


5 

4 

8 

7 

3 

2 

6^ 

^ V 

appliquee k II 

ll 

8 

6 

7 

4 

5 

3 

2| 

2^® regie 

P 

6 

2 

5 

7 

4 

8 

VI 

appliquee k V] 

ll 

3 

'8 

6 

4 

2 

5 

7 / 


95. Voila done 48 formules directrices, qui 6puisent aussi tout ndtre 
quarrd latin; car toates les formules qu’on en pent tirer par la methode or- 
dinaire se trouvent dans les quatre douzaines pr^cedentes. En n’employant 
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done qu’une seule de ces formules, on en ponrra eonstruire un quarre complet 
et partant 48 solutions differentes, sans compter celles qui naitroient de la 
combinaison de plnsienres de ces directrices dont les termes pairs et impairs 
tiennent le m&me ordre et dont le nombre est sans cloute ties considerable. 
Pour faciliter les pareilles combinaisons et pour juger en mSme temps du 
nombre de tontes les solutions diffdrentes, nous aliens distribuer ces 48 di- 
rectrices en differentes classes, selon I’ordre qui s’y observe par rapport aux 
termes pairs et impairs, dont nous ddsignerons les premiers par la lettre p 
et les autres par la lettre *; nous en obtiendrons les espbees suivantes: 


I. i 

i 

i 

i 

P 

P 


> 

i 

i 

P 

i 

P 

P 

i 

P 

1 

3 

5 

7 

4 

2 

8 

6 i 

1 

3 

2 

7 

6 

8 

5 

4 

1 

5 

7 

3 

4 

8 

2 

6 ! 

1 

7 

4 

5 

2 

8 

3 

6 

1 

5 

7 

3 

8 

4 

6 

2 ' 

1 

7 

6 

3 

2 

8 

5 

4 

1 

7 

5 

3 

8 

2 

4 

6 ! 

1 

7 

8 

5 

G 

4 

3 

2 

11. i 

i 

i 

P 

P 

p 


i ■ VI. 

j 

i 

P 

P 

i 

P 

i 

i 

P 

1 

3 

6 

8 

2 

4 

6 

7 ; 

1 

4 

2 

7 

8 

5 

3 

6 

1 

3 

7 

2 

6 

8 

4 

5 

1 

6 

4 

7 

8 

3 

5 

2 

1 

3 

7 

6 

2 

4 

8 

5 

1 

6 

8 

3 

4 

7 

6 

2 

1 

7 

5 

8 

6 

4 

2 

3 i 

1 

8 

6 

7 

4 

5 

3 

2 

ni. i 

i 

P 

P 

p 

P 

i 

* vn. 

1 - ■■ 

i 

P 

i 

i 

P 

i 

P 

P 

1 

3 

8 

6 

4 

2 

5 

1 

7 1 

1 

4 

7 

5 

2 

3 

8 

6 

1 

5 

2 

6 

8 

4 

3 


1 

8 

5 

3 

2 

7 

6 

4 

1 

6 

1) 

2 

4 

8 

3 

7 ^ 

1 

8 

5 

7 

B 

3 

2 

4 

1 

7 

4 

6 

8 

2 

5 

3 i 

1 

8 

7 

5 

B 

3 

4 

20 

IV. i 

P 

P 

P 

P 

i 

i 

i Vlll. 

i 

i 

P 

i 

P 

P 

i 

P 

i 

1 

4 

2 

8 

6 

7 

5 

3 1 

1 

1 

4 

7 

2 

8 

5 

6 

3 

1 

4 

6 

8 

2 

3 

5 

7 ! 

1 

6 

5 

2 

4 

7 

8 

3 

1 

4 

8 

2 

6 

7 

3 

5 ; 

1 

6 

5 

2 

8 

3 

4 

7 

1 

8 

4 

6 

2 

7 

3 

e i 

6 1 

1 

8 

7 

6 

4 

5 

2 

3 


l) L'edition originals ports, par eiTsnr, 1 8 7 5 6 8 2 4. 


L. G. D. 
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IX. i 

i 

F 

P 

i 

i 

P 

P 

X. i 

P 

P 

i 

i 

P 

P 

i 

1 

3 

2 

8 

7 

5 

4 

6 

1 

4 

6 

7 

3 

2 

8 

5 

1 

3 

8 

2 

7 

5 

6 

4 

1 

4 

8 

5 

3 

2 

6 

7 

1 

5 

2 

6 

3 

7 

8 

4 

1 

6 

2 

5 

3 

8 

4 

7 

1 

5 

4 

8 

3 

7 

6 

2 

1 

6 

2 

5 

7 

4 

8 

3 

1 

5 

4 

8 

7 

3 

2 

6 

1 

6 

4 

7 

3 

8 

2 

5 

1 

5 

6 

2 

7 

3 

8 

4 

1 

6 

8 

3 

7 

4 

2 

5 

1 

7 

6 

8 

3 

5 

4 

2 

; 1 

8 

4 

5 

7 

2 

6 

3 

1 

7 

8 

6 

3 

5 

2 

4 

i 1 

8 

6 

3 

7 

2 

4 

5 


96. En considerant une classe de directrices quelconque de X formules, 
il est clair que, puisqu’on pent comMner ehacune d’entre elles avec chacune 
des directrices d’un autre ordre de A directrices, on en tirera A A solutions 
diflf4rentes. Or done, puisque nous avons en tout Euit classes chacune de 
quatre directrices, dont chacune pent Stre comhinee avec Tune ou I’autre de 
la m4me classe^), on pourra d4duire seize solutions de chaque classe et par- 
tant 128 solutions des huit classes; et en y ajoutant les deux classes de huit, 
qui en fournissent 64 chacune, le nombre de toutes les solutions possibles 
sera 256, qui satisferont toutes egalement au problfeme. Mais il faut bieu 
remarquer que les quarres latins h quadruple marche en donneront encore un 
bien plus grand nombre, sans compter celles qu’on peut tirer de plusieures 
transformations expliquees ci-dessus et a expliquer encore plus clairement 
dans la suite. Ce qui, joint aux diflferentes solutions pour les cas de » = 3, 
de n = 4, de w = 5 et de = 7, doit augmenter notre surprise a Tigard du 
cas de » = 6, dont I’impossibilitd se parbit confirmer de plus en plus. 

l) L’ edition originale porte; . . . comhinee avec Vvme ou V autre des autres classes, on powra . . . 

L. G. D. 
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SECTION TROISIEME 

DES QUAERES LATINS A TRIPLE MARCHE 
DB LA FORME GENEEALE 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 etc. 

231564897 etc. 

312645978 etc. 

4 5 6 7 8 9 10 11 12 etc. 

etc. 

96 [a].^) Ici, il est Evident que le nombre n doit etre n^cessaireraent divisible 
par 3; nous mettrons done partont n = 3m, oA m marquera le nombre des 
memires dont chaque colonne, tant borizontale que verticals , est composes. 
Ainsi, le cas le plus simple sera celui oA m = l ou bien %==3, et le quarr4 
latin contenant un seul membre du quarre g^n^ral A triple marcbe 

12 3 

2 3 1 

3 12 

dont la construction a ete suffisamment expliqute au § 18 de la section 
premiere. 

97. La premibre question qui se presente ici, e’est de savoir si tons les 
cas de ce quarrd A triple marche admettent toujours des formules directrices 
ou non. Or, je dois d’abord remarquer que, lorsque le quarre est compose 
de deux membres, il ne sauroit jamais admettre de directrices, de sorts que 
le cas de = 6 doit encore 6tre exclu dans cette espece de quarres simples. 
V^ritd de laquelle on se pourroit convaincre par la methods ordinaire de 
chercber les directrices, mais qui acquerra un degre d’autant plus haut de 
certitude qu’on en peut donner une demonstration trbs rigoureuse, tiree de 

1) L’edition originale porte, par errevr, le numero 96 deux fois. L. G. D. 

Leonhaedi Eulbri Opera omnia 1 7 Commentationes algebraicae 
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principes tout a fait differens de ceux par lesquels nous avons prouve Tim- 
possiMlite des cas precedens, oii le nombre n etoit impairement pair, et qui 
ne sauroient etre appliques dans cette section, a cause de la multiplicite des 
cas differens qu’on y seroit oblige de considerer. 

98. Pom’ rendre cette demonstration plus claire et plus facile, je mar- 
querai le premier membre du quan’e propose a triple naarcbe, savoir 

12 3 

2 3 1 

3 12 

par la lettre A, qui comprendra done trois bandes horizontales et autant de 
Terticales; et la lettre a me marquera chaque nombre contenu dans ce petit 
quarre, e’est a dire ou 1 on 2 ou 3. De la meme maniMe, j’exprimerai le 
second membre du quarre, savoir 

4 5 6 

5 6 4 

6 4 5 

par la lettre B et chacun des nombres qu’il contient par h. Cela posd, le 
quarre latin de deux membres, e’est k dire pour le cas de n = Q, pourra 
etre represent4 de cette fa^on 

A B 
B A 

on chacune des bandes tant horizontales que verticales renferme six^) termes. 

99. Matntenant j ’observe que, si ce quarre admettoit une directrice, elle 
devroit contenir trois a et trois h, dont les uns seroient tires de la premiere 
verticale, AB, et les autres de la seconde verticals, B A. Or, puisque tous les 
termes d’une directrice doivent §tre tires de differentes bandes horizontales et 
de diffdrentes verticales, chaque terme qu’on met dans la directrice exclud 
une bande horizontale et une autre verticale. Ainsi, quand on veut prendre 


l) Edition oiiginale: . . . renferme trois termes. 


L. G. D. 
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tous les trois a de la premiere verticale, puisqu’ils seroient pris de la lettre A, 
la premiere horizontale seroit d’abord excltie, de mSme que la premiere ver- 
ticale, et partant, les trois I devroient etre tires de la seconde partie de la 
secoude verticale, c’est k dire du membre A, le seal restant et qui ne con- 
tient du tout de 1. 

Supposous done qu’on tire de la premiere bande verticale deux a et 
un h, c’est a dire trois termes; et il faudra que I’autre en dorme autant, 
savoir un a et deux b. Or, les deux a etaut pris du membre A de la pre- 
miere horizontale et le b du membre B de la seconde horizontale, il est 
clair que le terme restant de la premibre horizontale ne pent etre que b 
et ceux de la seconde a a, la premifere verticale btant excltie. Au lieu des 
termes manquans abb, nous obtiendrions aah. D’ou Ton voit d4jk asses 
clairement qu’en tirant de la premibre verticale un a et deux b, il seroit 
pareillement impossible de deduire de la seconde les termes restans aah. 
Par consequent, il est ddmontre que le cas w = 6 n’admet point de directrices. 


100. Mais si pour le cas de % = 9 ou m = 3, nous marquons le troisibme 
membre du quarrb general, savoir 

7 8 9 

8 9 7 

9 7 8 


par la lettre C et les trois nombres 7, 
nous aurons k examiner le quarrb 

8, 9 qu’il contient par la lettre c. 

A 

B 

C 

B 

C 

A 

C 

A 

B 


et la formule directrice, s’il y en a une, comprendra trois a, trois b et trois c. 
En prennant done les trois a de la premiere verticale, la premibre horizontale 
en sera excltie et par consequent, on ne pourra prendre de la seconde verti- 
cale que les trois c, ce qui exclura la seconde horizontale; et parce qu’il reste 
encore dans la troisibme verticale les trois b, on voit aisbment que ce cas 
fournit des directrices; on en pourra mbme dbduire par d’autres routes. 

46 * 
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101. En examinant de la meme maniere le cas de = 12 on w = 4 et 
designant le qnatrifeme membre du quarre general 


le quarre a examiner soit 


10 

11 

12 


11 

12 

10 


12 

10 

11 


qu’il 

contient, 10, 

A 

B 

c 

JD 

B 

0 

D 

A 

C 

B 

A 

B 

D 

A 

B 

C 


on Terra que, de qnelque manifere qu’on tire les lettres minuscules des bandes 
de ce quarre, il ne foumira jamais de directrices; et il semble qu’on puisse 
hardiment tirer la mgme conclusion pour tons les cas ou n est un nombre 
pair, de sorte que cette section ne s’4tend qu’aux multiples impairs de 3, 
comme 3, 9, 15, 21 etc. 

102. La belle demonstration pour le cas de n~%, rapportee aux § 98 
et 99, m’engage a faire une digression aux quarres latins 'a quintuple marche, 
ou a septuple ou a une autre marche quelconque en nombre impair, par rap- 
port auxquels on pourra demontrer, ayec la m6me facilite, qu’aucun d’entre eux 
qui ne renferme que deux membres ne sauroit jamais admettre de directrices. 
Car marquant, pour le cas de « = 10 = 2 • 6, les deux membres dont il est 
compose par A et £, et les cinq termes qu’ils contiennent par a et &, il 
s’agira de deduire du quarre 

A B 

B A 
ou 

aaaaahhhbb 


aaaaabbhhb 

bbbbbaaaaa 


bbhbbaaaaa 

une formule directrice qui contienne, dans un ordre quelconque, cinq a et cinq b- 
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103. Bone, si nous voulions prendre tons les cinq a de la premifere ver- 
ticale, la premiere horizontale en seroit exclue et il ne resteroit dans la se- 
conde verticale que le terme A, qui ne renferme pas de h. En prennant de 
la premiere verticale quatre a et un b, la seconde verticale ne sauroit four- 
nir qu’un h et quatre a, pendant qu’il nous faudroit un a et quatre b pour 
completter la directrice. Le m6me inconvenient se rencontre en tirant trois a 
et deux b de la premiere verticale, car, au lieu des deux a et trois b qu’il 
nous faudroit encore, la seconde verticale ne foumiroit que deux b et trois a. 
D’ou Ton voit qu’il n’y a pas de directrices k en attendre; et la raison con- 
siste ouvertement en ce que le nombre des petites lettres est impair, et il 
semble qu’on peut soutenir que la mgme impossibilite subsiste dans tous les 
cas ou le nombre des membres A, B etc. est pair. 

104. Mais dans tous les cas oti le nombre des petites lettres est pair, 
cette impossibility cesse entiferement. Car supposons qu’il s’agisse d’un quarre 
h, quadruple marche qui renferme deux membres, A et B, dont chacun con- 
tienne sa petite lettre, a et b, quatre fois, ce qui seroit le cas de n = 8; 
il faudra tirer du quarre ^ ^ une directrice qui renferme, dans un ordre quel- 
conque, quatre a et quatre b, ce qui n’a pas la moindre difficulty. On n’a 
qu’k tirer de la premiere verticale deux a et deux b; et puisque dans la se- 
conde verticale le premier membre, B, fournit encore deux b et I’autre, A, 
deux a, la directrice sera complette. Ou Ton voit en mSme temps que dans 
tous ces cas il faut toujours tirer de ebaque colonne deux a et deux b; 
et ce raisonnement a lieu pour tous les n ombres pairs. 


105. Eevenons k n6tre quarre a triple marche; et pour en chercher les 
dii'ectrices, considerons un terme quelconque, x, qui reponde k I’indice vertical 
et k I’horizontal u] et en comparant ce terme k la somme de ses indices, 
t -|- u, on observera bientot qu’il y a un double rapport entre eux; I’un 


et r autre 


X t " 1 ” ^ — 1 

x = t — 4, 


dont la difference dypend de la divisibility des nombres t Qi u par 3. Or, 
ces nombres se i-yduisent k trois especes, que nous pourrons reprysenter par 
3A -f 1, 3A -f- 2, 3A -f 3 ou bien simplement par 1, 2, 3, qui pourront ygale- 
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ment marquer les trois espfeces. Ensuite, k cause de I’ambiguite des nombres 
1 et 4 dans les deux expressions de a?, nous mettrons 


a; = # + « — w. 


Cela pose, la table suivaute servira b determiner le rapport entre x et ses 
indices et les valeurs de w, pour toutes les espbces de la valeur de t et u. 


Si ! ^ ! 

1 

1 

1 

2 

2 

2 

3 

3 

! 3 

u=| 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

1 

f i 

1 

1 

1 

1 

1 

4 

1 

4 

4 

on aura j 


! 









1 

I 2 

3 

2 

3 

1 

3 

1 

2 


d’oti Ton voit qn’il y a w == 4 quand Tun. ou I’autre des indices t et « est = 3 
et ni Tun ni Tautre =1. 


106. Ayant done trouve x — t u — w, on en tire r^ciproquement 

«= a; — 1-\- w, 

d’oii Ton ponrra trouYer I’indice horizontal u de chaque terme x et de I’in- 
diee vertical qui lui rdpond; et de Ih, on ponrra assignor la vraye valeur 
de w pour toutes les valours de t et x, comme on peut voir par cette table: 


Si 


1 

1 

1 

2 

2 

2 

3 

3 

3 

\t = 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

on aura 

w = 

1 

4 

4 

1 

1 

4 

1 

1 

1 


II y a consequemment trois cas ou w = 4, que nous representerons separe- 
ment en sorte: 

2 
3 


w==4, si 


f = 

1 

1 

U = 

2 

3 


107. Cette demifere tablette sera d’un grand secours, en examinant si une 
formnle proposee est directrice ou non. Car on n’a qu’h eerire cette formule 
ou bien la serie de x et cele de t, I’uue sous I’autre, et k en deduire selon 
cette petite table les valeujrs de et quand on les trouve toutes diff^rentes 
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entre elles, c’est une marque sure que la formule proposee est effectivement 
directrice. Pour eclaircir cela par un exemple, prennous pour le cas de » = 9 

cette progression pour a;135792468 
et en lui souscrivant la serie de^l 2 34567 89 
moyennant la regie rappoitee, on aura ««==1264597 8 3 

qui, renfermant toutes les valeurs diflPerentes, fait voir que la progression 
arithmdtique 

135792468 

est en effet directrice. 

108. Or, ayant trouve une seule directrice, on pourra, par des methodes 
semblables k celles dont nous avons fait usage dans les sections precedentes, 
en ddduire un grand nombre d’autres formules egalement directrices. Car, 
posant que pour une nouvelle directrice le terme X r4ponde a Findice ver- 
tical T et k Findice horizontal U, puisque nous avions tantot x==t-\-u — w, 
on voit que’ les deux indices t et u sont permutables, de sorte que, prennant 

T=u et U-=t, 

on aura 

X = x. 

Ainsi dans Fexeniple precedent, ayant devant les yeux les valeurs de u, on 
n’a qu’k les ranger dans leur ordre naturel et de souscrire k chacun son nombre 
X, de cette manibre 

T=1 2 3456789 

X==l 387 9 5462 

et cette formule sera surement une nouvelle directrice, puisque tous les U, 
btant les memes que les t, ont des valeurs dififbrentes. 

109. On pourra aussi, comme dans les sections precedentes, echanger 
entre elles les deux lettres t et x, en prennant 


T=^x et X=t, 
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d’oii Ton tirera comme ci-dessus line noiivelle directrice, la renversee. Ainsi, 
la fonnule proposee ci-dessns 

135792468 

foumira par le renversement cette nouvelle directrice 

16273849 6, 

et celle que nous avions tir^e de la proposde par I’autre regie, 

13879546 2, 
amfene la suivante renversee 

19276843 5. 


110. Ayant en vertu de cette regie oti T—x et pour 17 la 

fonnule 

TJ —X — T -\-w = t — X 

puisque ces expressions varient par toutes les valeurs pendant que t Qi x 
subissent les variations n^cessaires, il s’en suit que, prennant 


on pourra mettre 




X = t — x-\-w, 


et c’est en quoi consiste la seconde regie, qui ne difllere de celles des sec- 
tions precedentes que par rapport k, la signification de w qui sera ici tou- 
jours =1, excepts les trois cas rapportes au § 106, savoir^) 

1 1 2 

2 3 3 

pour lesquels il faut prendre w = 4. Moyennant ces deux regies, dks qu’on 
aura trouve quelques directrices par les mdthodes ordinaires, on en pourra 
deduire plusieures autres. 


1) La pemutatioa de a: et i par rapport a la fin du § 106 provient de ce que I'on a pose, 
&U commenceinent du § 110, et A = t L. G, D, 
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111. Mais id, on decouvrira bientdt une grande variete dans les formules 
qn’on vent transformer par ces regies. II y en a qui demeurent inalterables 
par Tune et I’autre. Telle est 

13279846 5, 

qui est la diagonals du quarre propose; elle se reproduit tant par la pre- 
miere que par la seconde de nos regies. Ensuite, il y a aussi des formules 
qui, par Tune ou I’autre de ces regies, ne produisent qu’une seule nouvelle 
directrice. Telle est par exemple la progression arithmetique decroissante de 
I’unite 

19876543 2, 

qui par la premiere regie se reproduit elle-meme, pendant qne la seconde 
fournit celle-ci 

16573249 8, 
qui se reproduit par le renversement. 


112. D4veloppons la progression arithmetique propos^e 
13579246 8, 


qui k Taide de nos deux regies [§ 109 et 110] foumit, comme on va voir, 
quatre nouvelles directrices. 


Proposes 1 3 
renversde 1 6 

2"* regie ^ 


5 7 9 2 4 6 8 

2 7 3 8 4 9 5 

8 7 9 5 4 6 2 

2 7 6 8 4 3 5 


Voila done, avec les precedentes, sept directrices pour le cas de w = 9, qui 
ont toutes cette belle propridt^ que leurs termes suivent le mSme ordre par 
rapport k leur divisibilite par 3. Or, il est facile d’en trouver encore d’autres 
qui k cet 4gard suivent la m6me loix, que nous allons mettre conjointement 
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devant yens. 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 


3279846 5 

35792468 
38 7 95462 

6 2 7 3 8 4 9 6 

6 5 7 3 2 4 9 8 

68735492 
927684 3 5 

9 5 7 6 2 4 3 8^) 

98765432 


dont nous avions trouve toutes, excepte les deux suivantes 


168735492 
19576243 8') 

qni se reproduisent Tune I’autre taut par la premiere que par la seconde 
regie. 

n est important d’avoir rapporte ces 9 formules qni tiennent le meme 
ordre par rapport aux tenues divisibles par 3. Car nous verrons dans la 
[section] suivante que, pour former un quarre magique complet, on pent 
employer 2 et meme 3 de semblables directrices pour les diff^rens exposans 
a legard de nos trois espbces de nqmbres; d’ou Ton voit que ces nenf 
formules sont capables de produire un nombre prodisieux de quarres 
diff^rens. 


ns. Mais il y a aussi quantite de directrices qui de cette manibre 
foumis^nt ju^nk une douzaine de nouvelles, comme on pent voir par la 
suivante choisie au hazard. 


1) L edition originale porte, par errenr, 19576249 8. 


L. a. D. 
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d’oti Ton. tire par la 


Proposee 

renversee 

2-^“ regie 
r* regie 
2^* regie 


regie') j ^ 


2de 


1 

3 

8 

6 

7 

9 

2 

5 

4 

1 

7 

2 

9 

8 

4 

5 

3 

6 

1 

3 

5 

2 

8 

7 

9 

4 

6 

1 

5 

2 

8 

7 

3 

6 

9 

4 

1 

4 

2 

8 

3 

9 

6 

5 

7 

1 

3 

6 

9 

2 

7 

5 

4 

8 

1 

8 

2 

9 

6 

7 

5 

4 

3 

1 

3 

7 

8 

4 

9 

6 

5 

2 

1 

3 

9 

8 

7 

5 

6 

2 

4 

1 

9 

2 

5 

8 

7 

3 

4 

6 

1 

3 

4 

9 

8 

2 

5 

7 

6 

1 

6 

2 

3 

7 

9 

8 

5 

4 


et partant douze, dent aucune ne nous a et6 connfte auparavant. 


114. Aprfes ces regies pour I’invention des directrices pour I’exposant 1, 
il reste encore k voir comment il faut en d4duire des directrices pour les 
autres exposans, ou bien de quelle manibre il faut construire les systemes 
complets. Pour cet eflfet, j ’observe en general qu’ayant trouv4 pour un ex- 
posant quelconque a la directrice 

a i c d e etc., 

on en tirera, en vertu de la forme du quarr^ latin, la directrice pour I’ex- 
posant a + 3, en augmentant cbaque terme de la premibre de 3. Et en con- 
sidbrant avec attention la forme du quarrb proposd, on pent mSme soupQonner 
que, si un terme quelconque de la directrice proposbe est de la forme 3« + 1? 
celui pour I’exposant 2 sera de la forme 3a + 2 et celui de I’exposant 3 de 
la forme 3a + 3. Ensuite que, si un terme de la proposbe pour I’exposant 1 
a la forme 3 a -1-2, le correspondant de la directrice pour I’exposant 2 aura 
la forme 3 a -)- 3 et celui de I’exposant 3 la forme 3 a -1- 1. Enfin que, si le 

l) Id, la premiere rfegle consiste a former la directrice renversee. Dans ee tableau, nn 
couple de directrices est toujours deduit de celui qui le precede, ce qui n’est pas le cas aux 
§ 81 et 94. Voir la note 1 p. 340. L. G. D. 
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terme de la proposee est de la forme 3a 3, celui de I’exposant 2 sera de 
la forme 3a + 1 et celui pour Texposant 3 de la forme 3a + 2. Cette con- 
jecture, qu’il sera bon de representer pour plus de clarte dans la table sui- 
yante 


forme du pour les 

terme | 2 

exposans 

3 

3a -{- 1 3a -1“ 2 

3a “I- 3 

3a4-2 i 3a + 3 I 

3a -h 1 

3a -1- 3 . 3a -fl 

3a + 2 


pent meme &tre rigoureusement demontree de la maniere suivante. 

115. Soit, dans la directrice proposee pour I’exposant 1, un terme quel- 
conque x qui reponde k I’indice vertical i et k I’indice horizontal u, en 
sorte que 

u = X — t w. 

Soit ensuite, dans la directrice pour I’exposant 2, x un terme qui reponde 
an m§me indice vertical t, mais k I’indice horizontal u', en sorte que 

u' = 3^ — t -\-w. 

Enfin soit, dans la directrice pour I’exposant 3, un terme x" repondant au 
m5me indice vertical ^ et k I’indice horizontal 

u" — 

Oil il faut remarquer que les indices horizontaux u, u, u" doivent 6tre tires 
de la m^me formule expliqude ci-dessus. Cela pose, il faudra demontrer que, 
pendant que Findice u varie par toutes les valeurs (et c’est en quoi consiste 
la nature des directrices), aussi les deux autres indices u' et u" varient par 
toutes les valeurs. Or, cela paroitra clairement par la table ci-jointe qui re- 
presente tons les cas possibles par rapport aux deux valeurs donnees t et x, 
ou nous avons mis pour abrdger a — /? = y. 
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^ =3/3-1- 

1 

9 

3 ; 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

X = 3oc 

1 

2 

3 

2 

3 

1 

3 

1 

2 

u = 3y -]- 

1 

1 

1 

2 

2 

2 

3 

3 

3 

x' = 3a + 

2 

3 

1 

3 

1 

2 

1 

2 

3 

ti === 3^ 

2 

2 

2 

3 

3 

3 

1 

1 

1 

x" = 3a + 

3 

1 

2 

1 

2 

3 

2 

3 

1 

u" = 3^^ -f- 

3 

3 

3 

1 

1 

1 

2 

2 

2 


De cette table, il est Evident que, toutes les fois que « = 3y + l, on aura 

«'==3j' + 2 et w"=3j' + 3. 

De la m6me manibre, lorsque m = Sj' + 2, on aura 

«'=3;/ + 3 et u''=By-\-l. 


Enfin, lorsque «< = 3/ + 3, on aura 


et u"=3‘y-\-2. 

D’oii Ton voit que, puisque u varie par toutes les valeurs, aussi tant les u 
que les u" doivent varier par toutes les valeurs, et partant la regie donn^e ci- 
dessus nous fournit de chaque directrice pour I’exposant 1 deux autres direc- 
trices pour les exposans suivans 2 et 3, desquelles on peut former les di- 
rectrices pour les exposans 4, 5, 6, en ajoutant 3 k cbaque terme des trois 
premibres; et celles pour les exposans 7, 8, 9, en faisant la m6me chose vis- 
k-vis des trois pr4c4dentes. 

116. De cette manifere, la formation d’un systfeme complet de directrices 
d’une seule propos6e pour I’exposant 1 du quarre latin fondamental n’aura 
plus la moindre difficult^. Keprennons, pour en donner un exemple pour le 
cas de w = 9, la directrice qui va en progression arithm6tique 

13579246 8; 


et le systeme complet sera 
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135792468 
216873549 
324981657 
468135792 
549216873 
657324981 
792468 1 35 
873549216 
981657324 

et le quarre complet qui resulte de ce systfeme aura la forme suivante^): 

11 2* 3* 4' 5® 6® T 8® 9® 

2" 3' 1*' 5® 6’ 4® 8® 9* 7® 

3* 1® 2’ 6^ 4® 5* 9® T 8^ 

4 ^ 5 ® 6 ^ 7 ^ 8 ^ 9 ^ 2 ^ 3 ^ 

55 6^ 4® 8® 9' T 2® 3^ 1® 

06 45 51 gs 78 g7 39 48 2^ 

77 g9 g5 ^4 2® 32 

8® 9^ 7® 2® 3^ 1® 5® 6^ 4® 

9® 7® 8* 3® 1® 2^ 6® 4’ 5^ 


117. Dans ce quarre, nous avons tire les trois premieres directrices, pour 
les exposans 1, 2, 3, de la mferne formule. Mais on auroit pu employer des 
directrices differentes, pourni que leurs termes suivissent le mfeme ordre par 
rapport k la divisibilite par 3. Ayant done rapportd ci-dessus neuf formules 
directrices diffdrentes qui suivent toutes la mbme loix, on en pourroit former 
729 quarr5s complets tons differens entre eux. Pour eclaircir cela par un 
exemple, reprennons 

1 ) L’edition originale porte dans la troisieme colonne, par erreur, 4® au lieu de 1®. 

L. G. D. 
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pour I’exposant 1 la directrice 13579246 8, 

„ „ 2 celle-ci 13879546 2, 

„ „ 3 1 6 8 7 3 5 4 9 2, 

et le syst'eme complet de directrices sera 

135792468 
219876543 
35 7 924681 

468135792 
5432. 1 9876 

681357924 
792468135 
876543219 
924681357 

d’oti Ton construit le quarr4 complet que void: 

1^ 2® 3® 4’ 5® 6* 7* 8® 9® 

2® 3^ 1® 5® 6’ 4* 8® 9* 7® 

3® 1* 2’ 6® 4® 5* 9® 7® 8' 

4 :^ 5 ^ 6 ^ 7 ^ 8 ^ 9 ^ 2 ^ 3 ^ 

5® 6* 4® 8* 9" 7® 2® 3’ 1® 

6® 4® 5^ 9® 7® 8’ 3® 1® 2^ 

V 8® 9® 1* 2® 3® 4> 5® 6® 

8® 9’ 7® 2® 3* 1® 5® 6^ 4® . 

g9 rjS g4 gG 2^ 0^ 4^ 5"^ 

118. Ici, nous avons profite de la belle liaison qui se trouve parmi lea 
neuf formules rapport^es ci-dessus; mais en employant une autre formule di- 
rectrice quelconque, il n’est pas difficile de decouvrir toutes lea autrea for- 
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mules qui out la meme propriete par rapport k. la divisibilite par 3. Pren- 
nons par exemple la directrice suivante cboisie au hazard 

138679254 

et souscrivons a chaque terme, en forme d’exposans, taut la valeur de 


u = x — t-\-w 


que les autres de la meme espbce, de cette manibre: 

^=1234567 8 9 

a;= 138679254 

«=129364578 

11 32 g 9 03 76 91 2 ® 5 " 4 ® 

H 05 2^ 39 43 58 73 

9® 5® 9® 3’ 8® 2* 

et k present tout revient k tirer de Ik des formules simples oh non seule- 

ment tons les termes memes, mais aussi leurs exposans, sont differens; tels sont 

11 05 2* 39 76 9* 33 5’ 48 

H 05 g9 96 43 37 58 2* V 

d’oh Ton pent dbduire des formules nouvelles de la mbme espbce, qui, etant 
jointes a la proposee, peuvent servir k construire 27 nouveaux quarres complets. 

119. Avant que de finir cette section, j’ajouterai encore une demonstra- 
tion de la premifere regie du renversement, supposee jusqu’ici gratuitement 
comme vraye. Cette demonstration est d’autant plus necessaire qu’il y a 
quantite de quarres latins oh ce renversement est reellement incapable de 
fournir des directrices. II s’agit done de faire voir que, lorsque le nombre u, 
qui est =x — t w, varie par toutes les valeurs, pendant que t et x subis- 
sent les variations qui leur conviennent, aussi cette formule t — x-\- w, que 
je nommerai v, receive aussi toutes les valeurs differentes. 

Pour cet effet, il faut avoir Agard k toutes les diffbrentes espbees que 
les deux nombres t et x peuvent renfermer, comme nous avons fait voir dans 
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la demonstration du theorfeme precedent (§ 114 et 115) relativement aux di- 
rectrices qui repondent aax exposans 2 et 3 et comme cette table explique: 


t = 3/3 + 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

X == 

1 

2 

3 

2 

3 

1 

3 

1 

2 

^ 

1 

1 

1 

2 

2 

2 

3 

3 

1 3 

V === 3 ^ -f- j 

i 1 

1 

1 

3 

3 

3 

2 

2 

2 


d’oii il est clair que, lorsque u est de la forme 3^-f 1, v sera de la forme 
— 3;' + ! et partant la somme sera =2; c’est h dire que, dans ce cas 
w = 3/ -f 1, le nombre v sera le complement de k 2 ou Men k n-\- 2, n 
dtant la racine du quarre dont il s’agit. Or, dans les deux autres cas, 
ou u==By-\-B, on aura v== — ou v = — et par- 

tant dans Tun ou I’autre u-{- v = 5 ou bien = « -)- 5; c’est k dire que, dans 
ces deux cas, v est le complement de k 5 ou bien de « k % -}- 5. Il est 
done decide qu’en faisant varier u, le nombre v passera aussi par toutes les 
valeurs. 

Pour le cas oii n = 9, ecrivons les u dans leur ordre naturel, savoir 
u = l 2 3 4 5 6 7 8 9, 
et les V seront en vertu des regies 

v = 13279846 5, 

d’ok Ton voit plus dvidemment comment toutes les valeurs de v deviennent 
differentes par les variations de la lettre «. 


Fin de la Section troisieme. 
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SECTION QUATRIEME 

DES QUAEEES LATINS A QUADEUPLE MAECHB 
DE LA FOEME GENEEALE 

1 2 3 4 5 6 7 8 etc. 

2___6 — — — 

4___ 8- — — 

6 6 7 8 9 10 11 12 etc. 

6 — — — 10 - — — 

8 -- — 12 — — — 

etc. etc. etc. 


120. Puisque, comme il est evident par la forme generale, cette section 
ne pent regarder que les quarres dont la racine » est divisible par 4, nous 
mettrons n — 4m, et m marquera le nombre des menibres dont le quarre est 
compose, qui contiendront de chaque bande horizontale et verticale quatre on 
Men en tout 16 termes. Done si nous repr4sentons, de la manibre introduite 
au commencement de la section precedente, ces membres par les lettres 
A, B, C etc., de sorte que 


12 3 4 

GO 

luO 


2 

6 

(7=. 

3 — 

7 — — — 

4 

_8 



9 

10 

11 

12 


10 11 12 

etc. 


les diffbrens [casj que 
formes suivantes: 


nous aurons a considerer seront compris dans les 


A B G D 

B G JD A 

C I) A B 

JD A B G 


A 


A B 
B A 


ABC 

BOA 

CAB 


etc. 
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121. Si nous voulions trailer ces quarr6s sur le mfime pied que dans 
les sections precedentes, nous tomberions dans des calculs trbs embarrassans. 
11 sera done necessaire d’employer une autre metbode, qui pourra aussi etre 
mise en usage lorsque les quarres proposes seront de tout autre marche au 
de lb de la quadruple. C’est pourquoi je proposerai ici une methode qui 
facilitera trbs consid4rablenient ces rechercbes et par laquelle tons les objets 
seront representes d’une manibre aussi claire que facile. 


122. D’abord, en considerant un terme quelconque du quarre propose, 
que nous indiquerons par la lettre x, il s’agit de decouvrir le rapport que 
ce terme tient aux indices, le vertical = t, le horizontal = «; on il est clair 
qu’il faut avoir egard b quatre termes, dont les formules seront 4A + 

4A + 2j 41 + 3, 41 + 4. Conformement b ces quatre especes, nous mettrons 
toujours 

i = 4p + f, u=‘4cq + g, x = As-\-h, 

oil les nombres p, q, s seront toujours plus petits que m et les autres lettres, 
f, g, h, marqueront toujours un des quatre nombres 1, 2, 3, 4. Outre cela, 
en considerant le quarre propose, on s’aperQoivra aisbment qu’on aura tou- 
jours 

s = P + 2 , 

en observant que, lorsque le nombre x devient plus grand que w = 4m, on 
doit en retrancber le nombre n, et I’excbs marquera la juste valeur de la 
lettre s. 


123. Nous avons dbjb remarque ci-dessus que, dans ce cas des quarres 
b quadruple marcbe, le premier membre A pent recevoir quatre formes difte- 
rentes (voybs § 16) qu’H sera bon de mettre ici devant les yeux 



I. 



II. 



ni. 



IV. 


1 

2 3 

4 

1 

CO 

4 

1 

2 

3 

4 

1 

2 

3 

4 

2 

3 4 

1 

2 

1 4 

3 

2 

1 

4 

3 

2 

4 1 

3 

3 

4 1 

2 

3 

4 1 

2 

3 

4 

2 

1 

3 

1 

4 

2 

4 

1 2 

3 

4 

3 2 

1 

4 

3 

1 

2 

4 

3 2 

1 
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De ees formes pour le premier membre, il sera facile de tirer celles pour les 
membres suivans B, G, D etc., eu augmentaut tons les termes: pour le se- 
cond, B, de 4; pour le troisieme, G, de 8; [pour le quatrifeme, D,] de 12; et 
ainsi de suite. 


124. Commen^ons par la premiere forme dont la prenaibre horizontale 
representera les valeurs de f pour la forme i = 4^ pendant que la premibre 
verticale donne les valeurs de g pour la forme u = g] et les termes 
mbmes de eette forme marqueront les valeurs de la lettre h pour la forme 
a: = 4s + A, en observant que s=p-{- q. Cette signification pourra done btre 
representee de cette maniere 

f 

12 3 4 

' 1 I 1 2 3 4 

2 I 2 3 4 1 

^ 3:3412 
, 4 I 4 1 2 3 

ou les termes du quarre marquent les nombres h, pour toutes les valeurs de 
f et g. 


125. De lb, on construira aisement un autre quarre qui representera les 
valeurs de la lettre g qui repondent aux valeurs de la lettre / et A, et un 
troisibme pour les valeurs de f qui rdpondent aux valeurs de g et h. 


f 



12 3 4 

12 3 4 

fill 4 3 2 

i 

1 

14 3 2 

^ ^ ^ ^ ^ ^ 

2 

2 14 3 

3 13 2 14 ^ 

3 

3 2 14 

,4 4 3 2 1 

. 4 

4 3,2 1 


l) Dans I’edition originale, les lettres g et h sent ici permutees, par erreur. 


L. G. D. 
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Ces figures peuvent s’appliquer trfes commodement pour juger des formules 
directrices, dont la nature exige qu’li toutes les valeurs de t — Ap f 
repondent autant de differentes valeurs de la lettre x = As et en 

second lieu, que les valeurs de I’indice u = Aq-\-g soyent aussi dilfdrentes 
entre elles. 

126. Ayant exprime les valeurs des nombres t, w, x par deux membres, 
il sera bon de remarquer, pour la commodity des explications suivantes, que 
le premier est pour ainsi dire la CamcUristique, qui marque le plus proche 
multiple de 4 au dessous, et I’autre la Mantisse, qui indique la forme d’un 
nombre propose par rapport a la divisibilite par 4. Ainsi, pour les nombres 
du premier membre. A, qui sont 1, 2, 3, 4, la caracteristique sera 0; pour 
ceux du second membre, B, qui sont 5, 6, 7, 8, la caracteristique sera 4; 
pour ceux du troisieme, C, savoir 9, 10, 11, 12, elle sera 8; et ainsi de suite. 
Au reste, il est dvident que la caracteristique de x est toujours egale k la 
somme des caracteristiques de t et u, de sorte que, n’ayant dgard qu’aux 
caractdristiques, on aura toujours x = t-\-‘<^ et partant 

u==x — t. 

127. Done, puisque dans tous les cas les caraetdristiques ne sont sujettes 
a aucune difficultd, nous pourrons nous en passer entidrement, et partant 
nous n’aurons qu’k regarder les mantisses f, g, h, qui forment les formes de 
t, M, X, ou ce qui reste aprds la division par 4; et par cette raison, nous 
pourrons bien nous passer aussi des lettres f, g, h, au lieu desquelles nous 
nous servirons uniquement des t, u et x, comme nous avons fait dans les 
sections prdeddentes, ce qui facilitera considdrablement nos recbercbes. 

Cependant, nous ajouterons encore a ces trois lettres t, u, x, une quatrieme, 
V, qui se rapporte de la mdme manifere aux lettres x et t que u se rapporte 
aux lettres t et x, de sorte qu’en ne regardant que les caracteristiques, on 
aura 

V = t — X, 

au Lieu que nous avions u = x — t, d’oti Ton voit que la caracteristique 
de V sera toujours le ndgatif de celle de u ou bien son compldment au 
nombre w = 4m; et la somme des caraetdristiques de ces deux lettres sera 
toujours ou 0 ou n. 
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128. Maintenant, il sera facile de representer par des figures convenables, 
comment chacune de ces quatre lettres est determin^e par deux autres. Car 
d'abord, en regardant les lettres t et u comme connftes, la forme du nombre m 
sera determinee par la figure premibre, de laquelle on formera facilement la 
seconds, pour les valeurs de u, lorsque t et x sont conndes. 


1” figure 2^® figure 

"pofur Us valeurs de x pour les valeurs de u 
t t 




1 

2 

3 

4 


1 

2 

3 

4 


i 

■ 1 1 

1 

1 

2 

3 

4 

1 

1 

4 

3 

2 

u < 

2 : 

2 

3 

4 

1 

X 

2 

2 

1 

4 

3 


3 : 

: 3 

4 

1 

2 

3 

3 

2 

1 

4 


, 4 : ^ 

4 

1 

2 

3 

, 4 

4 

3 

2 

1 


De cette figure, on tire ensuite aisement la troisibme, pour les valeurs de v 
par t et x, puisqu’on n’aura qu’k en changer les indices t et x; ou bien, en 
laissant eeux-ci, on n’aura qu’h changer les colonnes horizontales et verticales, 
comme on pent voir par cette figure. 

figure 

pour les vaUurs de v 
t 


X 


■ 1 
2 

3 

4 


1 2 

1 2 
4 1 
3 4 
2 3 


3 

3 
2 
1 

4 


4 

4 

3 

2 

1 


figures, il est d’abord clair qu’en trams- 

Z:‘ 1 Do-. l-L on aura 

a repond te quelconqne, dans laqneUe k I'indice vertical t 

Z dans laqnelle, 

■narqnant par Z le temre qni rdpond i I'indice vertical T, on n’a qu’k 
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prendre T = u et X = x, et alors, en nonamant TJ I’indice horizontal de cette 
nouvelle formule, on aura TJ=t. Car il est clair que, pendant que les deux 
lettres T et X varient par toutes les valenrs, aussi la lettre U passera pai 
les mSmes variations. II ne s’agit done que de ranger les differentes valenrs 
de M = T selon lenr ordre nature!. 


130. En second lieu, il ne sera pas difficile de demontrer qu’ayan t trouv 
une formule directrice entre les lettres t et x, on en puisse toujours deduire 
line autre entre T et X, en prennant 

T=x et 


Car on voit par la troisifeme figure que I’indice horizontal u sera dans ce 
cas =v, et partant, il ne s’agit que de demontrer que, pendant que les 
valenrs de u varient par tons les nombres depuis 1 jusqu’k 4, aussi eelles 
de V subiront les mfemes changemens. 

Prennons pour cet effet une nouvelle figure, qui nous marque la somme 
des deux lettres u v par les donnees t et x. 

t 


X 


1 

2 

3 

4 


1 2 

2 6 
6 2 
6 6 
6 6 


3 4 

6 6 
6 6 
2 0 
0 2 


d’ou il est clair que, puisque les caracteristiques de m et de se detruisent 
on aura toujours u-\- v = 2 on bien « + v = 6, dont le premier aura lier 
toutes les fois que = l ou bien •M = 4A + lj tous les autres cas, il j 
aura u-\-v = ^ ou bien u-\- v = n 


131. Developpons ces cas differens. D’abord en prennant « = 4A + 1 
on aura v = — iX 1 ou bien, en y ajoutant n, on aura v = 4(m — A) -f 1 
d’oh Ton voit que, pendant que la lettre u revolt toutes les valenrs de h 
forme 1, la lettre d recevra aussi toutes ces valenrs. En second lieu, ei 
prennant u — 4^ 2, on aura v — 4(m — A) 4; ou bien v sera le complemen 
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detikGoukre + fi; done, pendant que % vaxie par tontes les Talenrs de la 
forme 2, la lettre v passera par celles de la forme 4. Et si u passe par 
celles de la forme 3, v recevra les valeurs de la meme forme. Enfin, pen- 
dant que % prend tontes les valeurs de la forme 4, v prendra celles de la 
forme 2. D’ou il est clair qu’en general, si u passe par tontes les variations, 
aussi z) = O’ les subit de mfime; par consequent, le renversement des formu- 
les directrices a lieu dans tons ces cas sans la moindre restriction. 


132. De cette double transformation de chaque formule directrice, on 
pent dedtdre plusieures autres. Car etant parvenu aux valeurs 

J=a:, X = 0"=^, 

en ebangeant suivant la premibre transformation les lettres T et U, on aura 
cette nouvelle transformde 


T=v, X=f, U—x; 

et de 1^, en ebangeant saivant I’antre transformation les lettres T et X, on 
aura cette nouvelle 

T=^t, X = -(;, 0’=«, 

qui rdpond k ceUe que nous avons trouvde dans les sections prdeedentes par 
ndtre seconde regie. 


133. Qnoique nous ayons trouve encore d’autres transformations, il suffira 
de mettre en usage les deux qui repondent a celles des autres sections; vu 
que, par la combinaison de ces deux regies, on peut deduire de ebaque di- 
rectrice propos4e jusqu’k douze nouvelles. C’est pourquoi nous les mettrons 
ici devant les yeux: 

Ayant une directrice quelcongue, dans laguelle il repond d Vindice vertical t 
le terms x, en mettant pour la nouvelle directrice Vindice vertical T et le terms 
qui lui repond = X, on aura toujours 


par la premiere regie T = x et X — t, 
par la seconde regie T=^t et X == v, 
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oil le nombre v doit etre determine par la troisieme figure domee ci-dessus 
et que nous aliens repeter ici, puisque c’est de cette seule forme que depen- 
dent toutes les transformations qu’on voudra faire. 

Figure 

pour les vcdeurs de v 
t 


X 


1 

2 

3 

4 


12 3 4 

12 3 4 
4 12 3 
3 4 12 
2 3 4 1 


134. Apres ayoir trouve toutes les directrices pour I’exposant 1, on du 
moins une grande partie, il est clair qu’en ajoutant ctiaque terme d’une 
telle directrice ou 4 ou 8 ou 12 etc., on aura les directrices pour les expo- 
sans 5, 9, 13 et ainsi de suite; et partant, il ne reste qu’k faire voir com- 
ment on pent trouver des directrices pour les exposans 2, 3, 4, 6, 7 etc., A 
fin qu’on en puisse tirer un systbme entier de directrices; aprbs quoi, comme 
on a vu jusqu’k, present, il n’est plus difficile de construire le quarre complet. 


136. Soit, pour le terme % dans la directrice pour I’exposant 1, I’indice 
horizontal = u. Dans la directrice pour I’exposant 2, soit I’indice horizontal 
du terme dans celle pour I’exposant 3, soyent le terme a:" et Tin- 

dice = m"; et ainsi des autres, ri" et a;"" et etc. Cela pose, le pre- 
mier membre, A, nous montre les relations suivantes entre ces differentes va- 
lours de x\ 

X — 1, 2, 3, 4, 

a;' =2, 3, 4, 1, 
x"^3, 4, 1, 2, 

x'" = 4, 1, 2, 3. 

Il faudra done ddmontrer que, pendant que la lettre u varie par toutes les 
valeurs, aussi les lettres u', u", u'" subiront les mtoes variations. 
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136. Gonsid&ons pour eet effet les figures tiroes de la seconde donnee 
ci-dessus, qui exprime les valeurs de u par t et x\ elles serout representees 
de la maiuere suivante: 


Pour u 

Pour tt'') 

t 

t 

12 3 4 

'l 2 3 4 

14 3 2 

1 1 j 2 1 4 3 

2 14 3 

2 13 2 1 4 

j 

3 2 14 * 

314321 

4 3 2 1 

,4 ' 1 4 3 2 

Pour u" 

Pour v!" 

t 

t 

12 3 4 

12 3 4 



[1 

3 2 14 


4 3 2 1 


2 

4 3 2 1 

2 

14 3 2 

x'" * 

3 

o£'\ 

14 3 2 

3 

2 14 3 


4 

2 14 3 

.4: 

3 2 14 


En comparant la seconde de ces figures avec la premiere, on voit qu’il y a 
partout = m + 1 ou u' = h, — 3, dont le dernier a lieu lorsque m = 4; 
dans tous les autres cas, il y a = Ensuite, en comparant la troi- 

sieme figure avec la premifere, on aura ou u"=u-\-'2 ou u"==u — 2, dont 
le dernier cas a lieu lorsque u' — B ou =4. Enfin, la comparaison de la 
quatrieme figure declare qu’on aura u"' = u — 1 dans tons les cas, exceptd 
celui de w=l, pour lequel il devient 3. II est done ddeid^ qu’en 

donnant k u toutes les valeurs convenables, les lettres u, u", u'" passeront 
par les mmes variations. 


I ^ ' 

r f I 3 ' 

1) Dans le tableau pour ti, I’edition originale porte al { au lieu de x 
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137. On Toit done clairement de quelle manifere, d’une directrice quel- 
conque pour I’exposant 1, on pent former un systfeme complet de directrices 
et un quarre complet. Mais de ce que nous ayons dit dans les sections 
precedentes, on comprend aussi facilement que, pour former les directrices des 
exposans 2, 3, 4, on pent employer differentes directrices pour I’exposant 1, 
pourvu que leurs termes suivent le m§me ordre par rapport a la divisibiUte 
par 4, ce qui est une source trfes feconde qui multiplie consid^rablement le 
nombre de tons les quarr^s complets, par rapport k toutes les differentes 
directrices trouv4es pour I’exposant 1. 


138. Apres ces rechercbes generates pour tons les quarres divisibles 
par 4, nous aliens considerer quelques cas particuliers. Or d’abord, quand 
le quarr4 propose ne contient qu’un seul membre, A, qui est un quarre k 
simple marcbe, nous avons demontre, dans la premibre section, qu’il n’est 
pas susceptible de directrices. C’est pourquoi nous nous bornerons k rapporter 
le cas de n==8, ok le quarre renferme deux membres, A et J5, dont la 
forme est 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 


2 

3 

4 

1 

6 

7 

8 

5 


3 

4 

1 

2 

7 

8 

5 

6 


4 

1 

2 

3 

8 

5 

6 

7 


5 

6 

7 

8 

1 

2 

3 

4 


6 

7 

8 

5 

2 

3 

4 

1 


7 

8 

5 

6 

3 

4 

1 

2 


8 

5 

6 

7 

4 

1 

2 

3 


Ce quarre fournira apparemment 48 

directrices 

pour 

I’exposant 1, en I’exa' 

minant suivant les regies donnbes 

ci-dessus; 

je 

vais 

en rapporter celles qu( 


j’ai trouvbes par la premibre mbthode, enseignee § 11 et suiv., qui sont 
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13758426 
13754862 
13864257 
13867524 
1 3 5 7 8 4 2 6 

1 3 5 7 2 8 6 4 

1368754 2 
1 3 6 8 2 4 5 7 


14768425 
14762583 
14873562 
14873265 
14586327 
1458276 3 

14668 7 32 

1 4 6 5 3 2 8 3 


desquelles on ponrra trouver aisement le reste, en y appliquant les regies 
tant de fois repetees. 


139. Nous ne nous arrSterons pas a d^velopper les quarres magiques 
que ce cas peut fournir, puisque tous les principes ont 4te suffisamment ei- 
pliqu4s et demontres; et les trois autres cas de la forme du premier mem- 
bre, A, u’ayant; plus la moindre difficult^, en les txaitant de la mSme manifexe 
que la premiere forme, il seroit superflu de poussex plus loin ces recherches. 
Nous finirons done cette section par la remarque que le cas que nous ve- 
nous d’y examiner ne sauroit avoir lieu lorsque le nombre des membres A, 
B, C etc. est 3 ou 5 ou peut-Stre tout autre nombre impair quelconque. 


Fin de la Section Qmtrieme. 
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SECTION CINQUIEME 

DE LA TRANSFORMATION DBS QUARRES 
TANT SIMPLES QUE COMPLETS 


140. Ay ant vu que tontes [les] method es que nous avons exposees jusqu’ici 
ne sauroient foumir aucun quarre magique pour le cas de « = 6 et que la 
m6me conclusion semble s’etendre k tous les nombres impairement pairs de 
n, on pourroit croire que, si de tels quarres sont possibles, les quarres latins 
qui leur servent de base, ne suivant aucun. des ordres que nous venons de 
considerer, seroient tout k fait irreguliers. II faudroit done examiner tous 
les cas possibles de tels quarres latins pour le cas de n = 6, dont le nom- 
bre est sans doute extrkmement grand. Et comme outre cela la formation 
des quarres irreguliers n’est pas si aisee, je vais rapporter une methode par 
le moyen de laquelle on pent transformer facilement, en plusieures formes 
diffdrentes, tous les quarres rdguliers et examiner ensuite s’ils admettent des 
directrices ou non. 


141. Cette methode tient a ce principe: que si, dans un qtcarre latin 
propose, deux nombres a et I se trouvent dans les angles d'un paralldogramme 
rectangle, de la maniere que cette figure les represente 

a h 

h a 

on pourra echanger entre dies ces deux lettres, en ecrivant a au lieu de 6 et & 
au lieu de a; dont la raison est dvidente, car on voit bien que, nonobstant 
cette transposition, toutes les colonnes horizontales et verticales renferment 
encore les mbmes nombres. II est done evident que par ce principe on 
sera en ^tat de transformer chaque quarre propose en plusieures autres for- 
mes diff^rentes qui auront, par rapport aux formules directrices, des pro- 
pri^tes tout k fait particulibres. 
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142. Considerons par exemple le quarre latin h simple marche de 36 
cases suivant 

1 2 3 4 5 6 

2 3 4 5 6_ 1 

3 4 5 6 1 2 

4 5 6 1 2 3 

5 6 1 2 3 4 

6 1 2 3 4 5 


qui, comme nous avons demontre dans la section I, § 20, n’admet aucune 
directrice. Transposons de la manifere rapportee les deux nombres marques, 
3 et 6, disposes en parallelogramme, et nous obtiendrons le quarrd qui suit 


1 2 3 4 5 6 

2 6 4 5 3 1 

3 4 5 6 1 2 

4 5 6 1 2 3 

5 3 1 2 6 4 

6 1 2 3 4 5 


qui, malgre la confomute apparente, diflffere si essentiellement du quarr4 pro- 
pose, quon en pent deduire un grand nombre de directrices pour tons les 
six exposans, quoique I’autre n’en a foumi aucune. Les Yoici: 


1 6 5 2 4 3 
1 6 5 3 2 4 
1 4 6 2 3 5 
1 4 2 5 6 3 
1 5 4 3 6 2 
1 5 2 3 6 4 
1 3 4 6 2 5 
1 3 6 5 4 2 


4 3 2 5 1 6 
4 3 2 6 5 1 
4. 1 3 5 6 2 
4 1 5 2 3 6 
4 2 1 6 3 5 
4 2 5 3 6 1 
4 6 1 3 6 2 
4 6 3 2 1 5 
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2 

4 

3 

1 

6 

5 

5 

7 

6 

4 

3 

2 

2 

3 

5 

1 

4 

6 

5 

6 

2 

4 

1 

3 

2 

3 

6 

4 

1 

5 

.5 

6 

3 

1 

4 

2 

2 

1 

5 

4 

6 

3 

5 

4 

2 

1 

3 

6 

3 

2 

4 

1 

6 

5 

6 

5 

1 

4 

3 

2 

3 

6 

2 

1 

5 

4 

6 

3 

5 

4 

2 

1 

3 

6 

1 

4 

2 

5 

1 ^ 

3 

4 

1 

5 

2 

3 

5 

2 

4 

6 

1 

6 

2 

5 

1 

3 

4 


143. Apres avoir trouv4 toutes ces directrices, il ne reste qu’a examiner 
si Ton en pent former un systfeme complet, moyennant lequel on puisse com- 
pletter le quarre simple propose. Or, en considdrant attentivement les di- 
rectrices pour les exposans 2, 3, 5, 6, on verra que, de quelque manifere 
qu’on les veuille combiner, elles ne fournissent dans la quatrifeme bande 
verticale que les deux nombres 1 et 4, de sorte que ces deux nombres se 
trouveroient n^cessairement • deux fois dans la mfeme bande du systbme com- 
plet, dont Timpossibilit^ absoMe saute aux yeux. Nous pouvons done hardi- 
ment assurer que le quarre simple proposb ne sauroit fournir une solution 
du problbme. 


144. J’ai examine par cette methode un trbs grand nombre de quarres 
transform^s semblables, sans en rencontrer un seul qui n’ait eu le m§me in- 
convenient, de ne fournir aucun systbme de directrices dont I’une ou I’autre 
bande verticale ne renfermat un nombre deux fois, et je n’ai pas hesite d’en 
conclure qu’on ne sauroit produire aucun quarrd complet de 36 cases, et 
que la mfeme impossibilite s’dtende aux cas de w = 10, w = 14 et en general 
k, tons les nombres impairement pairs. Car, ayant trouve une methode de 
transformer un quarr^ magique quelconque en plusieures (mbme jusqu’b, 24) 
formes diff<irentes, s’il se trouvoit un seul quarre complet pour le cas de 
n = G, il y en auroit certainement plusieures autres dont les quarres latins 
fondamentaux seroient tous diffdrens entre eux. Or, ayant examine un nom- 
bre trbs considerable de tels quarres, il me parolt impossible que tous les 
cas mentionnes me fussent echappes. 
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145. Ce raisounement pourra etre port6 h, un beaucoup plus haut degr4 
de certitude par la transformation gendrale que nous allons exposer, moyen- 
nant laquelle cbaque quarre latin propose pent Stre transforme en plusieurs 
autres qui ont tous la m6me propriete par rapport aux directrices; de sorte 
que, si le quarre propose n’admet point de directrices, aussi tous les quarres 
transformes seront de la meme nature, et en cas que le quarre propose en 
admet un syst'eme complet, aussi tous ceux qui en ont etd deduits fourniront 
des quarres magiques complets. 


146. Pour cette transformation generale, on n’a qu’k, changer la significa- 
tion des nombres dont le quarre latin est compose, en substituant k leur 
place d’autres nombres dans nn ordre quelconque et en reduisant ensuite le 
nouveau quarre suivant I’ordre que nous avons observe jusqu’ici, c’est k dire 
que les nombres de la premifere bande tant borizontale que verticale se sui-' 
vent dans leur ordre naturel. De cette manibre, on obtiendra toujours un 
nouveau quarre doue des memes proprietes par rapport aux directrices, parce 
qu’on n’a qu’k apporter les mbmes cbangemens dans les directrices du quarre 
propose. Par la on voit que cette methode doit btre d’autant plus fertile 
dans la production de nouveaux quarres que le nombre n est grand. Car 
pour les cas de n = % 3, 4, il n’y a aucun changement a attendre. Pour le 
cas n==h, la variation pourroit monter jusqu’k trois et pour le cas de 
n — Q, le nombre doit etre d’autant plus considerable que I’ordre de six 
nombres pent recevoir jusqu’a 720 variations, dont il y a pourtant plusieures 
qui reviendront k la mSme forme. 


147. Pour mieux dclairctr la manibre et I’usage de ces transformations, 
nous allons prendre pour exemple le dernier quarre de 6 qui a ete si fertile 
en directrices; d’ou, en changeant les nombres k volonte d’une manibre quel- 
conque, par exemple en ecrivant 

4 6 1 3 2 5 

au lieu de 

1 2 3 4 5 6, 


nous obtiendrons le quarre suivant 
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4 6 1 

3 

2 

5 

6 6 3 

2 

1 

4 

13 2 

5 

4 

6 

3 2 5 

4 

6 

1 

2 14 

6 

6 

3 

5 4 6 

1 

3 

2 

qui, en rdduisant en ordre les bandes 

tant 

borizontales que verticales, re^ 

cevra cette forme ordinaire: 

12 3 

4 

5 

6 

2 4 1 

5 

6 

3 

3 5 2 

6 

4 

1 

4 16 

2 

3 

5 

5 6 4 

3 

1 

2 

6 3 5 

1 

2 

4 


Si nous traitions de la mSme manifere tous les quarr^s latins de 36 cases, k, 
simple ou k doable ou k triple marcbe, qui, comme nous avons demontre, 
n’admettent aucune directrice, nous obtiendrions un grand nombre d’autres 
quarr^s semblables qui n’en seroient pas plus susceptibles; de sorte qu’il 
suffira d’en avoir examine un seul, pour porter un jugement sur la nature 
de tous les autres. 

148. De Ik il est clair que, s’il existoit un seul quarrd magique com- 
plet de 36 cases, on en pourroit deduire plusieurs autres moyennant ces 
transformations, ■ qui satisferoient dgalement aux conditions du problbme. Or, 
ayant examine un grand nombre de tels quarres sans avoir rencontrd un 
seal, il est plus que probable qu’il n’y en ait aucun. Car le nombre des 
latins ne sauroit fetre si dnorme, que la quantity de ceux que j’ai examines 
n’en devroit avoir fourni un qui admet des directrices, s’il y en avoit; vu que 
le cas de w = 2 et w = 3 ne fournit qu’un seul, le cas de n = 4 quatre, le 
cas de = 5 cinquante six, d’aprbs un ddnombrement exact, d’ou Ton voit 
que le nombre des variations pour le cas de n = 6 ne sauroit 6tre si pro- 
digieux, que le nombre de 50 ou 60 que je pourrois avoir examinees n’en 
fdt qu’une petite partie. J’observe encore, k cette occasion, que le parfait de- 

Leonhardi Euleri Opera omnia I? Coinmentationes algebxaicae 49 



386 


RECHERCKES SUR ERE NOUVELLE ESPECE 


[230-231 


nombrement de tous les eas possibles de variations semblables seroit un 
objet digne de rattention des G-eom'etres, d’autant plus (jue tous les principes 
couuus dans la doctrine des combinaisons n’y sauroient prater le naoindre 
secours. 

149. En examinant plusieurs de tels quarres fomads au hazard, j’ai re- 
marque une difference etonnante par rapport aux directrices; j’en rencontrois 
tantot qui n’en fournissoient aucune, tantot qui ne donnoient aucune 
pour deux exposans, mais deux pour chacun des autres. Entre autres, je 
suis tombe aussi sur un quarre qui me parolt meriter une attention parti- 
culiere, puisqu’il m’a fourni quatre directrices pour chaque exposant, et mbme 
telles qui sembloient promettre un systbme complet; c’est pourquoi je vais 
rapporter ici le quarre qui me les a foumies. 

Quarre. 

1 2 3 4 5 6 

2 1 5 6 3 4 

3 4 1 2 6 5 

4 5 6 1 2 3 

5 6 4 3 1 2 

6 3 2 5 4 1 

Directrices. 


1 

4 

6 

5 

3 

2 1 

3 

2 

6 

5 

1 

4 

5 

1 

2 

4 

6 

3 

1 

5 

2 

3 

6 

4 ' 

3 

1 

4 

5 

2 

6 

5 

2 

1 

6 

4 

3 

1 

6 

5 

2 

4 

3 

3 

6 

5 

4 

2 

1 

6 

4 

2 

1 

3 

6 

1 

3 

4 

6 

2 

5 

j 

3 

6 

2 

1 

5 

4 

5 

4 

3 

6 

2 

1 

2 

4 

6 

3 

5 

1 

4 

1 

3 

5 

6 

2 i 

6 

1 

4 

2 

5 

3 

2 

5 

1 

3 

4 

6 

4 

3 

1 

6 

5 

2 

6 

5 

1 

4 

3 

2 

2 

6 

3 

1 

4 

5 

4 

2 

5 

3 

6 

1 

! 

'6 

2 

4 

1 

3 

5 

2 

3 

6 

4 

1 

5 

4 

3 

5 

2 

1 

6 

6 

( 

5 

3 

2 

1 

4 


Toutes ces directrices ont la belle propriety que chaeune d’elle a sa ren- 
versde parmi les autres. Mais, pour en former un systeme complet, on n’en 
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sauroit combiner qne qnatre, et cela des deux manibres suivantes 


1 5 2 3 6 4 

2 6 3 1 4 5 

3 1 4 5 2 6 

4 3 1 6 5 2 


1 3 4 6 2 6 

2 5 1 3 4 6 

3 6 2 1 5 4 

4 1 3 5 6 2 


et il est clair que des directrices pour les exposaus suivans, 5 et 6 , il ne 
s’accorde aucune pour completter le systeme. 


150. On. pourroit appliquer de semblables transformations aux vrays 
quarrbs magiques on complets; mais il seroit superflu d’en construire d’au- 
tres par le cbangement des nombres. Il y a au contraire une autre espbce 
de transformation, qui leur est particulibre, puisque dans tout quarre magi- 
que les nombres latins et grecs peuvent btre echanges entre eux, d’oti I’on 
obtient toujours un nouveau quarre entibrement different. Ainsi, en prennant 


pour exemple le quarre complet 

de 

25 

cases 

suivant 

1 * 

2 » 

3* 

43 

5' 

2 *’ 

3' 

45 

5* 

1 * 

3’ 

4^ 

5' 

1 ® 

2 ^ 

4^ 

5* 

1 * 

2 ^ 

3® 


1 * 

2 * 

3* 

4^ 


on en tirera, par le cbangement des nombres mentionne, le quarrb smvant 

1^ 5® 4* 3* 2® 

22 JS 54 45 31 

3s 2* 1^ 5" 4' 

44 35 2‘ 1® 5* 

55 41 32 2® 1^ 

qui, btant mis en ordre, reprendra sa forme primitive; mais aussi ce cban- 
gement n’est-il qu’un cas trbs particulier de la transformation generate que 
nous allons proposer. 
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lal. Eemarquons que, comme chaque terme d’un quarre complet con- 
tient deux nombres, dont Fun a ete nomme le nombre latin et Fautre le grec, 
aussi la case que ce tenne occupe est determinee par deux nombres, dont 
Fun est Findice horizontal et Fautre le vertical. Chaque terme avec la case 
qu'il occupe est done determine par quatre nombres, a, h, c, d, dont le pre- 
mier, a, soit Findice horizontal, h Findice vertical, c le nombre latin et d le 
nombre grec; et tons ces quatre nombres a, h, c, d seront permutables. De 
cette maniere, les termes du dernier quarre de 25 cases pourront etre reprd- 
sentes de la maniere suivante: 


1 

1 

1 

1 

1 

2 

2 

5 

1 

3 

3 

4 

1 

4 

4 

3 

1 

5 

5 

2 

2 

1 

2 

2 

2 

2 

3 

1 

2 

3 

4 

5 

2 

4 

5 

4 

2 

5 

1 

3 

3 

1 

3 

3 

3 

2 

4 

2 

3 

3 

5 

1 

3 

4 

1 

5 

3 

5 

2 

4 

4 

1 

4 

4 

4 

2 

5 

3 

4 

3 

1 

2 

4 

4 

2 

1 

4 

5 

3 

5 

5 

1 

5 

5 

5 

2 

1 

4 

5 

3 

2 

3 

5 

4 

3 

2 

5 

5 

4 

1 


Pour peu qu’on reflechisse sur ces quaternaires, on s’apercevra aisement que 
tons les quatre nombres peuvent etre echanges entre eux de toutes les ma- 
niferes possibles, et je n’ai pas besoin d’ajouter que le nombre des variations 
est de 24, qui a la verite ne produiront pas toutes de nouveaux quarres, 
mais pourtant une bonne quantite, et d’autant plus que le nombre n est 
grand. 


152. J avois observe ci-dessus [§ 148J qu’un parfait denombrement de 
toutes les variations possibles des quarres latins seroit une question trbs im- 
portante, mais qui me paroissoit extrbmement difficile et presque impossible 
dbs que le nombre n surpassoit 5. Pour approcher de cette enumeration, il 
laudroit commencer par cette question: 

En combten de manUres differentes, la premiere bande horizmtale etant 

dmnee, peut-on varier la seconde bande horuontale pour chaque nombre Toro- 
pose n? 
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n nombre des variations 

i 


1 

0 

2 

1 

3 

II 

HA 

+ 

o 

o 

4 

3==2-l +1-1 

5 

11=3-3 +2-1 

6 

53 = 4 . 11 _|_ 3 . 3 

7 

309 = 5 • 53 +4-11 

8 

2119 ==6-309 +5-63 

9 

16687 = 7-2119 -+- 6-309 

10 

148329 = 8 - 16687 -+- 7 - 2119 

etc. 

etc. 


Ue la il est clair que ces nombres constituent une progression ou espece de 
serie recurrente dont chaque terme est determine par les deux precedens, 
mais dont Tdclielle de relation est variable. Mnsi, si Ton met les lettres 
P, Q, R, S pour les nombres des variations qui repondent aux nombres n, 
« + 2, w + oil ^-ora tonjours 


et 


R= nQ (« — 1)P 
(n + l)R + nQ. 


Ou peut trouver de la une formule independents de n, par laqueUe chaque 
terme S peut fetre exprime par les trois precedens, P, Q, B. Car, la penul- 
tifeme Equation donnant 


il y aura 


B — Q — (n — 1) -j- P), 


n 


_ B-Q. 
~PTQ’ 


d’ou I’ou voit que B — Q est toujours divisible par P Q~ De la meme 
maniere on aura 
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et partant 


S-B=^n(Q + Ji) 


n = 


S-B 

Q+B' 


En retranchant done Tequation prec4dente de celle-ci, on aura 

.__8-B B~Q 
Q + B P+Q’ 

doii Ton tire 


PS-PB+ QS~ QR~ItJR^PQ-]-PE-j- QB 


et partant 


on bien 


Ainsi, en prennant 


^,_PQ + 2PB + 2QB + BB 
P+Q 

S = 2B+-Q + ^^^-Q 

= 2B-{-Q+ (j + Q)iP-Q) . 

P+Q 


P=53, ^ = 309, J? = 2119, 

on aura 


2i?4- $==4547, J?_$ = i8io, i2+$ = 2428, P+$ = 362; 

de E = 5 et partant 

8 = 4547 + 5 • 2428 = 16687. 

On bien, en prennant 

^=309, $ = 2119, i? = 16687, 

11 y aura 

2Ji+«_8649S, B-e_14668, Je+e_18806, i>+C_2428; 

^ ■= 6 et partant 

iS== 35493 “|- 6 • 18806 = 148329, 
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La serie des nombres de variation a encore une trbs belle propriete, 
dont la verite n’est rien moins qn’evidente: c’est qu'on peut m4me determiner 
chaque terme par le seul precedent. Ainsi, quand le nombre des variations pour 
le nonabre des termes de la seeoilde horizontale, n, est == P et pour le nombre 
n -\-l = ^, il y aura toujours'^) 


oil le signe sup^rieur a lieu si n est un nombre impair, et I’inferieur s’il 
est pair. Outre cela, prennant It pour le nombre des variations du cas 
w d- 2, puisque nous avons trouve 


It =•= nQ (n — 1)P, 


jp _j_ ^ 

si nous mettons au lieu de Q la valeur trouvee Q = nF -f , nous aurons 

une formule qui determine le terme B par le seul avant-precedent P, 
savoir 


P = «wP— P+l + (» — 1)P = (»-!)(% + 2) P+1. 


Ainsi, en prennant 
on aura 
et prennant 
il y aura 


» == 6 et P == 63, 

P = 5- 8 -53 — 1 = 2119; 

n = l, oil P=309, 

P = 6 • 9 • 309 + 1 = 16687. 


Mais je dois avouer que je n’ai trouve la propriete de determiner chaque 
nombre par le seul pr^c^dent que par pure induction, et je ne vois pas trop 
bien comment on pourroit la d4duire de la nature de la s4rie. 

Cependant, il y a un moyen de la deduire immediatement de la s6rie; 
du moins les reflexions suivantes nous approcheront d’avantage de la verite 
de I’assertion que Q = «P + — . Car, si . Q est le nombre des variations 
pour un cas quelconque de n, soit impair ou pair, et B le nombre des va- 
riations pour le cas suivant, oh le nombre des termes est « + l, il y auroit 
en vertu de I’expression rapport^e 

jp — 1- 

1) Edition original (trois fois): . Yoir la preface de Tediteur. L. Gr. D. 
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et 


nQ = (nn — 1)P+1 


(n 4- 1) P = (nn + ^ + 1 , 

# 

oil le signe superieur a lieu si n esfc un nombre impair, I’inferieur s’il est 
pair. Or, la somme de ces deux expressions foumit cette equation 

(n -f l)iJ nQ= (nn + 2n) Q + (nn — 1)P, 


qui se reduit a 

(« + 1) P = (nn + ^ 4- (nn — 1) P, 

d’ou Ton tire, en divisant par n-\- 1 , la valeur de 

B = n Q (n — 1)P, 


qui eouTient parfaitement avec celle que nous avons deduite ci-dessus de la 
nature de la serie. 

Yoila ee que j’ai cru devoir ajouter par rapport au denombrement des 
variations qui peuvent avoir lieu dans les quarrds simples fondamentaux, 
en laissant aux Grdomttres 'a voir s’il j a des moyens pour acbever I’enu- 
meration de tons les cas possibles, ce qui parolt fournir un vaste champ 
pour des recherches nouvelles et intdressantes. Je mets fin ici aux miennes 
sur une question qui, quoique en elle-mdme de peu d’utilite, nous a conduit 
des observations assds importantes tant pour la doctrine des combinaisons 
que pour la theorie gendrale des quarrds magiques. 


SOLUTIO QUAESTIONIS 

AD CALCIJLUM PEOBABILITATIS PEETINENTIS 
QUANTUM DUO CONmOES PEESOLVERE PER EA N T 
UT SUIS HAEREDIBUS POST UTRIUSQUE MORTEM 
CERT A ARGENTI SUMMA PERSOLVATUR') 


Gommeatatio 599 iadicis Enestkoemiani 
Opuscula aaalytiea 2, 1785, p. 315—330 


• 1. Assumimus hie eiusmodi aerariura publicum esse constitutum, cuius 
facultates quotannis vicesima sui parte augeri queant, ita ut summa 100 Eubel- 
lonum post annum ad 105 Rub. excrescat; quare si brevitatis gratia 
ponamus ^ == praesens pecuniae summa == C post n annos aestimanda 
erit X”C. Yicissim autem quaevis pecuniae summa C post n annos solvenda 
praesenti tempore valorem habere censenda est = ~ • 

2. Ponamus nunc argenti summam, quam ambo coniuges post utriusque 
mortem acquirere optant, esse = lOOO Rub., unde intelligitur, si tempus huius 
solutionis esset cognitum, annorum praeterlapsorum numero existente 
eius valorem praesentem futurum esse = . Tantum igitur illi coniuges 

praesenti tempore in aerarium conferre tenerentur. Verum cum tempus 
solutionis maxime sit ineertum, siquidem demum post utriusque mortem fieri 
debet, verum et praesentem valorem huius summae secundum regulas calculi 
probabilium ex longaevis mortalitatis observationibus petitas determinari 

l) Vide CommentatLones 335, 403, 473 kuius Yoluminis nee non fragmentum sub finem 
adiectnin. L. G. D. 

Lkoi^hardi Etjlebi Opera omnia I? Commentationes algebraicae 50 
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oportet. Hunc in finem utar tabula, quam olim in Tomo Memor. Berol. pro 
Anno 1760 inserui^), nbi, si praeraagnus numerus M infantum simul natorum 
consideretur, eorum nnmerum post n annos adbuc superstitum indicayi cha- 
ractere {n)M\ ex quo intelligitur talem characterem (n) designate fractiones 
eo minores, quo maior fuerit annorum numerus n, ac tandem circa 100 annos 
prorsus in nihilum abire. Tabulam igitur horum valorum pro singulis annis 
elapsis Me exponamus. 


(1) 

= 0,804 ; 

(26) 

= 0,552 1 

(49)- 

0,370 ! 

(73)_ 

0,145 

(2) 

= 0,768 

(26) 

= 0,544 1 

(60)- 

0,362 

(74)- 

0,136 

(3) 

= 0,736 

(27) 

= 0,535 

(61)- 

0,354 

(75)- 

0,125 

(4) 

= 0,709 

(28) 

= 0,525 

(52)- 

0,345 1 

(76)- 

0,114 

(5) 

= 0,688 

(29) 

= 0,516 

(53)- 

0,336 i 

(77)- 

0,104 

(6) 

= 0,676 


= 0,507 ■ 

(54)- 

0,327 

(78)- 

0,093 

(7) 

= 0,664 

(31) 

= 0,499 1 

(56)- 

0,319 

(79)- 

0,082 

(8) 

= 0,653 ’ 

(32) 

= 0,490 

(56)_ 

0,310 

(80)- 

0,072 

(9) 

= 0,646 ! 

(83) 

= 0,482 ! 

(57)- 

0,301 : 

(81)- 

0,063 

(10) 

= 0,639 

(M) 

= 0,475 ! 

(68)- 

0,291 

(82)- 

0,054 

(11) 

= 0,633 

(36) 

= 0,468 

(69)- 

0,282 1 

(83)- 

0,046 

(12) 

= 0,627 

1 (36) 

= a461 : 

(60)- 

0,273 

(84)- 

0,039 

(13) 

= 0,621 

^ (S’) 

= 0,454 

(61)- 

0,264 

(85)- 

0,032 

(14) 

= 0,616 

(88) 

= 0,446 

(62)- 

0,254 

(86)- 

0,026 

(16) 

= 0,611 

^ (S9) 

= 0,439 

(63)- 

0,245 

(87)- 

0,020 

(16) 

= 0,606 

(40) 

= 0,432 

(64)- 

0,235 

(88)- 

0,015 

(17) 

= 0,601 

(41) 

= 0,426 

(66)- 

0,225 

(89)- 

0,011 

(18) 

= 0,596 

(42) 

= 0,420 

1 (66)- 

0,215 

(90)- 

0,008 

(19) 

= 0,590 

: («) 

= 0,413 

(67)- 

0,205 1 

(91)- 

0,006 

(20) 

= 0,584 

(44) 

= 0,406 

(68)- 

ai95 

(92)- 

0,004 

(21) 

= 0,577 

(46) 

= 0,400 

‘ (69)- 

0,185 

(93)- 

0,003 

(22) 

= 0,571 

(«) 

= 0,393 

! (70)- 

0,175 

(94)- 

0,002 

(23) 

= 0,565 

(«) 

= 0,386 

■ (’1)- 

0,165 

(96)- 

0,001 

(24) 

= 0,559 

(48) 

= 0,378 

(72)- 

0,155 



l) Vide Commentationem 334 

Kiiius voluminis, imprimis p, 87. L. 

G. D. 
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3. Ponamus nanc praesenti tempore aetatem mariti esse = a annorum, 
uxoris vero = h annorum, et quo ratiocinia instituenda clarius percipi qaeant, 
fingamas simal ingentem nameram taliam coniagum, qai sit N, eiasdem aetatis 
adesse, qai pariter sais haeredibas post utriasque mortem summam 1000 Eab. 
acquirere opteat, ande, si summa initio persolvenda statuatar = x, aerariam 
ab his omnibus accipiet summam Nx. 

4. Sin autem magis arrideat, at istad pretium x non statim ab initio 
totum, sed potius per totam vitam aeqaaliter distribatum solvatar, calculam 
nostrum ad daplicem solutionem accommodemas, dum altera statim ab initio 
samma in aerarium soMtur, altera autem qaotannis insaper qaaepiam 
samma = s solvitur, qaamdia scilicet non solum amho coniuges, sed etiam 
alteruter tantam saperstites fuerint. Solutione autem hoc modo absolata si 
qais voluerit totam pretiam statim ab initio persolvere, pro hoc casu poni 
oportebit = 0 et littera x quaesitum pretium indicabit. Sin autem quis 
maluerit hoc pretium per totam vitam aeqaaliter distribui, poni oportebit 
x = z eritqae z samma singulis annis solvenda usque ad mortem utriasque 
coniugis. 

5. His constitatis statim ab initio ab omnibus illis N coniugiis solvetur 
summa =Nx. Nunc videamas, postquam elapsi fuerint n anni, quot coniugia 
adhuc tarn integra quam dissoluta, dam scilicet interea alteruter fuerit mor- 
taas, sint superfutara; turn enim a singulis istis in aerariam solvetur summa 
= z, cuius valor praesens aestimandas est • Praeterea vero pro quovis anno 
currente inquirendum est, quot coniugia penitus extinguantur; quoties enim 
hoc evenit, toties eorum haeredibas praemiam illud 1000 Eub. persolvi 
debet, cuius ergo valor praesens erit • Hoc igitar modo calculum nostrum 
prosequi oportet usque ad extremum vitae humanae terminam, et cam. omnes 
tarn expensae qaam reditus fuerint ad praesens tempus reducti, eos inter se 
aeqaari conveniet, unde pro lubitu sive x sive z determinare licebit. 


6. His praemissis incipiamus ab anno prime, cuius initio adesse ponun- 
tur N mariti, omnes eiusdem aetatis = a, totidemque axores eiusdem aetatis 
= 6, a qaibus aerarium aceepit summam — Nx. Hunc igitar elapso anno 

prime secundum tabulam supra allatam numerus maritorum adhuc superstitum 

60 * 
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erit 17 ideoque numerus interea defimctorum = N. Simili 

modo numerus uxonim adliuc superetitum erit N, earum autem, quae 
interea sunt mortuae, numerus JV. Quia igitur quilibet horum mari- 

torum superstitum initio habuit coniugem, instituatur liaec proportio: uti 
numerus omnium uxorum initio se habet ad earum numerum superstitum, ita 
numerus xirorum elapso anno superstitum ad numerum eorum, quorum uxores 
adhuc erunt superstites; qui ergo numerus erit N, a quibus sin- 

gulis in aerarium solvitur summa = z; cuius xalor praesens cum sit —> 
orietur valor 

_ (a -f 1) (h -j- 1) Nz 

“1^6) T’ 

Turn vero numerus eorum maritorum, qui interea uxores amiserint, erit 

f 1 Q> + 1)\ y. 

(a) ~b) J^’ 

qui cum itidem in aerarium solvant summam z, ea ad initium relata erit 

(«+l)/'i (b + l)\Nz 
- (a) V (6) 

uncle patet hunc Talorem cum praecedente coniuiictum fore 

(ci -|- 1 ) Nz 

id quod per se est manifestum, quia quilibet maritus superstes hanc summam 
z solvere teuetur, sive eius uxor adliuc vivat sive secus. 


7. Consideremus nunc etiam eos niaritos, qui intra hunc annum erunt 
mortni, quorum numerus est (^1 — N\ ubi duo casus se offerunt. Alter 
casus eos spectat maritos, quorum uxores adhuc sunt superstites, quorum 
numerus per superiorem analogiam inverdtur: uti se habet numerus omnium 
uxorum initio viventinm ad earum numerum post annum superstitum, ita 
numerus virorum interea defunctorum ad eorum numerum, quorum uxores 
adhuc sunt superstites; qni ergo numerus erit 


(& + 1 ) 
(6) 
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quae cum singulae etiam in aerarium conferant summam — eius yalor ad 
initium relatus erit 

(^ + 1 ) /-• + 1 )\ Ns 

'\h) V («) ) l’ 

unde omnes reditus prime anno elapse in aerarium influentes erunt 

Ns / (a -f- 1) I + 1^) (® + 1) (b 

^ V {a) ‘(J)' lhr)> 

quae ergo quantitas tribus constat partibus. Prime scilicet valor multi- 
plicatur per numerum maritorum superstitum, qui est deinde etiam 

(h 4- 1) 

per numerum uxorum superstitum, qui est Hinc autem auferri de- 

bet numerus coniugiorum adhuc integrorum, quia singula non duo s, sed tan- 
tum unum s expendunt. 

8. Alter casus eos spectat maritos, quorum uxores non amplius sunt 
superstites. Ex praecedente autem calculo apparet numerum eorum mari- 
torum mortuorum, quorum uxores interea quoque sunt defunctae, esse 

Tot ergo coniugia penitus sunt extincta, quorum igitur haeredibus ex aerario 
solvendum erit praemium constitutum 1000 Eub.; quod cum statim persolvi 
debeat, nullam usuram lucrari interea potuit, unde istae expensae ad initium 
relatae etiamnunc valebunt 

9. Progrediamur nunc ad annum secundum, cuius initio superstites erant 

mariti N, uxores vero N, inter quos subsistent adhuc coniugia 

Integra 

(a + 1) (I 

W'"W ' 

/(« 4^1) 1 (^ + 1) + 1) (ft -I- 1) \ Ty- 

V (a)' •+ ■ (&)■ ' (a) (&) 'r"’ 


soluta vero 
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ita ut numerus coniugiorum penitus extinctorum sit 

/ [a + l] (6 + 1) I ( » + l) (6+l) N 

(«) ^ 


sive 




(a) 

At vero in, fine anni secundi numerus maritorum superstitum adhuc erit 
numerus vero eoxum, qui hoc biennio sunt mortui, — 


W . . (& 4- 2) ^ ^ 

Similique mode numerus uxorum adhuc superstitum erit — N, earum vero, 

quae biennio sunt mortuae, (l — unde numerus coniugiorum hoc 

biennio extinctorum erit 




(Lt,!)W 

- (6) r''- 


Quare cum numerus coniugiorum primo anno extinctorum fuerit 


numerus eorum, quae intra hunc secundum annum sunt eitincta, erit 

(a + 1) I (6 + 1) (a + 2) (6 + 2) (o + 1) (6+1) , (<* + 2) ( 6 + 2) '\ 

{a) ^ ^6^ icii ib) ~ (a) ■ (6') ^ (a^ ' (h) J ’ 


(i) 


pro quibus singulis quia persolvitur summa mille Rub., tota summa ob usuram 
ad initium relata valebit 

1000 A*^(ct + 1) — (fls+2) I (6 + l) — (6+2) (ct'+l)(6 + l) — (ijt+ 2) (6+ 2)\ 

" ~r 7il\ /„\ /j,\ / ■ 


V 


(o) 


(P) 


(o)(6) 


10. Quia nunc initio secimdi anni numerus coniugiorum tarn integrorum 
quam solutorum erat 

jyr/Ca + l) I (6+1) (» + l) (6+l)\ 

(a) + (6)“ (a) ■ (6) )’ 

si hinc auferamus numerum coniugiorum hoc anno extinctorum, remanebit 
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numerus eorum, qui circa finem secundi anni singuli solvent summam z, quo- 
rum ergo numerus erit 

y/( a + 2) (,&+ 2) (« + 2) (6 -f 2) \ 

^ (6) (aV' Q>) )- 

Toties igitor ab his summa 2 in aerarium infertur, unde totus valor ob 
usuram duorum annorum minutus prime initio valebit 

Nzna-\-i) (6+2) (a + 2) (6 + 2)\ 

A' V (a) { 1 ) ^ («) (6) /■ 

11. His expositis iam ad annum quemeunque sequentem progredi pote- 
rimus. Ponamus igitur iam elapsos esse n annos hoeque tempore numerus 
maritorum superstitum erit ante autem iam defun ctorum ^1 — — — 

Eodemque mode numerus uxornm adhuc superstitum est - N, demortuarum 
vero (1 — N, unde numerus coniugiorum tarn integrorum quam solutoram 
hoc tempore erit 

/(a + «) . (6 + >») (a + n) (6 + »)\ 

V («) Q>) ' («) (&) ^ ’ 

at vero numerus coniugiorum toto hoc tempore penitus extinctorum erit 



12. Iam procedamus ad finem istius anni ac simili mode numerus coniu- 
giorum, sive integrorum sive solutorum, nunc erit 

717- /(» + + 1) I (6 + w+l) (a + w + l) (6 + « + l)\ 

(6) (a) "-(6)"' 7’ 

a quibus singulis in aerarium persolvitur summa z, cuius valor ad initium 
translatus est -Trr, unde tota summa circa finem huius anni in aerarium so- 
luta pro initio valebit 

/(ft + w + l) . (6 + n + l) (a+n+l) (6 + «+l}\ 

"(a) ‘(6)” («) (^)' 
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Turn vero numerus omnium coniugiorum ab ipso initio usque ad tempus 
« -j- 1 annorum estinctorum erit 

quare, cum usque ad initium huius anni iam extiucta fuissent 

coniugia, numerus eorum, quae hoc demum anno sunt extincta, erit 

— (o + w-}-l) . + — (J + M-l-l) (a+M)(6-j-w) — (o+w+ 1) (i!>+w-f-l)\ 

\ ' (V) (^)(fe) ' ■ 


Quoniam igitur pro his singulis expend! debet summa 1000 Eub., valor harum 
expensarum ad initium relatus erit 


1000 jy 


(a + fi) — (a + M + l) (J + w) — (2»+w + l) 
(a) ~ " (h) 

_ (a -f tt) (6 -f- «) — (a « -j- 1) (& -p w + 1) 

Wf) ~ • 


13. Oolligamus nunc omnes tarn reditus ex quantitate g oriundos quam 
expensas ex solutione illorum 1000 Eub. ortas; ae primo quidem omnes re- 
ditus, qui praeter summam principalem Nx in aerarium inferuntur, per 
ternas sequentes series express! inveniuntur: 



(a+l) 

(a + 2) 

2 ? {a) ^ 

(a 4- 3) 

(« + «) ^ 
' X^ia) 


-j_ 1 

+ X{i) + 

(^ + 2) , 
X\l) + 

(6 + 3) 

{h + n) 
X^{b) 


(a + l)(6 + l) 

{(1 -f 2) (6 -j” 2) 

{a + 3) (& + 3) 

(a-f w)(& + w) 


l{a) (J) 

X\a){l) 


r(a)(6) ^ 
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Quodsi ergo brevitatis gratia statuamus 


P = 


Q = 




(« + l) I (a + 2) . (a +3) . (a + 4) . , (95) 

' I ■■T 1 -X^’ 

(6 + 1) I (6 + 2) (5+3) (&+4) , (95) 

I X^ X^ X* 

(a + 1) (6 + 1) (a + 2) (6 + 2) (a + 3) (6 + 3) 


erit tota summa redituum 


N<c + + tI — r^)* 

\(a) ( 6 ) (a) {by 

Colligamus simili modo omnes expensas in nnam summam, qnae summa 
ex sex sequentibus seriebus erit composita: 



(«) + 

(« + 1) 1 

A (a) 

(a+ 2) 
'A^a) 

4“ 

{a 4“ B) 
A»(o) 

+ etc. 


(a+ 1) 

(a + 2) _ 

(»+3) 


(a + 4) 

— etc. 


(a) 

A (a) 

A* (a) 


X\a) 

1000 iV ' 

+ + 
^ {b) ^ 

(6+1) , 
A(6) 

(6 + 2) 
X\b) 

(6 + 3) 

+ 

(6 + 3) 
X\h) 

(6+4) 

+ etc. 


(& + 1) 

(6+2) 


— etc. 


(i) 

A(6) 

X\b) 


A»(6) 


(a)(6) 

(a 4- 1) (6 -f- 1) 

(a 4h 2) (& 4” 2) 


(a+3)(6 + 3) 

— etc. 


(a)(6) 

A(a)(6) 

A*(a)(6) 


A»(a)(6) 


_l_ (« + 1) (6 + 1) 1 

(a)'(6y 

(a 4- 2) (?> •+ 2) 

'A (a) (6) ^ 

(a + 3) (J 4“ 3) 


(a + 4) (& 4” 4) 

+ etc. 


X\a){b) 

A»(a)(6) 


14. Perspicuum est etiam hie summas trium serierum constitutas P, Q, B 
commode in subsidium vocari posse hincque omnes expensas ad initium re- 
latas expressum iri per sequentem formam 


iooo^r(a^-y + 


{V)+Q 


XQ 

Q>) 


(oj^ Qi) R I XJf? \ 
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seu 


iooon(i-^ 


(l-X)P (l-X)Q 

(«y (6) 




(«)( 6 ) )’ 


consequeater aequatio pro solutione quaestionis propositae erit 


^ ^ ((a) + (b) (a) (h) ~ 


4 . 4 . 

(a) (5) (a){b) )' 


15. Cam iam sit 


erit 


A — 1 = 


100 


, 106 
^ = ioo’ 

et 1000(A — 1) = 50, 


ande nostra aequatio erit 



1 . 

(&) 



50^ 50J2 

\b) + (a)(6)* 


Quamobrem si totum pretinm statim ab initio persolyi debeat, ita nt sit 
;g = 0, erit boc pretium 


a: = 1000 


50P 50^ 

(a)' (6) 


50 

w^y 


Sin autem velimns, ut pretium per totum temporis intervallum usque ad 
mortem utriusque coniugis aequaliter distribuatur, poni debet a: = atque 
contributio annua prodibit sequens 



1000 -^-^+^® 

(«) (fe) (o) (5) 




It 


(a) ' (6) («)(6) 


sicque totum negotium buc redit, ut pro qualibet aetate utriusque coniugis 
valores ternarum serierum litteris P, Q, B insignitarum investigentur, quos 
ergo in sequentibus evolvamus. 
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EVOLUTIO VALOEUM P ET ^ 

16. Quoniam series Q siraili modo ex aetate I definitur, quo series P ex 
aetate a erui debet, sufficiefc alterutram tautum pro singulis aetatibus evol- 
visse. Cum igitur sit 

P_(a + 1) I (« + 2) (a + 3) . (95) 

si omnes termini huius seriei ad eandem denominationem A®®”" reducantur 
atque ordine retrograde disponantur, fiet 

P- ((95) + (94) A + (93) A® + (92) A® + - • + (a + 1) A“-“) . 


17. Evolutio autem tuius seriei non parum foret taediosa, si per singu- 
los annos earn absolvere vellemus. Quia autem valores characteram (a) et (6) 
non adeo sunt certi, ut non aliquam aberrationem agnoscere debeamus, suf- 
ficiet quinos terminos se insequentes invicem coniungere eorumque summam 
quintuple termini medii aequalem statuere, ita ut pro quinis prioribus ter- 
minis scribi queat 5 (93) A®, quo facto valor nostrae litterae P erit 

P = ((93) A® + (88) A’ + (83) P* + . - . + (a + 3) ; 


quare si . banc seriem littera p designemus, ut sit 


p = (93) A® + (88) A’ + (83) A'® H h (« + 3) 

invento valore litterae p erit 


Mneque 


Eodem modo, si ponatur 


p 

P 5p 

(a) (a)A®^~“ 


51 * 


q = (93) A® + (88) A’ + (83) A'® H h (6 + 3) A®*'*, 
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habebitar 



^ _ 
( 6 ) ( 6 )^ 95 -** 


EVOLUTIO TEETH YALOEIS B 

18. Series, qaam littera B designavimus, erat baec 

7 ? == + l) (^ + 1) I ( a -f 2) (6 - f- 2) , I + it > + ^) I 

I n *" ' ’ 

quam. seriem eo usque continuari oportet, donee termini sequentes evaneseant, 
quod fit, si alteruter numerorum (a + w) vel (b -f ^^) superet 96, unde, statim 
ac maior horum diiorum numerorum ad istum terminum exsurgit, series hie 
terminata est censenda. 

19. Quia autem ambo numeri a et 6 in nostrum calculum aequaliter iu- 
grediuntur neque ullum discrimen inde nascitur, etiamsi hae duae litterae 
inter se permutentur, ita ut » denotet aetatem uxoris et b aetatem mariti, 
assumere poteximus aetatem a semper esse maiorem quam 6; si enim uxor 
natu maior fuerit quam maritus, turn a designabit aetatem uxoris, at b mariti. 
Quare cum aetatem h tanquam minorem spectemus, discrimen littera d de- 
signemus, ita ut sit 6 = a — d, ubi quidem differentia d nulla exit, si ambo 
conduges eandem habuerint aetatem. 

20. Hoc observato ultimus nostrae seriei terminus ibi exit, ubi fit a -j- « = 96 
ideoque « == 95 — a, ita ut iam nostra series futura sit 

+ , {a + 2){b + 2) , , (96)(?> + 95-a) 

X + A* “1 T" 

ubi ergo ultimus termdnus est • Reducamus nunc, ut ante, omnes 

has fractiones ad eandem denominationem ac totam seriem ordine re- 

trograde disponamus reperiemusque 


327—328] 


CALCULUM PROBABILITATIS PERTINENTIS 


405 



(95) (95 - (^) + (94) (94 — d)X-\- (93) (93 — d) A" 
+ (92) (92 — c^) A® H H (a + 1) (a + 1 — (?) A®*"" 


cuius ergo seriei summam pro singulis valoribus araborum numerorum rt et c? 
computari oportet. 


21. Quo autem iste calculus facilior reddatur, iterum quinos terminos, 
ut ante fecimus, in unum contrabamus, dum scilicet eorum summam quin- 
tuplo medii inter eos aequalem aestimabimus, quo facto habebimus 

B = „ ((93) (93 - (?) A® + (88) (88 - (?) A^ H h (« + 3) (a + 3 — (?) A®® " “)) . 


Quodsi ergo ponamus 

/' == (93) (93 — (?) A® -j“ (88) (88 — (?) A^ -j- • • • -J- (ft -|- 3) ((t -f" 3 — c?) A 
invento valore huius seriei r erit ipse valor, quern quaerimus, 

5r 


SS~a 


B: 


;^96-a ; 


2i 

et quoniam pro nostro calculo indigemus valore erit 


(a)(b) (a)(6)I®®-“ 

bisque valoribus pro singulis casibus inventis aequatio nostra generalis erit 






1000 


50P_^ 50JR 

(»T (?»)' ^ (»)(&)’ 


22. Quoniam hie duo numeri occurrunt, a et d, iste calculus multo 
maiorem laborem postulat quam praecedens pro seriebus P et Q; quern ut 
sublevemus, ambos numeros a et (? per quinarium vel crescere vel decrescere 
assumemus; banc ob rem plures casus evolvi oportebit pro variis valoribus 
differentiae d, quam successive statuemus 0, 5, 10, 15, 20 etc. Unde bos casus 
sequenti modo ordine referamus. 
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unde fit 


CASUS I 

QUO d - 0 IDEOQUE h = a 

Hie ergo erit 

r - (93)"i«+ (88)>;i>+ (88)»i- + ... + 

R 5r 


et 


(ay A85-<»(a)2' 


Turn ergo erit 


CASUS n 

QUO d = 5 IDEOQUE h = a-b 


r - (98) (88) A> + (88) (88) A’ + (83) (78) A“ +... + („ + g) (o _ 2) A”- *, 
unde fit 


S-JX- et — « 


A®®-® 


br 


(«)(*- 5) 


CASUS m 


QUO d^m IDEOQUE 6 = a - 10 


Hie ergo erit 

r = (93) (83) A" + (88) (78) V -f (83) (73) -f • - . -f (« 
nnde fit 


(o + 3)(<.-7)A“-, 


et - ■« 


XSi-a 


br 


(a) (a -10) A«-®(_a)(^0)‘ 


CASUS IV 

QUO d - 15 IDEOQUE b = a - ib 


Hoc casu erit 

r = (93) (78) AH (88) (73) AH (83) (68) A^^ 
unde fit 

-r~» 5r 

et 


H 1- (a + 3)(a — 12)A®^-“ 


B ^ B 


A*-“ 


or 


(a) (a -lb) 
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CASUS V 

QUO d=20 IDEOQUE 6 = a — 20 

Turn ergo erit 

r = (93) (73) + (88) (68) + (83) (63) + • - • + (a + 3) (a - 17) A*'*"*, 

unde fit 

5r , -R 5r 

® (a) (a— 20) A®®-“(o) (a— 20) 

CASUS VI 

QUO d =- 25 IDEOQUE 6 = o — 25 


Hoc casu erit 

r = (93) (68) A^ + (88) (63) + (83) (58) + • • • + (a + 3) (a - 22) A^*-“, 
unde fit 


JR == . et 


E 


5r 


(a) (a -25) !»'-“(«) (o- 25) 


CASUS VII 

QUO d = 30 IDEOQUE 6 = a — 30 


Turn ergo erit 

r = (93) (63) A^ + (88) (58) A^ + (83) (53) A^^ ••• + (« + 3) (a — 27) A“^-“, 


unde fit 



et 


E 5r 

(a) (a - 30) I®' - “(a) (a -30) ' 



SOLUTIO 

QUAEUNDAM QUAB8TIONDM DIFFICILIOEUM 
m CALCULO PEOBABILIUM') 


Commentatio 600 indicis Enestroemiani 
Opuscula analytica 2, 1785, p. 331—346 


1. His quaestionibus occasionem dedit Indus passim publice institutus, 
quo ex nonaginta scbedulis, numeris 1, 2, 3, 4, . . . 90 signatis, statis tem- 
poribus quinae scbedulae sorte extrahi soleut. Hinc ergo buiusmodi quae- 
stiones oriuntur: quanta scilicet sit probabilitas, ut, postquam datus extrac- 
tionum mimerus fuerit peractus, rel omnes nonaginta numeri exierint vel 
saltern 89 vel 88 vel pauciores. Has igitur quaestiones, utpote difficillimas, 
Me ex principiis calculi probabilium iam pridem usu receptis resolvere con- 
stitui. Heque me deterrent obiectiones Illustris d’Alembert*), qui hunc cal- 
culum suspectum reddere est conatus. Postquam enim summus G-eometra 
studiis mathematicis valedixit, iis etiam bellum indixisse videtur, dum ple- 
raque fundamenta soUdissime stabilita evertere est aggressus. Quamvis enim 
bae obiectiones apud ignaros maximi ponderis esse debeant, baud tamen 
metuendum est inde ipsi scientiae ullum detrimentum allatum iri. 


1) Vide Commentationes 338 et 812 kuius volmninis neo non illas litteras duas nota 1 

p. 11.3 3 j, G. D. 

2) J. L. D Alembert (17 1 7—1 783), deflexions sur le calcul des probahilites. Opuscules mathem.^ 
Paris, t.II (1761), p. 1—25; t.IY (1768), p. 73-79, 283—310; t YII(l780), p. 39-60, 384—386. 
J)outcs et questions sur le calcul des prohalUites. Melanges de litt., d’hist. et de philos., Amster- 
dam, t. Y (1773), p. 273 304. Confer etiam articulos Croix ou pile et Gageure^ qui continentur 
in UncyclopedUj ou Dictionnaire raisonne des sciences, des arts et des metiers^ pnlolie par M. Diderot 
et ¥. D Alembert, Paris 1751—1769. Ceterum vide M. Caktor (1829—1920), Vorlesungen uber 
QeschicUe der MathemaUJc, Leipzig, III, 2. Aua. (1901), p. 639; IV (1908), p. 222—229. L. G. D. 
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2. Qui in hniusmodi investigationibus elaborarunt, facile perspicient 
resolutionem harum quaestionum calculos maxime intricatos postulare, quos 
autem mihi beneficio certorum characterum, quibus iam aliquoties^) optimo 
successu sum usus, superare licuit. Huiusmodi scilicet chaaracter 

(f). 

quo fractio uncinulis iuclusa repraesentatur, mihi denotat istud productum 

P p—^ 

1 2“ T T ■ ■■ q"~' ’ 

cuius ergo Talor quovis casu facile exhiberi potest. Circa bunc characterem 
autem sequentia uotasse iuvabit. 

1®. Semper est 

2®. Si q = 0, semper est 

(!)-'■ 

3®. Si q sit vel numerus negativus vel maior quam p, valor ipsius 
semper est = 0. 

4®. Deinde si p numerus negativus, turn istam formulam 

(?) 


l) Vide Commentationes 521, 575, 584 (indicis ENBSTROBMiAm): Theoremes analytiques. 
Exiraits de diffdrentes lettres de M. Euler d M, le marquis de Condorcet, Mem. de l^acad. d. 
sc. deParis(1778), 1781, p. 603 — 614, De miraliUbus proprietatibifs unciantm^ quae in evoVutione 
hinomii ad potestatem quamcunque evecti occurrmit , Acta acad. sc, Petrop. (1781: I), 1784,, 
p 74—111, Deinsignihus proprietatibus unciarnm hinomii aduncias quorumvis polynomiorum extensis, 
Acta acad. sc. Petrop, (1781: II), 1785, p. 76—89; Leonbardi Euleri Opera omnia^ series I, 
Yol. 18 (Comm. 521) et 15 (Comm. 575 et 584), lisdem cliai*acteribus Eulerus usus est etiam iu 
posterioribus Commentationibus 663, 726, 768. Ceteriim notaBdum est singulas editiones principes 
in designandi modo inter se differre: in alteris Commentationibus (575, 584, 600) unci quadrati, 
in alteris (521, 663, 726, 768) unci rotundi adbibentur. L. G. D. 


Lkonhardi Euleki Opera omnia I? Commentationes algebraicae 


52 



410 


SOLUTIO QDAEUNDAM QUAESTIONUM DIFFICILIOEUM 


332-333 


reducere licet ad hanc 




ubi signum + valet, si q numerus par, — vero, si impar; unde patet istam 
formam etiam in hanc mutari posse + ‘ 


3. His praemissis qnaestiones ex ludo memorato natas generalissime sum 
tractaturus. Hnmerum scilicet schedularum denotabo littera m, quas singulas 
litteris diversis a, h, c, d etc. signatas assume, ne usus numerorum absolutorum 
confusionem pariat. Deinde quovis tractu ex his schedulis i schedulas extrahi 
supponam, unde numerus omnium variationnm, quae in his tractibus eontin- 
gere possunt, erit = . Praeterea si numerus tractuum successive institu- 

tomm fuerit = n, ex principiis combinationum patet numerum omnium 
variationnm, quae contingere queant, esse Hoc ergo modo sequentia 

problemata percurram. 


PEOBLEMA 1 

Si numerus schedidarum litteris a, b, c, d etc. signatanm sit m indeque 
quolihet tractu extrahantur i scliedulae atque iam numerus tractuum ‘peractorum 
fuerit = n, quaeritur, quanta sit prdbahilitas, ut omnes m litterae a, b, c, d etc. 
exiermt. 


SOLUTIO 

4. Hie primo observandum est, quoniam in n tractibus numerus schedu- 
larum extractarum est in, omnes litteras exire non posse, niai fuerit in'> m 
ideoque 


vel saltern non minus. Denotet iam J numerum omnium variationum, quae 
in his w tractibus evenire possunt, eritque, ut iam indicavimus. 
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qui cum sit numerus omnium casnum possiMlium, pro nostra quaestione 
hinc omnes casus excludi detent, qui pauciores quam m litteras continent. 

Primo ergo, si numerus litterarum tantum esset = w — 1, quod m modis 
fieri potest, numerus casnum, qui tantum wi — 1 litteras vel pauciores con- 
tinent, erit 

/m — IV 

quern numerum ponamus = A. 

Simili modo, si binae litterae excludantur, quod (y) modis fieri potest, 
numerus casuum tantum m — 2 vel pauciores litteras continentium erit 

( ‘m,\ 

Vi / ■ \ i ) ’ 

quern numerum littera B indicemus. 

Porro sit G numerus omnium casuum, qui tantum m — 3 litteras vel 
pauciores continent, eritque 

Eodemque modo fit 

Atque his elementis constitutis inveni numerum omnium casuum, qui omnes 
m litteras contineant, esse 

A—A-\-B — C+I> — etc., 

quern numerum indicemus littera 


5. Evidens est hunc numerum S per solam theoriam combinationum 
determinari posse ideoque nulli prorsus dubio esse obnoxium, ita ut tanquam 
veritas geometrica spectari possit. Hinc autem secundum principia proba- 
bilium numerus casuum favorabilium per numerum omnium casuum possi- 
bilium divisus praebebit probabibtatem quaesitam; quae ergo si ponatur = i7, 
erit 
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Quare cum sit 

+ B ~ (7+ D — etc., 

pro Mtteris 4 .1, S, 0 etc. valores aeeignatoe subetitaendo erit 

PO^ » ttactue „„aee 

esse debet, qeeties’ to 1^-”” 

- «teeL tLiri::r:rr:*t 

/ my 

[tJ = 21 * = 9261 , 

/ m\ /m — iy 

VTA~— j= 7 - 15 * = 23625 , 

\tJ {—f-J “ 21 . 10 * = 21000 , 

VTA"j =35 - 6 * = 7560 , 

fm\fn — 4:y 

lT;("j = 35 . 3 * = 945 , 

/ fm — ^y 

lTA~-r-) = 2 i- i*= 2 i, 

/ m\ /fn — QY 

unde prodit 2' = 0. 


fuerit 


6. Dummodo ergo n non sit minus aiiATn ”* 
b sive ^ -27=0; 


at si 


m = in, 


»krprte”n^;“LZTmer ‘7 rt ^ 

proauctum ex mens ftctonbns constam. Erit enim 
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quod ut exemplo illustremus, sumamus, ut ante, » = 3 et i = 2, sit vero 
m = 6; atque forma prior pro S data praebet ^^=90, altera vero dat 
X'= 15 ■ 6 • 1 = 90. 

7. Quanquam autem liae formulae, si pro n maiores numeri accipiantur, 
valde fiunt prolixae, tamen per logarithmos hand difficile erit quovis casu 
valorem, probabilitatis il assignare. Cum enim sit 




■■ m 


{m - 




B m — l (m — l—i)” 
C m — 2 (m — 2 — i)” 


S 


bine sumptis logarithmis erit 


3 (w— 2)“ 

etc., 


ex quibus colligitur 


I ^ = lm — nl ——V , 

J m — t 

, B , m — l 7 m—l 

A 2 m — l — i 

T C ,OT — 2 7 m — 2 

B 3 m — 2 — i 

etc., 


I Im — nl — 

A m—% 

, B T A , ^ m — 1 7 


m— 1 
m — l—i 

m—2 


C j JB . j — 2 -j 

—— = I - — I— I - - I r ; 

J J ^ 3 m — 2 — ?> 

etc. 


ABC 


Unde ergo facile inveniuntur valores , ~ etc., quibus iuventis probabilitas 

quaesita erit 
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8. Applicemus haee ad casum ludi initio memorati, quo est w = 90 et 
i = h, eritque, ut sequitur: 

^4= Z90-w?4= 1,9542425 — «• 0,0248236, 

^ o5 

+ = + 1,6483600 — n ■ 0,025110V) 

^ z/ 2 84 ^ 

i 4 = ^ 4 + ^ S = ^ 4 + 1,4673614 — n ■ 0,0254046, 

j 4 = i 4 +• S = ^ 4 + 1,3374593 — n • 0,0257054, 

^ z/ ' 4 82 ^ ’ 

z4 = «4 + ^¥-«^I^ = ^4+ 1,2355285 — n • 0,0260135,') 

^ J h 81 z/ ' 

z 4 = z 4 + Z ^ 4 4- 1,1512676 — n ■ 0,0263289, 

? 4 = ^ 4 + + 1,0791813 — n • 0,0266622 

z/ z/ ' 7 79 z7 ‘ ’ ’ 

etc. 


9. Perspicuum Me est, quo maior accipiatur numerus tractuum n, eo 
promptius istam progressionem convergere, ita ut, si n denotet numerum 
veh.enien.ter magnum, semper proximo proditurum sit 77= 1; turn scilicet 
maxime erit probabile omnes prorsus m numeros exiisse. Contra autem, si 
numerus n parum superet minimum valorem ^ = 18, evolutio horum termi- 
norum naaxime fiet operosa, cum pluribus terminis sit opus, antequam ad 
evanescentes perveniatur. 

Sumamus n = 100, ut huic quaestioni respondeamus, quanta sit proba- 
bilitas, ut post centum tractus omnes nonaginta numeri exierint. Hie ergo 
erit 


1) Editio princeps: +l,6483600-w 0, 0250107 et J ^ + 1,235 5283 — w • 0,026 0133. 

Itaque etiam Talores in seqnentibus paragraphis erant eorrigendi. L. G. D. 
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, J) 


*1 


ergo 


= 8,60917, ergo ^ = 0,0407, 
= 7,53607, ergo == 0,0034, 
= 6,30299, ergo ^ = 0,0002, 

= 4,93719, ergo ^ = 0,0000, 
77=0,7411. 


10. Sit n = 200 et pro hoc casu erit 

I — = 6,98952, ergo ^ = 0,00098,^) 

I = 3,615 74, ergo ^ = 0,00000 , 

unde colligitur probabilitas, quod post 200 extractioues omues numeri exierint, 

77 = 0,999 02,^) 

quae probabilitas certitudini omnes exiisse valde est propiuqua. 


PEOBLEMA 2 

JPositis, quae in proUemate praecedente sunt constituta, qmerifur, quanta futura 
sit probabilitas, ut saltern m — 1 litterae post n tractus exierint. 

SOLUTIO 

11. Hie ergo numerus tractuum omnes m litteras contiuentium non ex- 
cluditur, unde patet tractuum numerum nostro praesenti casu fore maiorem. 
Calculo auteru subducto, si numerus horum casuum ponatur S', inveni fore 

1) Editio piinceps; ■^ = 0,00097 et 11=0,99903. Correxit L. G. D. 
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r = - 15 + 20 - 3D -1- 4^ - 5 J’ -i- etc., 


unde probabilitas, q^uod post % tractus saltern m — 1 litterae exierint, erit 


ideoque 


i7' = 


A 


il'==l 


D 

A 





etc. 


12. Hoe ergo casu erit 


^ = (?)■- (?) ('^)'+ 2 (?) (“^T- K?) (”'7-)+ ^ (f ) (=^)‘- 


unde, si applicatio fiat ad ludum memoratum, cum litterae A, A, B, C, D etc. 
eosdem retineant valores, calculus per logarithmos institutus ex inventis 
valoribus j etc. facile perficietur. Ita, si post 100 tractus requiratur 

probabilitas, quod saltern 89 numeri exierint, ob 

= 0,0407, ^- = 0,0034, ~ = 0,0002 

erit ista probabilitas 

ir= 0,9655. 

Unde sequitur probabilitatem, quod tantum pauciores numeri exierint, fore 
0,0345. 


PROBLEMA 3 


lisdem positis, ut hacUnus, quaeritur, quanta, sit prdbaiilitas, ut saltern, wi — 2 
litterae post n tractus fuerint extractae. 


SOLUTIO 

13. Humerus omnium casuum, qui saltern m — 2 litteras contineant, per 
litteras ante stabilitas A, A, B, C, D etc. ita definitur, ut sit 


0 + 3 D — 6D? + 10 D"— etc.. 


338—339] 


IN OALCTJLO PEOBABILIDM 


417 


quae, expressio restitutis valoribus hoc modo se habet 




(f)'- (i)(f) {’^y+ (i)(f (^) ■- a) (f) (-7 


+ etc., 


atque hinc probabilitas erit 




E F 
64 + 104 — etc. 


Pro ludo igitur ante memorato si quaeratur probabilitas, ub post 100 
tr actus saltern 88 numeri exierint, ea reperietur 

ir'= 0,9972, 

unde probabilitas, quod contrarium evenit, erit = 0,0028. 


PROBLEM! GENERALS 


lisdem jpositis, ut ante, qmerifur, quanta sit ^rdbabilifas, ut ^ost n tractus 
saltern m — X litteme exierint. 


SOLUTIO 

14. Numerus casuum ad minimum tot litteras continentium per nostros 
characteres ita commode exprimitur, ut sit 


/ m'V' fX\f m — (X+l\( m \{m- 

VtJ ~ vt; Vt+i; I — i — ) + \~i~J \ 


-( 


^ -j“ 2 

Y' 


m 


A -{- 3 


:)(- 


• ;i — 3 


+ : 

) + etc.. 


quae formula per terminum primum divisa praebebit probabilitatem 
quaesitam. 


15. In his prohabilitatibus aestimandis utique assumitur omnes litteras 
ad extrahendum aeque esse proclives, quod autem 111. d’Alembert negat 
assumi posse. Arbitrator enim simul ad omues tractus iam ante peractos 
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respici oportere; si enim quaepiam litterae nimis crebro fuerint extractae, 
turn eas in sequentibus tractibus rarius exituras; contrarimn vero evenire, si 
quaepiam litterae nimis raro exierint. Haec ratio si valeret, etiam valitura 
esset, si seqnentes tractus demum post annum vel adeo integrum saeculnm, 
quin etiam si in alio quocunque loco instituerentur; atqne ob eandem rationem 
etiam ratio baberi deberet omnium tractnum, qui iam olim in quibnscunque 
terrae loeis fuerint peracti, quo certe vix quiequam absurdius excogitari potest. 

DEMONSTEATIO SOLUTIOMJM PEAEOEDENTIUM 

16. Cum numerus omnium litterarum a, h, c, d etc., quibus singulas sche- 
dulas signatas assumimus, sit —m, hunc litterarum complexum vocabo 
systema principale, unde alia systemata derivata, quae pauciores litteras conti- 
neant, formari conveniet, quae ita in ordines dispesco, ut ordo primus com- 
plectatur omnia systemata, quae tantum m — 1 litteras contineant, quorum 
ergo numerus erit 

= m. 

Ad ordinem vero secundum referam omnia systemata, in quibus litterarum 
numerus est m — 2, quorum numerus erit 

m m — 1 / 

T’~l °\T/' 

Ordo autem tertius habebit omnia systemata, ubi numerus litterarum est 
in — 3, quorum numerus est 

m m — 1 m — 2 

T ■ 2 y “ \ 37 ■ 

Eodem modo numerus systematum quarti ordinis tantum m — 4 litteras con- 
tinentium erit 



quinti autem ordinis, ubi tantum m — 5 litterae insunt, numerus systematum 
erit 
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17. Quae quo fiant clariora, systema principale his sex litteris 

a I c d e f 

constans contemplemur, ex quo ergo sequentia derivata cuiusque ordinis re- 
sultabunt, quae hac tabula exhibemus: 


1 . 

11 . 

III. 

IV. 

abcde 

abed 

abc \ 

ab 

ahcdf 

abce 

abd 

ac 

abcef 

abef 

abe ' 

ad 

ahdef 

abde 

1 

abf \ 

ae 1 

acdef 

abdf \ 

acd 1 

af 

hcdef 

abef 

ace 

be \ 

1 


aede 

aef 

bd I 


aedf 

ade 

be i 

1 


acef 

adf 

H \ 


adef 

aef 

ed 


bede 

bed 

ce 


bedf 

bee 



beef 

bef 

1 

de 


Idef 

bde 

df 


edef 

bdf 

bef 

ede 

cdf 

cef 

def 

ef 


ubi ergo numerus systematum ordinis primi est 6 = (|), ordinis secundi 
P 5 == ^ ordinis tertii 20 = {j), quarti = 15 = [-j), qninti == 6 = [-r-j • 


18 Nunc evidens est singula systemata cuiusque ordinis mfenons in 
omnibus superioribus contineri, quod quoties eyeniat plurimum mterest ob- 
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servasse. Ita pro casu m — Q sy sterna primi ordinis ahcde in ordine hoc 
semel occurrit. At systema secnndi ordinis abed in primo ordine bis, in se- 
cundo semel occurrit. Deinde systema tertii ordinis ahe in primo ordine ter, 
in seenndo ter, at in tertio semel reperitur. Systema quart! ordinis a& in 
primo ordine quater, in secundo sexies, in tertio quater, in quarto semel inest. 
Denique systema quinti ordinis in primo ordine quinquies occurrit, in secundo 
decies, in tertio decies, in quarto quinquies, in quinto semel. Ex quo mani- 
festum est hos numeros convenire cum co6ffieientibus binomii ad potestates 
elevati, siquidem omnia systemata in ipso principaK semel continentur. 

19. Hine ergo in genere pro quovis systemate cuiuspiam ordinis inferioris 
facile assignari potest, quot modis in quolibet ordine superiore occurrat, id 
quod sequens tabula manifesto declarabit, ubi systema principale littera 0, 
systemata autem primi, secundi, tertii, quart! etc. ordinis notis romanis 
I, n, HI, IT, y, VI etc. denotabo. 

m 

m — 1 

m — 2 j 

m — 3 ' 
m — 4 i 
m — 5 I 
m — 6 j 

• i 

! 

m — X I 


0 

I 

Him 

\ 

IV 

V 

1 


\ 

I 



1 

1 

1 

1 



1 

2 

1 

1 ; 



1 

3 

3 1 1 



1 


6 1 4 

j 

1 


1 

1 

: ^ 

10 1 10 

5 

1 

1 I 

: 6 

15 ! 20 

■ 

6 

; 


/A\ 

; 

fX\ 


lo/ ■ 

ItJ 

\2J 1 \3/ 

\4/ 

y 


20. Consideremus nunc numerum sehedularum, quae quovis tractu tarn 
ex systemate principal! actu extrahuntur, quam ex systematibus derivatis ex- 
trahi concipi possunt, quae quidem ex principal! facdlime deduci poterunt. 
Quodsi quovis tractu unica littera extrahatur, pro systemate principal! numerus 
tractuum diversorum erit 
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sin autem binae litterae simul extrabantur, numerus omnium tractuum diver- 
sorum erit 

m m — 1 

i 2 “^ “ V 2 / ■ 

Si ternae litterae quo vis tractu extrabantur, numerus tractuum diversorum 
erit 

(f) 

atque in genere, si i litterae quovis tractu extrabantur, numerus omnium 
tractuum diversorum erit 

ir)- 

Sin autem tales extraction es etiam ex systematibus derivatis fieri concipian- 
tur, pro quolibet systemate ordinis primi numerus tractuum diversorum erit 
’ ordinis secundi ordinis tertii et ita porro. 


21. Quodsi iam hae extractiones bis repetantur, quoniam pro systemate 
principali quembbet tractum non solum reliquae omnes sequi possunt, sed 
etiam ipsae, numerus diversorum casuum erit . Si tres extractiones suc- 
cessive institirantur, omnium casuum numerus erit ; atque in genere, si 
extractiones sibi succedant, numerus omnium casuum possibilium erit 
quern numerum littera J supra designavimus, ita ut sit 



22. Simili mo do numerus omnium casuum, qui in quobbet systemate 
primi ordinis locum habere possunt, est quare cum borum syste- 

matum numerus sit , numerus omnium casuum, quern primus ordo praebet, 
erit quemque littera A designemus, ita ut sit 

, / m\ [m — 

Eodem modo facile intelligitur numerum omnium casuum, qui ex singulis 
systematibus oriri possunt, esse pro ordine secundo 
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pro ordine tertio 
pro ordine quarto 

et ita porro. His iam praemissis solutiones singulorum problematum prae* 
cedentium facile expedire licebit. 


PKO PKOBLEMITE PRIMO 

23. Cum iu hoc problemate ex omnibus casibus possibilibus, quorum 
numerus est ii enumerairi debeant, qui omnes m litteras involvunt, inde 
excludamus primo omues casus, qui tantum m~l litteras vel pauciorea con- 
tinent, quod flet, si omnes casus possibiles primi ordinis, quorum numerus 
est A, auferamus. Hoc enim modo casus, qui m — 1 litteras continent, e 
medio tollentur. At Tero casus, qui m — 2 litteras continent, bis auferentur 
hoc modo; unde in formula J — A semel deficient, ita ut eorum nunierus 
= At pro casibus m — 3 litteras continentibus numerus, quo in 
formula J A oceurrent, erit 1 — 3 = — 2. SimiR modo pro vn — 4 habe- 

bimus 1 — 4 = — 3 et ita porro, qui ergo casus deficientes iterum restitui 
debebunt. 


24. Casus autem formae — 2 semel deficientes restitnentur, si ad for- 
mulam A- A addatnr B. Hoe autem modo terminos formae w.-B ter ad- 
imtur, cum tamen bis tantum defecissent; ergo nunc semel abundabunt, sivo 
m ex ent +1. At forma m — 4 sexies adiicitnr, cum tantum ter defuisset. 

eoque m^ex erit + 3. Simili modo pro terminis formae m — 5 index erit 
lU — 4 = -j-6 et ita porro. 


nitus tollentnr raT - ’ + termini formae m — 3 pe- 

«»-4 index erit T auferentur, scilicet pro ordine 

4 mdex ent - 1, pro ordme m - 5 index erit - 4 etc. 
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. Quia forma m — i semel deficit, restitutio Set addendo litteram B. 
Intenores autem nunc redundabunt secundum indices 1, 5, 16 etc., unde E 

subtrahendo hi tollentur; quod nimis subtractum est, additioue litterae F 
restituetur et ita porro. 


27. Hinc iam satis manifestum est ex forma J sublatos esse omues 
casus pauciores quam m litteras continentes; quorum ergo restantium numerus 
erit 

quern indicavimus per E', sicque solutio primi problematis firmiter est 
demonstrata. 


PRO PROBLEMATE SECUNDO 

28. Manifestum est secundum idem, quo hie usi sumus, ratiocinium 
procedendo demonstrationem pro secundi problematis solutione adornari 
posse. Nee opus erit omnia tarn prolixe exponere. Cum enim ex numero 
casuum possibilium A ii sint enumerandi, qui tantum m — 1 litteras conti- 
nent, statim patet bine excludendos esse omnes casus m — 2 litteras conti- 
nentes, quod fiet, si a numero A numerus B subtrabatur. At tabula supra 
§ 19 data declarat boc modo terminos formae m — ‘6 ter ablaturos esse, cum 
tamen semel tantum subtrabi debuissent, et ita de rebquis formis. Ad eos 
restituendos addatur numerus 20, quo numeri deficientes formae m — 3 pe- 
nitus tollentur; redundabunt autem numeri formae m — 4 indice 3, ac magis 
superfluunt sequentes. Quo priores tollantur, iterum subtrabi debet numerus 
3Z>, quo sublato termini formae m — 4 exclusi erunt. Deficientes numeri 
formae m — 5 et sequentium iterum additions numeri iE erunt restituendi 
et ita porro; quibus operationibus peractis numerus restantium erit 

17 ' = ^ -p 20— 3D -p 4i; — 5A’-1- etc.; 

sicque solutio secundi problematis est demonstrata. 
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PEO PROBLEMATE TEETIO 

29. Hie a numero A subtraM debet numenis C, quo casus m — 3 schedu- 
larum excludantur; et quia boc pacto numerus D^) quater subtrabitur, cum 
tantum semel redundabat, iterum addi debet numerus SD, quo ille et se- 
quentes deficientes restituantur. Quod excedit subtractione numeri 6 JE tol- 
letur, deficientes vero additione numeri IOjP restituendi sunt et ita porro; 
unde numerus casuum m—2 litteras continentium erit 

17" = (7 4- 3D — 6 jEJ+ lOP- etc., 

quemadmodum in solutione tertii problematis asseveravi. Hoe modo igitur 
baec etiam solutio firmiter est demonstrata. 


l) Editio princeps He loco D halet: m — 4. 


Correxit L. G. D. 


EOLAIECISSEMENS 

SUE LE MEMOIRE DE Mb. DE LA GRANGE') 
INSERE DANS LB V‘. VOLUME 
DES MELANGES DE TURIN 
CONCEENANT LA ME THOD R DE PRENDRE 
LE MILIEU ENTRE LBS RESULTATS 
DE PLUSIBUES OBSERVATIONS 

ETC. ’) 

Presente a PAcademie le 27 Not. 1777 


Commentatio 628 indicis Enestroemiani 
Nova acta academiae scientiarum Petropolitanae 3 (1785), 1788, p. 289 — 297 
Summarium ibidem p. 196 — 197 


SOMMAIEE 

On sait qne les Astronoxaes, apres aToir fait un certain noinbre d’observations qui 
donnent des resultats differens, prennent la somme de ces resnltats et la diYisent par le 
nombre des obserTations. L’ Auteur de ee memoire s^etoit propose de determiner la pro- 
babilite qne cette somme devienne egsle on a zero ou a un autre nombre quelconque, posi- 

1) J. L. Lagrange (1736 — 1813), Memoire sur Vutilite de la mithode de prendre le milieu 
entre les resultats de plusieurs observations^ dans lequel on examine les avantages de cette methode par 
le calcul des probdbUiUs^ et oio Von risout differents problemes relatifs d cette matUre, Melanges de 
philosbpbie et de matliematiques de la societe royale de Turin 5, 1770 — 1773, 
p. 167—232; Oeuvres de Laorange, publiees par les soins de M. J.-A. Serrbt, t. II, Paris 1868, 
p. 171-234. L. a. D. 

2) Voir dans ce Tolume le memoire 488 et celui de Daniel Bernoulei. L. G. D. 
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________ r 196—197 

tif fni T1 ~ ~ ~ ~~~ ^ — — — [289 

U suppose, pour eoi ^ 

«o>inai.«, „„ ^ ^ T““ ™ 

qtion diercle, J obsetrsfioM qui I, donaenl d' “ ° ionnait an jmle oe 

‘e donnent .„p p.«, d. J ^ i”' 'f'"*' ‘™P e. n 

f-*- i c anje. .oit d._ . + , + >« * tout., ,« ..l..„a«.„ 

’™” '“"‘‘“fe **nbe ,« 0 ou + 1 ITl 1' ™" P^^UiW qM la 

0.“* qn„a„n „ ± 1 on + 2 ^ 3 ^ 

* par + 1 at n par _ ^ ZlS'anm' ^ '*°'‘* “ '™‘ ““iqne'a par 0 

Is bffl., «r.; at Pop dpp.pp3. p " “ « r™,iL laq..' 

aor. on 0 on ± 1 probZe •°" 

»* ”-l, «-2, ,_a .t„_4 n “t" 90 . 1 qna. aa. 

gene^ raaoln par lea pripeip.a comma de la ft ■ “* “"J™ * piobKme 

pro a -tea, par la deTaloppemenl de la nni,, “ aombinaiaone at dn caleul das 

^ P + y — n et le coefficient 

M ^ ion 


1-2.5” 


•2.5 


n 


InB d ’ ”’ ao ddreloppament act ^"T •*'*“ * P™‘»«”»« 

I + c + (? + etc. obserratioBs 

« ont la meme erreur a, 

^ " ” ” « A 


etc., 

'« 111”* ‘T' v- “* 

le P”“«»aoe ad ** *“ ">”m« 1« tone 

le »la» aara i. q^b 4™.. p^ ;f. d„pp.„ 




SIS 1. S poil a*“I’ -rt PO- ob- 

observatiom, il ee Wo “> pan/nombre 

- * qPi la donnopt dSl rZar* “““ 

aune mmute trop grande et enfin c 
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observations qm la donnent trop petite d’une minute; de sorte que le nombre 
de toutes ces observations soit 

N = a -\-b c, 

parmi lesquelles il y en ait a [ob Terrenr est 0, h] ob I’erreur est = -f 1 et 
c ob I’erreur est = — 1. 

Tin. tel Quart-de-cercle etant suppose, quand on aura fait n observations 
pour determiner I’elevation du pole, la declinaison d’une etoile, on quoi que 
ce soit, parmi lesquelles on aura pris un milieu, selon la maniere ordinaire, 
en ajoutant tons les resultats ensemble et divisant la somme par le nombre 
des observations, n, on demande: quelle sera la probability que ee milieu 
donne exactement la vraye hauteur cherchee, ou que la somme de tous les 
resultats donne exactement z^ro? et ensuite: quelle sera la probability que 
la somme de tous les rdsultats devienne ou -|- 1 ou — 1 ou -b 2 ou — 2 
ou -f 3 ou — 3 etc.? 

Pour rdpandre plus de lumibre sur cette question, on n’a qu’k concevoir 
plusieurs billets, dont le nombre soit N = a -{-1 c et qui soyent marquys 
a par 0, h par + 1 et c par — 1. Que de ces billets renfermes dans une 
boite, on tire, au hazard, successivement n billets, en remettant chaque fois 
le billet tird dans la boite, et Ton pourra demander: quelle sera la proba- 
bility que la somme de tous les nombres tires successivement soit ou 0 ou 
+ 1 ou — 1 ou -f 2 ou — 2 etc., ob il est d’abord clair que cette somme 
ne s^auroit jamais surpasser ou +« ou — n. De cette manihre, la question 
proposye pourra aisyment Stre rysolue par la thyorie des combinaisons, en 
supposant d’abord n = l, ensuite « = 2, w = 3 etc. 

Soit done n = 1 ou qu’on ne tire de la boite qu’un seul billet; et il 
est yvident qu’il y aura a cas ob le nombre tird pent gtre 0, b cas ob il 
pent ytre -|- 1 et c cas ob il pent 6tre — 1 ; done, puisque le nombre de tous 
les cas est 

a -{■b c = N, 

la probability que le nombre tire soit 0 sera la probability qu’il soit 
1 sera ^ et celle enfin qu’il soit — 1 sera ^ ; et puisqu’ici on ne tire 
qu’un seul billet, il n’y a. pas de milieu b prendre. 
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quel'ue s^rfe T 

billet dans la boite en snrfp^ u u 

«o., a.o. .. - ;vrLx«:: « “r - 

^ -|- J 

Or, cette formule etant developpee donne 

aa -j- bh -}- cc -\- 2(ab + ac-{- he), 

^e^e, «, l;ae ^ nCrL^J oT ra!. 

+ 1 + 1 - + 2. aont la probabilite sera “ T. t ^ 

:v- rr 

exprime le nombre aeT eas ob ^rT ““t*’ ®“*’' 

et parbant leur somme _ + 1 . dopt ,a ° f 
le nombre des ca«? m'l ^r.^- , ^ aointe — ^-. Le terme 2ac est 

et - 1 et pi::: : i « 

dernier terme marque le nombre desV n ^ Pi^obabilite =— . Enfin, le 
-1, leur som„.e partaut _ 0, et la probability ep est »« +' 

JV’ ■ 

Puisque ici nous avons deux binpt <5 lo oraw. ^ 
dans chaque cas etant divisee pax 9 dome 1 T *^7 nomhres tires 

ci-dessns, et partant la urnRoKnr-f7 ® 


ci-dessns, et partant la probabilite’ que ce mffiersoir LTser^'^-Sl^ 

-it -1, elle sera^^ 

sera et enfin, pour le milieu -1 irUablfite^'e^t 

iV^* 

Supposons maintenant n^3‘ et nui<,nno .i, 
le nombre etoit HP pent g.trp a '■ • J ^ chacun des cas precedens, dont 

tops les cas possfbl’es ll ' ^ ""“teo de 

-iV’ = (a -{- 6 4 - c)\ 

dopt POPS devops copsiderer tops les ter.es ,pi rdsulteut dp developpe.ept 
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de cette formule, et chacun exprimera le nomlDre des cas qui produisent les 
trois nombres tir4s, dont on aura par consequent taut la somme qne le milieu 
en la divisant par trois, auquel il sera aise d’ajouter la probabilite, qui se 
trouve en divisant chaque terme par le nombre de tons les cas possibles, c’est 
a dire par N^. Nous representerons tous les cas dans la table suivante: 


Termes 

Nombres i 

Somme i 

Milieu 

Probability 

a’ 

j 

0+0+0 1 

0 

0 

N* 

¥ 

1 + 1 + 1 

3 

i 

1 

&* 

jy-s 

c’ 

-1—1-1 

— 3 

-1 

c* 

N’ 

Saab 

0 + 0 + 1 

+ 1 

+ 1 

iaab 

Baac 

0 + 0-1 

— 1 ' 

1 

_ „ 

3 aac 

JV8 

Babb 

0 + 1 + 1 

+ 2 

+ -- 

~ 3 

Babb 

JV» 

Bacc 

0 — 1-1 

1 

— 2 

2 

3 

Bacc 

Babe 

0 + 1-1 

0 

i 

0 

Babe 

IP 

Bbbc 

+1+1-1 

! +1 

1 + 

Bbbc 

Bbcc 

+1-1-1 

— 1 

i 1 

; 3 

Bbcc 

N» ■ 


On voit de cette table qne le milieu == 0 s’y rencontre deux fois , la 
probability en sera par consequent = " • Ensuite, elle naontre que le 

mibeu y se rencontre deux fois, et partant la probability en sera ? . Or, 
que ce milieu devienne — j probability sera La probability 

pour le milieu + | sera pour — elle sera Pour que le milieu 

devienne +1, la probabilite est et pour qu’il soit — 1, il y aura la 
probability . 

De la mSme manifere, parcourons le cas od n — A et od par conse- 
quent on tire quatre billets; et il est clair que le nombre de tous les cas 
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possibles sera 


T‘ ~r 

tir^, Xtee°VeT 

la probabiliH ae,ont rep.«s ial latbler; I!'" 


Nombres j Somme 


Milieu 


Probability 


a* 

; +0+0+ 0+0 

j 

j 0 


! +0+0+0+1 

: +1 

4a®c 

i 

1 +0+0+0— 1 

1 

! 

Qaabb 

1 +0 + 0 + 1-I-1 

j 

+ 2 

Gaacc 

j +0 + 0— l-_i 

1 

— 2 

l^aabc 

1 +0+0+1— 1 

0 

4:a¥ 

+0+1+1 +1 

1 

+ 3 

12abbc 

+0+l+i_i 

+ x 

12 abcc 

j +0+l_i_i 

— 1 

4ac’ 

+0— 1— 1_1 

— 3 

¥ 

+ H-1 + 1 + 1 

+ 4 

i¥c 

+1+1+1_1 

+ 2 

Gbbcc 

+1+1— 1—1 

0 


+ 1 — 1 — 

V 

— 2 

¥ j 

-1-1~1-1 

— 4- ■ 


0 


+ T 

Aa^h 

4 


_ 1 

Aa^c 

4 

~w 

+ -~ 

^aalh 

2 

jfi 

_ 1 

Gaacc 

¥ 


0 

12aahc 

If* 

+1 

4a&® 

4 

~w 

+ i 

12ahic 

4 

N* 

_ 1 

12abcc 

4 

N* 

_ 3 

4oc® 

4 

~w 

+ 1 

¥ 

N* 

+ 1 1 

4:¥c 


'W 

0 

Gbbce 

__ 1 

4Je* 

2 


— 1 

. ¥ 
w* 
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Dans cette table, on trouve 9 milieux differens dont quelques-uns se 
rencontrent deux et meme trois fois. Nous marquerons done dans la table 
suivante pour chacun de ces milieux la probabilite qui lui repond: 


Milieu 

Probabilite 

j 

0 

^ a* + 12 aahc-{- 6licc 

N* 


4a*iiq-12a&6c 

1 

4a*c-l- 12a6cc 

4' 

N* 


6aa6b + 46®c 

N* 

1 

6aa<;c + 46c* 




4o6* 

3 

4<iC® 

“4' 


+ 1 

N* 

— 1 

1 c* 

N*‘ 


La consideration de ces quatre eas nous ouvre la route k la question 
gen^rale, oti le nombre des billets tires est == w, car d’abord il est Evident 
que le nombre de tons les cas possibles est ici 

iV” = (u + 6 + c)”, 

dont le d4veloppement n’a aucune difficult^. Mais pour nous dispenser de la 
consideration de chacun des termes qui en resultent, nous considerons ici la 
forme generale de chacun des ces termes, qui soit 


oil la somme des exposans a ^ y doit etre — n; et pour trouver le 


eolatbgissemens sub le memoere 
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coefficient M de ce fprmo i« +i,' • ■. 

formule; ’ combinaisons nous fournit cette 

ilf ==____ 1 •2-3-4 -.-W 

1 - 2 ■ • 

Or, les nombres tir& ,ui r^pondent i ce tenue eeront 

0 • a + 1 ■ /? — 1 . p, 

et partant le nailieu de ces nombres tirf 5<9 «ot.« fi~y 

babilit4 n > Auquel repond la pro- 

Ma“Vcf 

C ces. formules ax\ bx-^^ cx'^ le fe ^ ecnvions an lieu des lettres a, h, 
forme Ma^Vcrx>^-y, de sorte que I’eTpos^t 

somme de tons les nombres tire, p f donneroit d’abord la 

cette puissance ’ qu’^ developper 

(ux^ “f" bx^ 

dZeVrr ““ 


et la probability sera 


Ma“¥e^ 

~~W~' 


plusieurs termes diff^rens d’oti ^ rdsulter de 

qui rdpond ^ cbacuu, et la somr^e dr^T^""^ feudra tirer la probability 
bability pour le m§me milieu ^ P ^ probabilztys donnera la pro- 
de la m6me puissance de a: ouver tous les termes aflfectys 

dispensera de ramasser tons’ ces termes^' pa^ i»^thode qui nous 

auparayant, je parcourrai successiVerr.! fT ^ ‘^®^®l<'PPement actuel; mais 
ou 0 ou +1 on +2 ou cas oil Texposant de a. deyient 
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Et d’abord pour le premier, ou le milieu est =0, il faudra mettre 
/3 = y, de sorte que les termes suivans qui produisent ce mSme milieu serout 

a", a”~^bc, etc., 

qu’il faut continuer jusqu’k ce que les exposans de a deviendront negatifs; et 
de ce que nous avons observd, il sera facile d’assigner h, chacun de ces 
termes son coefficient; par consequent, la somme de tous ces termes divisee 
par N”' donne la probabilite entibre pour que ce milieu ait lieu. 

De la mbme manibre, pour que le milieu en question devienne oti 
I’exposant de x, sqavoir /3 — y, devient == 1, tous les termes qui j condui- 
sent, b cause de ^ = y-{-l et a — n — 2y — 1, seront exprimes par les for- 
mules suivantes 

a"~^¥c, etc., 

dont la somme, aprbs y avoir joint leurs coefficiens, divisbe par K" donne 
la probabilitb pour ce milieu De mbme, pour que le milieu devienne 
— et partant /3 — y = — 1 , on aura y = + l et a = n — 2^ — 1, d’ofi. 
les termes qui produisent ce milieu seront 

etc. 

Si Ton veut que le milieu se trouve = + •;;■) oii soit /? — y = 2 

et partant /? = j'-|-2 et a = n — 2y — 2, tous les termes qui produisent ce 
milieu seront 

etc. 

Or, pour que le milieu soit — , les termes qui le produisent, k cause de 

^ — Y = — 2 et partant a = n — 2/3 — 2, seront 

a^~^'bc\ etc., 

ot Ton doit continuer ces formules tant que I’exposant de a demeure positif; 
et il est trbs-facile de continuer cette operation pour tous les milieux diffb- 
rens qui peuvent avoir lieu. 
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Maintenant il sera trfes-aise de resoudre cette question en general, lors- 
que le Quart-de-cercle est suppose tel que parmi un tres grand nombre N 
d’ observations, il y en ait a qui ayent la m6me erreur — a, h observations 
qui produisent la meme erreur c observations qui ayent la meme er- 

reur — Y et d observations dont Terreur soit —S etc., ou a, /?, y, d etc. 
marquent en general des nombres quelconques positifs ou negatifs, de sorte 
qu’on ait 

N = etc. 

Cela pose, si Ton veut s^avoir la probabilite qu’ayant fait n observations, la 
somme de tons les nombres tires (supposant qu’a chaque observation reponde 
un billet, comme ci-dessus) soit ou 0 ou 1 ou 2 ou 3 ou en general A, on 
n’a qu’a developper cette puissance 

(ua;® -f- + dsf -f etc.)” 

et h, prendre la somme de tons les termes affectds par la mfeme puissance 
af-, qui, etant divisee par N”, donnera la probabilite qui convient k la somme 
= A de tons les nombres tires, ou bien k leur milieu Toutes ces ope- 
rations se feront, sans aucune difiiculte, de la meme maniere que nous I’avons 
enseigne ci-dessus. 


SOLUTIO QIJABSTIONIS CURIOSAE 
EX DOCTRINA COMBIXATIONUM') 

Oonventui esMMta die 18. OctolDris 1779 
Commentatio 738 indicis Enestroemiani 

Memoires de I’academie des sciences de St.-Petersbourg 3 (1809/10), 1811, p. 57 — 64 


1. Quaestio, quam hie evolvendam suscipio, ita enunciatur: Data serie 
quotcunque litterarura a, h, c, d, e etc., quarum numerus sit n, invenire, quot 
modis earum ordo immutari possit, ut nulla in eo loco reperiatur, quern initio 
occupaverat. 

Hie statim manifestum est, si postrema conditio praetermittatur atque 
adeo numerus omnium plane permutationum quaeratur, eum fore productum 
omnium numerorum ab unitate usque ad n. Hie autem omnes eos ordines 
excludi oportet, ubi quaepiam littera locum initialem esset habitura, unde 
numerus permutationum, quern quaerimus, minor erit quam 1 • 2 • 3 • • ■ 

2. Dt in solutionem huius quaestionis inquiramus, consideremus primo 
casus simplicissimos, ex quibus deinceps methodum colligamus solutionem 
pro litterarum numero quantum vis magno derivandi. Ac primo quidem, si 
unica proponatur littera a, evidens est nullam variationem locum habere. 
Propositis duabus litteris ah unica variatio locum habet, scilicet ha. Pro 
tribus autem litteris ahe duae tantum variationes dari possunt, quae sunt 

hca, cah. 

1) Confer hac cum dissertatione Commentatioaem 201 nee non fragnaentum illud p. 542 huius 
Toltiminis. Vide etiam M. Cantor, Torlesungen iiler G-escMchte der Mafhematik IV, Leipzig 1908, 
p. 220-221. L. G. D. 
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[ 58-59 

At SI quatuor litterae ahc6i dentur tvpc i,- ~ 

vel c vel d. prim™ obtmerf locum- ’casn Jr* 'J“'>u8 rel 5 

temae reliquae tres variationes adt^iff ^ ^ locatur, 

igitur etiam variationes hatebuntur totidem 

tribuatur, sicque omnmo novem Yariatin^”"i ^ ^ ^ 

novem vanatioues locum babere possunt, quae sunt: 


hade 

hdac 

heda 


cadh 

edah 

cdha 


dale 

dcab 

dcha 


locum tenere''™te/’J^s“d! vdT “‘oie, ubi primum 

secundum autem locum demus HtteralVac * Primmu locum, 

vanationes, quae suut hadec based i -i-i x c, d et e, duas 

tertia tribuitur, teruae reliquae tres' va ^ Q’^^.ndo autem ipsi a sedes 
sentemus hcaed, hdaec, beacd Simil admittunt, quas ita reprae- 

buatur, etiam tres yariationes iocum h 
Denique si litterae a q^m tcTm at ’ 

queutes: hedea, bdeca, bedca. Dum iJturT+T’ s®" 

iabexe proM;:' 

omnium casnumtiS^teTet^tf^flir^t enumeratio 

methodum certam nobis erit inouirend lubrica; unde in 

semper accurate assignari queat n numerus variationum 

^’^merus. ^ quaritumyjs magnus foerit litterarum 

owe, quo pro quocu^’qMKtterOTm'’ mo “ subsidium vo- 

variationum mdi,*tur. Deuotet igij isr^STciT”*” ~ 

II: % 

Humerum omnium variationum quas m j • 

quibus „ est vel 1 v.i 2 vel 3 Vd ? , admittuut, et quoniam casus, 

»ius fore expedivimus, uuuc iam noyi- 
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i7:l=0, 


n.2 1, 77:3 = 2, 77:4 = 9 et 77:5 = 44; 


unde patet ulterius progrediendo numeros 
crescere. 


variationum mox in immensum 


5. Hoc iam charactere constituto quaeramus stafcim in genere numerum 
omnium variationum pro litterarum nuraero = », qui ergo erit 77: b; ubi 
totum negotium eo redit, ut iuvestigetur, quemadmodum iste numerus quae- 
situs ex praecedeutibus, qui sunt 

n\{n — l), 77:(«-2), 77:(b — 3j etc., 

componatur. Eatiocinium vero simili mode iustituamus, quo ante sumus usi. 
Primo scilicet considerabimus casum, quo littera h in prime loco locatur: 
tacile enim intelligitur , quot variationes pro hoc casu prodierint, totidem 
quoque esse prodituras, si quaecunque alia littera in primo loco constituatur; 
unde intelligitur, quicunque numerus variationum fuerit inventus, dum littera 
b primum locum obtinet, eum per n — 1 multiplicatum praebiturum esse 
numerum omnium variationum possibilium ideoque valorem cbaracteris 77: ». 

6. Hie autem duos casus evolvi eonvenit, prouti littera a vel secundum 
locum tenet vel alium quemeunque. Gonstituamus igitur a in secundo loco 
et investigandum erit, quot variationes reliquae litterae c, d, e, f etc. sint 
admissurae; quarum numerus cum sit n — 2, numerus variationum per hypo- 
thesin erit 77:(« — 2). Collocemus porro a in tertium vel alium quemeunque 
locum et iam quaestio oritur, quot variationes litterae 6, c, d, e, f etc. ad- 
mittant; ubi notaudum est in earum variationibus litteram h non amphus 
occurrere posse, quia iam primum locum obtinet, sed eius loco in variationi- 
bus ingredi litteram a; sicque perinde erit, ac si reiecto primo loco varia- 
tiones litterarum a, c, d, e, f etc. quaererentur; quarum numerus cum sit 
n — 1, multitude omnium variationum per hypothesin erit Tl-.in — 1). Conse- 
quenter, dum littera h in primo loco constituitur, numerus omnium variationum 
erit 

77;(«_2) + 77:(b-1). 

7. lain per se manifestum est totidem quoque variationes esse prodi- 
turas, si quaelibet reliquarum litterarum in primo loco scribatur; quare cum 
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omnium harum litterarum, prima a exclusa, numerus sit n — 1, numerus 
omnium plane variationum erit 

(« — l)il: (m — 2) + (« — l)i7: [n — 1), 

qui ergo est valor formulae quaesitae II '.n, ita ut sit 

n:n = {n — l)n\(n — l) -f- {n — l)n:(n — 2) 

sive 

n\n = [n — l) (i7: (« — 1) + 77: (« — 2)). 

Sicque duorum cliaracterum immediate praecedentium summa, scilicet 

77: — 1) + 77: {n - 2), 

multiplicata per n — 1, semper dabit characterem sequentem Uin, cuius 
regulae ope progressio, quam numeri variationum pro singulis litterarum 
numeris constituunt, quousque lubuerit, facile continuari poterit. 

8. Quod quo facilius appareat, incipiamus a casibus simplicissimis atque 
valores characteris JI:« in sequente tabula^) exMbeamus: 

77:3 = 2(77:2 + 77:1) = 2.(l + 0) = 2, 

77:4 =3(77:3 + 77:2) = 3-(2 + l) = 9, 

77:5 =4(i7:4 + 77:3)==4-(9 + 2) = 44, 

77:6 =5(77: 5 + 77: 4) =5 -(44 + 9) = 265, 

77: 7 = 6(77: 6 + 77 : 5) = 6 • (265 + 44) = 1854, 

77:8 = 7(77: 7 + 77: 6) = 7 - (1854 + 265) = 14833, 

77: 9 = 8(77: 8 + 77 : 7) = 8 • (14833 + 1854) = 133496, 

77: 10 = 9 (77: 9 + 77: 8) = 9 - (133496 + 14833) = 1334961. 

9. Ordinemus hos numeros 11: n, ad suos indices n relates, in sequentem 
seriem: 

n I 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 

n:n\ 0, 1, 2, 9, 44, 265, 1854, 14833, 133496. 


l) Confer tabulam p. 19. 


L. G. D. 
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Quodsi iam hanc seriem atteatius consideremus, egregiam relationem depre- 
hendemus, qua quilibet numerus ad praecedeutera refertur, quemadmodum 
sequeus tabella declarat: 


2 = 31 

-1, 

9 = 4-2 

+ 1, 

44 = 5-9 

-1, 

265 = 6 - 44 

+ 

1854 = 7 - 265 

-1, 

14833 = 8 - 1864 

+ 1) 

133496 =9-14833 

— 1 


etc. 


Cuius ergo observatiouis beueficio nostram progressiouem multo facilius cou- 
tinuare licet, dum quilibet terminus semper est certum multiplum praece- 
deutis, unitate vel auctum Yel minutum; sicque in genere erit 

77: « = nil: (n — 1) + 1. 

Ubi notetur siguum + ralere, si n fuerit numerus par, signum vero — , 
quando n fuerit numerus impar. 

10. Mirum videbitur, quomodo binae istae leges progressionis inter se 
cohaereant; facile autem ex lege posterioi'i prior derivatur. Posito enim 

II: n = nil : (n — 1) + 1 

erit etiam simili modo 

77: (« - 1) = (n — 1) 77: (w — 2) H= 1- 

Hae duae formulae addantur, ut signa ambigua + vel — se mutuo destruant, 
et summa erit 

72 ; « + 77: (« — 1) = nil: (-/i — 1; -f (w — 1)77: {n — 2), 
unde sequitur fore 

n:n = {n- 1)77: [n - 1) + (»— 1)77: {n — 2), 
quae est ipsa lex progressionis prior. 
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Yei-um non tarn facile est posteriorem legem ex priore deriyare; interim 
tamen res succedet, si nempe a easibus simplicissimis incipiamus, obser- 
vando, quod /r:l = 0 et il;2 = l. Hinc enim erit 

JI: 3 = 277:2 = 377: 2 — 1, 

unde fit 

377:2 = 77:3 + 1. 

Cum iam sit ex priore lege 77:4 = 377:3 + 377:2, si hie loco 377:2 
substituatur yalor modo inyentus, prodibit 


unde fit 


77:4 = 477:3 + 1, 
477:3 = 77: 4 — 1. 


Iam sequens relatio erat 77: 5 = 477: 4 + 477: 3; ubi si loco 477: 3 yalor 
modo inventus scribatur, prodibit 


ideoque 


77:5 = 577:4 -1 
577:4 = 77:5 + 1. 


At sequens relatio est 77 : 6 = 577:5 + 577 : 4; in qua si loco partis 
postremae yalor ante inventus substituatur, erit 


ideoque 


77:6 = 677:5 + 1 
677:5 = 77:6 — 1, 


qui valor in relatione sequente 77:7 = 677:6 + 677:5 substitutus praebet 

77:7 = 777:6 — 1 

et ita porro; unde satis patet, quomodo lex posterior ex priore derivetur. 


DE QTJADRATIS MAGICIS^) 

Gonventui aeademiae exMMta 1776 Oct. 17 

Commentatio 795 iadicis Enestroemiani 
Commentationes arithmeticae 2, 1849, p. 593 — 602 
Opera postuma 1, 1862, p. 140 — 151 


1. Quadratum magicum diei solet, cuixis cellulis numeri naturales ita stint 

inseripti, ut summae numerorum per omnes fascias tarn horizontales qnam 
verticales, turn vero etiam per binas diagonales prodeant inter se aequales; 
ita, si latera quadrati in x partes aequales dividantur, numerus omnium cellu- 
larum erit xx et singulae fasciae tarn horizontales quam Terticales, quin 
etiam binae diagonales, continebunt x ceUulas, in quas ergo omnes numeros 
naturales 1, 2, 3, ... xx ita disponi oportet, ut summae per omnes 

fascias memoratas evadant inter se aequales. Cum igitur summa omnium 
horum numerorum, ab 1 usque ad xx, sit 

xx{i + xx) 

2 ’ 

summa uniuscuiusque fasciae erit 

a;(l + a;a;) 

2 ’ 

unde, si fuerit x = h, summa per singulas fascias erit = 15. 

2. Hinc ergo, in quotcunque cellulas totum quadratum fuerit divisum, 
summa numerorum per singulas fascias dispositorum facile assignari poterit, 

l) Vide Conunentatioaem 530 nee non fragmentum p. 535 huius voluminis. L. G. D. 
JjEOKpxM'i Eulbri Opera omnia I 7 Commentationes algebraicae 5S 
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unde istas summas pro singulis huiusmodi quadratis per omnes fascias aS' 
signasse iuvabit. 


X 

\ 

XX 

x[ l i~xx) 

2 

1 

1 

1 

2 

4 

5 

3 

9 

15 

4 

16 

34 

■ 5 ' 

25 

65 

6 ’ 

1 36 

111 

7 

49 

175 

8 

I 64 

260 

9 

■ 81 

369 


etc., 


ubi 06 denotat numerum partium, in quas latera quadrati dividuntux, xx 
numerum cellularum in quadrate eontentarum et - 0-^(1 + indicat summam 
omnium numeroruna per singulas fascias dispositorum. 

3. Ut iam certam regulam investigemus huiusmodi quadrata magica 
omnium ordinum construendi, plurimum intererit observasse omnes numeros 
ab 1, 2, 3 etc. usque ad xx hac formula 

mx + n 

repraesentari posse. Si enim loco m accipiamus successive omnes valores 
0, 1, 2, 3, 4 usque ad x — 1, turn vero pro n omnes numeros 1, 2, 3, 4, ... a;, 
manifestum est hinc omnes plane numeros ab 1 usque ad xx provenire, si- 
quidem cum omnibus valoribus ipsius m singuli valores ipsius n ordine com- 
binentur. Cum igitur hoc mode omnes numeri quadrato inscribendi per for- 
mulam mx n exhiberi ideoque per duas partes repraesentari queant, in se- 
quentibus perpetuo partes priores, mx, simpliciter litteris latinis a, b, c, d etc., 
partes vero posteriores, n, litteris graecis a, y, S etc. designabimus, ubi 
evidens est pro quovis numero x multitudinem tarn litterarum latinarum 
quam graeearum esse = x, quandoquidem valores litterarum latinarum erunt 
OiT, la;, 2a;, 3a; usque ad (x — l)a;, graeearum autem valores sunt 1, 2, 3, 4, ... x. 
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Neque vero hie certus ordo in istis litteris tam latinis quam graecis stabiliri 
est censendus, cum quaelibet litterarum latinarum pro lubitu sive Ox sive lx 
sive 2x etc. significare possit, dummodo singulis valores diversi tribuantur; 
quod idem de litteris graecis est tenendum. 

4. In posterum igitur quilibet numerus quadrato inscribendus per 
aggregatum ex littera latina et graeca repraesentabitur, veluti per 6 + d 
sive per « + /? etc., ita ut singuli numeri per duas partes siut repraesen- 
tandi; turn enim, si singulae litterae latinae cum singulis graecis coniungan- 
tur, manifesto omnes plane numeri ab 1 usque ad xx resultare debent; turn 
vero etiam perspicuum est ex diversa harum litterarum combinatione etiam 
semper diversos numeros oriri neque ullum numerum duplici mode exprimi 
posse. 

5. Cum igitur omnes numeri per aggregata ex littera latina cum graeca 
repraesententur, pro constructione quadratorum magicorum haec regula prin- 
cipalis constituatur, ut primo litterae latinae singulis quadrati cellulis ita ii- 
scribantur, ut earum summa per omnes fascias eadem proveniat, ubi, cum 
istarum litterarum numerus sit = x, cellularum autem omnium numerus =xx, 
evidens est quamlibet litteram x vicibus repeti debere. Simili autem mode 
quoque graeeae litterae cellulis eiusdem quadrati ita insesribi intelligantur, ut 
earum quoque summae per omnes fascias evadant aequales. Sic enim etiam 
summae omnium numerorum ex littera latina et graeca compositorum per 
omnes fascias inter se erunt aequales. Tantum igitur superest, ut in hac 
dispositione singulae litterae latinae cum singulis graecis coniungantur, quan- 
doquidem hac ratione nullus numerorum ab 1 usque ad xx praetermittetur 
neque ullus bis occurrere poterit. 

6. His regulis in genere traditis singulas species quadratorum pro cellu- 
larum numero pertractemus, ubi quidem statim apparet a novem cellulis esse 
incipiendum, quandoquidem in quadrato in quatuor tantum cellulas diviso 
talis dispositio locum habere nequit. Praeterea hie in genere animadvertisse 
iuvabit, cum pro quahbet specie numerus litterarum tam latinarum quam 
graecarum sit = x, omnes autem fasciae totidem cellulas contineant, prae- 
scriptae conditioni satisfieri, si singulis fasciis omnes diversae litterae tam 
latinae quam graeeae inscribantur. Sin autem eveniat, ut in quapiam fascia 
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eadem littera bis yel ter ^ 

litterarum in eadem fascia occurrentinm^^^^ ^ecesse est, ut summa omnium 

sive latinarum a + 5 + c + ^ + etc.' siveTalll^rnTr^'r^^^^ ^6^ 

_ I SPECIES QEADRATOEUM IE 9 CELLPLAS DIVISOBUM 

lias a, b, c tomZ.que gZcTT habebimus Htteras lati- 
bic erunt 0, 3, 6, graecarum vero l’ 2 S n"""" latinarum ralores 

piamus, ac facUe erit eas nnstm n’ / 4.' ^ c inci- 

ut in singulis fasciis tarn borizontalibus ° ^ ceUulas diviso ita inscribere, 

ale 
^ c a 
cal 

“"r 

pos=e, in ambabns dijr^"; ? A® plane non 

antem cirenmsfantia nihil teiri a™ ““““ ®''«^aei haec 

aeqnalis sit summae reliqnamm ° diagonalis, scilicet 

fcerit 2C-C + J. arnde « “ tt™ “ + 

a et 6 assignari valores 0 et 6- sic enim o *”™ debere 3, Utteris Tero 

poni potent sive a = o siye il=o- n 2 c = a-^b. Pro lubitu autem 

resultans est a + j^_c = 9. observato summa ex singulis fasciis 

r ^ a 

a Y ^ 

^ a y 

Ubi necesse est, ut sit 2r = « -+- /^ 

Inlas prioris flgurae cum singulis huincs^fl^ ^ — 2. Sic enim, si singulas eel- 
patebit quamlibet litteram iftinam cum combinemus, 

singulis graecis combinatum iri, ita 
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ut ex liac coniunctione omnes nuraeri ab 1 usque ad 9 resultent; haec autmi 
combinatio sequentem producet figuram 

ay ca 

ha. Gy fljd 
c/? aa hy 

ubi notetur binas litteras iunctas non productum, sed c^gregatum designare. 


9. Cum igitur in hac figura sumi debeat c = 3 et y = 2, ita ut litteris 
a et h valores 0 et 6, litteris autem a et jd valores 1 et 3 tribui debeant, 
si sumamus « = 0 et ft == 6, turn vero a = 1 et /3 = 3, sequens orietur qua- 
dratum magicum 

2 9 4 
7 5 3 
6 18 

ubi quaelibet fascia summam dat 15. Si valoies litterarum o et b, item c 
et (S permutare velimus, facile intelligitur, inde tantum situm quadrati mu- 

tatum iri. 


10. Haec qoidem dispositio tarn latinaium qaam graecamm htteramm 
pei- se satiB est perapicua, sed praecipuiua momeatam m hoc eat poaitam. 
ut facta combiuatioue aingalae litterae lato cam ^ha 8^““ 
tnr id auod in nostra combinatione casu evemsse videtur. 
u^otio Tm!. caaui trihuamua. smte omaia ohaervem. ~ 

qualibet fascia definita cum littens a ims cog ^ prima fascia 

bit, ita ut u cum a, /) cum b et cum c 'J 

horizontalis statuatur aa, bfi, Cf, quomam aecundam 

Hive verticali eadem littera graeca his occumre debet fMile p 

fascism horizoutalem fore by. 

qBadratum xesultat 
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aa 

5/3 

cy 

hy 

ca 

a/3 


ay 

ba 


ubi, quia in diagonal! sinistra eadem littera graeca a ter occurrit, necesse est, 
ut fiat Za = a ^ Y ideoque 2c = /34-^; quamobrem bine valor ipsius a 
determinatur, scilicet a = 2, quemadmodum vidimus sumi debere c = 3 ; bine 
autem nulla nova quadrata magica nascuntur. 


11. Quanquam in bac prima specie dispositio litterarum graecarum nulla 
laborat difficultate, tamen pro quadratis plurium cellularum plurimum inter- 
erit certam regulam traders , secundum quam litterae graecae rite inscribi 
queant, postquam latinae iam debite fuerint dispositae; bunc in finem eligatur 
fascia quaepiam media sive borizontalis sive verticalis sive etiam diagonalis, 
ita ut ad utramque partem istius fasciae in cellulis inde aeque remotis ubi- 
que duae litterae latinae diversae reperiantur, veluti hie evenit in columna 
media vertical^ circa quam in prima horizontali reperiuntur litterae a et c, 
in secunda I et a, in tertia vero c et b, ubi binae litterae diversae sibi ubi- 
que respondent. 


12. Postquam autem talis columna media fuerit inventa, in ea singulae 
litterae latinae cum graecis cognominibus combinentur, turn vero in locis utrin- 
que respondentibus litterae graecae cognomines permutentur; boeque modo ista 
figura resultabit 

cy ca 

ba cy a/3 
Cj3 aa by 

ubi certi sumus cum singulis latinis litteris omnes graecas combinari. Ceterum, 
ut Conditioni diagonalium satisfiat, necesse est, quemadmodum iam notavimus, 
ut sumatur 

2c = Oi b et 2y = a -f- jd. 

Haec autem figura non discrepat ab ea, quam supra § 8 invenimus. Denique 
bic observasse iuvabit, quomodocunque fasciae sive horizontales sive verti- 
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nir Sf 

SCI potent Ita si pnma columna verticalis auferatur et ad sini<tri«i , 
ponatur, onetur haec figura smistrain ^p- 

ca ay 


Gy ha 

«a hy c/? 

nbi ob fascias diagonales sunii debebit 


2fl — h c et = 

id quod in omnibus transpositionibus est notaudum, quae observatin in se- 
quentibus speciebus maximi erit momenti. 


IL SPECIES QUADEATOETJM IN 16 CELLULAS DIVISORUM 

lib Cum ergo hie sit ic = 4, quatuor habebimus litteras latinas a, b, v, d. 
(juarum valores sunt 0, 4, 8, 12, totidemque etiam litteras graecas a. 0, y, d, 
iiuarum valores erunt 1, 2, 3, 4. Primo igitur tali quadrato quatuor isbis 
litteras latinas ita inscribamus, ut tarn in omnibus fasciis horizontalibus quam 
vorticalibus omnes hae quatuor litterae occurrant, atque ut hoc etiam, si fieri 
jjotest, in ambabus diagonalibus usu veniat. 

14. Quoniam igitur inter has litteras a, h, c, d nullus ordo praescribitur, 
oas in prima columna horizontali ordine inscribamus, turn vero etiam fasciae 
diagonali sinistrae, ubi in cellula secunda huius fasciae diagonalis vel litteraui 
c vel d scribi oportebit; scribamus igitur c et iam reliqua omnia determina- 
buntur, dummodo caveatur, ne eadem littera bis in eandem fasciam sive hori- 
'/ontalem sive verticalem inferatur; hoc modo nanciscemur sequentem tigurani 

a h c d 
d c b a 
hade 
c d a h 

ubi adeo etiam altera diagonalis omnes quatuor litteras continet, ita ut hic 
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nulla conditio circa valores litteraram a, h, c, d praescribatur. Hie quidem 
cellulae diagonalis secundae etiam inscribere potuissemns litterana d, verum 
flgura bine resnltans non aliter nisi situ ab bac figura discreparet, ita ut baec 
figura omnes casus possibiles complecti sit censenda. 

15. Ta.-m pro btteris graecis inscribendis, quoniam nulla datur fascia media, 
neque inter borizontales neque verticales, fasciam diagonalem a, c, d, b pro 
media ilia accipiamus, mox autem deprebendemus in cellulis utriuque aeque 
remotis et respondentibus ubique binas litteras inter se diversas reperiri; 
unde regula supra § 11 data tuto uti licebit. Primo igitur litteris in bac 
diagonali dispositis iimgamus graecas eognomines, deinde in cellulis respon- 
dentibus btteras graecas eognomines permutemus; boeque modo sequens figura 
formabitur 


aa 

bS 

cl3 

dy 

d/3 

Cy 

ha 

ad 

by 


dd 

cu 

a 

da 

ay 

bp 


16. In bac igitur figura omnes quatuor btterae tarn latinae quam graecae 
in omnibus fasciis tarn directis quam diagonabbus occurrunt; unde quaterni 
Talores numerici his litteris pro lubitu sine ulla limitatione tribui possunt. 
Cum igitur quatuor litterae 24 variationes recipere queant, bine omnino 576 
dirersae figurae formari poterunt, ubi quidem plures tantum ratione situs a 
se invicem discrepabunt. 


17. Heutiquam vero bine concludere licet in bac figura omnia plane 
quadrata magiea huius specie! contineri. Praeter ea enim plurima alia ex- 
biberi possunt, ubi non in singulis fasciis omnes quatuor litterae tarn latinae 
quam graecae reperiuntur, nibilo vero minus conditiones praescriptae adim- 
plentur; tales autem formae per transpositionem columnarum sive borizonta- 
lium sive verticalium oriri possunt; veluti si in superiore figura prima co- 
lumna verticalis in finem transponatur, orietur baec figura 
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hd dy aa 

cy ha aS 
o/? dd ca hy 
da ay bjS c& 

ubi quidem in omnibus fasciis tarn horizontalibus quam verticalibus omnes 
litterae tarn latinae quam graecae etiarununc reperiuntur, verum in diagonali 
a sinistra ad dextram descendente duae tantum. litterae latinae occurxunt, 
scilicet h et c, graecae autem pariter tantum duae, a et S. Contra vero in 
altera diagonali tantum hae duae litterae latinae a et d, graecae vero, ut ante, 
tantum a et d. 

18. Ut igitur baec figura conditionibus praescriptis satisfaciat, non amplius 
singulis litteris singulos valores numericos tribuere licet, verum baec limitatio 
adiici debet, ut pro btteris latinis fiat 

h c = a d, 

pro graecis autem ut pariter sit 

quamobrem si sumamus a = 0, statui oportet d — 12, ut fiat 6 = 4 et c = 8, 
vel vice versa c = 4 et 6 = 8. Simili mode pro graecis litteris si sumatur 
a = 1, fieri debet d = 4, turn vero jd = 2 et 7 = 8. Unde nascitur istud 
quadratum magicum determinatum 

8 10 15 1 

11 5 4 14 

2 16 9 7 

13 3 6 12 

ubi manifesto summa per singulas fascias est 34. Tales autem formae 
limitatae plurimis aliis modis per transpositionem columnarum formari 
poterunt. 

Lsonhakci Euleri Opera omnia 1 7 CommeDtatioiieB algebraicae 67 
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19. Neque vero etiam absolute requiritur, xit per singulas columnas sive 
verticales sive borizontales o nines litterae tam latinae quam graecae occur- 
rant, verum etiana in his columnis fieri potest, ut tantum binae litterae sive 
latinae sive graecae ingrediantur, dummodo earum snmma sit semissis omnium 
quatuor. Pro huiusmodi autem figuris condendis operationibus peculiaribus 
opus est, pro quibus vix certae regulae praescribi possunt, dummodo litterae 
tam latinae quam graecae ita disponantur, ut non solum per omnes fascias 
debitam summam efficiant, sed etiam cum singulis latinis omnes graecae 
combinentur. 

20. TJt huius operationis exemplum demus, statuamus pi’imo esse 

a d = h -{■ c, 


ac litteras latinas ita disponamus, ut sequitur. 


a 

a 

d 

d 

d 

d 

a 

a 

h 

b 

c 

c 

c 

c 

h 

b 

ubi per omnes plane fascias summa 

numerorum est eadem, pro litteris autem 


graecis per diagonalem sinistram cum singulis litteris latinis graecae cogno- 
noines combinentur, quandoquidem circa hanc fasciam utrinque binae litterae 
diversae dispositae reperiuntur, quibuscum igitur litterae graecae permutatae 
coniungantur, unde sequens nascetur figura 


aa 

ad 

d^ 

dy 

da 

dS 

aj3 

ay 

bS 

ha 

cy 

c/9 

a 

Ca 

by 

h^ 


ubi ergo pro litteris graecis necesse est, ut capiatur 

a+(J = /3 + y; 

ita si capiamus a = 0, 5 = 4, c = 8, d = 12 et a = l, = 2, = 3 et ry = 4, 

orietur istud quadratum magicura 
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1 4 14 15 

13 16 2 3 

8 5 11 10 

12 9 7 6 

21. Plures aliae huiusmodi figurae formari possunt, cuiusmodi est sequens 

aa . ad dy 
bd cy ha c/? 
da dd ay 

cd hy ca 6/3 


labi manifestum est pro litteris latinis sumi debere 

a -f- d = 6 -f- c, 

pro graecis autem 

a 4- d == /3 + j', 

Tinde, si nt ante valores sumantur, orietur sequens quadratum magicum 


1 14 4 15 

8 11 5 10 

13 2 16 3 

12 7 9 6 


22. In his omnibus formis tarn litterae latinae quam graecae per omnes 
fascias eandem summam constituunt; fieri autem potest, ut ne hoc quidem 
usu veniat, verum tamen summa omnium debitum valorem obtineat, cuiusmodi 
anomalias recensere eo magis inutile foret, cum pro talibus casibus nullae 
certae regulae tradi queant, quamobrem ex sequentibus speciebus eos casus 
potissimum contemplabimur, quibus significatio litterarum tarn latinarum 
quam graecarum nulla restrictione limitatur. 


67 * 
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III. SPECIES QUADRATOEUM IN 25 CELLULAS DIYISORUM 

23. Hie igitur oceurrent tam quinque litterae latinae a, b, c, d, e quani 
graecae a, jS, y, d, s, qaarum illarum valores erunt 0, 5, 10, 15, 20, harum 
vero 1, 2, 3, 4, 5; ambos igitur harum litterarum ordines cellulis quadrati ita 
inscribi oportet, at in singulis fasciis tam horizontalibas quam verticalibus 
atqae etiam diagonalibas omnes litterae occurrant. 


24. Primam igitur hue quadrate per supremam fasciam horizontalem lit- 
teras latinas ordine inscribamus, deinde fasciam diagoaalem siuistram litteris 
compleamas, ita ut in nullis reliquarum fasciarum eadem littera bis occurrat, 
id quod plus uiio mode fieri potest. Hac autem fascia constituta altera 
diagonalis sponte impletur ut in figura anuexa videre licet 


as 

hd 

cy 


ea 

elS 

Ca 

dd' 

ay 

be 

da 

ey 

hjS 

CB 

ad 

l)y 

ds 

aa 


c/? 

cd 

ft/? 

ee 

ha 

dy 


Deinde sab cellula media scribi debet a et super ea d, unde columna media 
verticalis iam erit completa, tam vero reliquae fasciae sponte se produnt. 


25. Pro litteris graeeis non opus est ad fasciam diagonalem confugere, 
sed si consideremus colamnam 'verticalem mediam, atrinque in cellulis respon- 
dentibus deprehendimus binas diversas litteras; quamobrem in hac fascia sin- 
gulis litteris latinis adscribamus graecas cognomines et in locis respondenti- 
bus litteras graecas cognomines permutemus, qaemadmodam in figura fecimus. 

26. In hac igitur figura nulla plane limitatio praescribitnr, sed tam pro 
litteris latinis quam pro graeeis quoslibet numerorum respondentium accipere 
licet; quare cum quinae litterae 120 permutationes admittant, hinc omnino 
14400 variationes oriri possunt. 
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27. Quodsi etiam hie fascias sive liorizoatales sive verticales inter se 
permutare velimus, plures alias formas impetrabimus, quae autem ob diago- 
nales jjlerumque certas determinationes postulabunt; veluti si Me prima co- 
lumna verticalis in finem transponafcur, orietur sequens forma 


bd 

cy 

d(i 

ea 

ae 

Ca 

AS 

ay 

be 


ey 

b(i 

CB 

ad 

Aa 

Ae 

aa 


C/d 

by 

a(S 

es 

ha 

dy 

cd 


ubi quidem in omnibus fasciis tarn hovizontalibus quam verticalibus omnes 
litterae occurrunt; verum ut simul diagonalibus satisfiat, tarn haec summa 


quam ista 


3c — |- b “1“ A — b /3 -}■ 6 

3a-f5 + c + 36 + a + /3 


praescriptam summam omnium latinarum et graecarum iitterarum, scilicet 
0 / “1“ b — b c “J- A — b ^ "b ^ “b y “b ^ 
conticiat, quamobrem bine nascentur hae duae aequationes 

2 c "b ^ ^ ^ "b ^ “t” c? “b y 


et 


2 Or — b 2 s = A ~b ® ~b ~b 

quibus conditionibus pluribus modis satisfieri poterit, quin etiam seorsim tarn 
litterae latinae quam graecae ita determinari poterunt, ut fiat 

1) 2c = « + e, 2) 2a = d e, 3) = a-\- y et 4) 2s = / + d. 

Evidens enim est duabus prioribns satisfieri, si hae litterae A, b, o, c, e pro- 
gressionem aritbmeticam constituant, id quod fit sumendo 

d = 0, 1 = 0 , a = 10, c = 15 et e = 20; 
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duae reliquae conditioaes adimplebuntur, si litterae graecae hoc oxdine dispo- 
sitae a, /?, d, e, f in progressione arithmetica procedant, id quod fiet sumendo 

a==l, /3 — 2, a = 4 et 7 = 5, 

unde oritur istud quadratum 


8 

20 

2 

21 

14 

16 

3 

15 

9 

22 

25 

7 

19 

13 

1 

4 

11 

23 

17 

10 

12 

24 

6 

5 

18 


Me scilicet ubique eadem summa prodit = 65. 


28. Talis autem distributio litterarum baud exiguam operam et circum- 
spectionem postulat, praecipue in speciebus snperioribus, ubi plura elementa 
prorsus arbitrio nostro relinquuntur, ita ut numerus talium flgurarum con- 
tinuo fiat maior; verum si earn conditionem omittere velimus, qua nulla 
plane restrictio inter valores litterarum praescribatur, labor satis commodus 
reddi potest; si enim btterae c valor medius, qui est 10 , tribuatur, reliquae 
vero arbitrio nostro relinquantur, eadem bttera c alteram diagonalem com- 
plere poterimus, unde rebquae litterae ordine natural! sequantur, quemad- 
modum ex bac flgura perspicietur 

e d e a h 

I c d e a 

a I c d e 

e a h c d 

d _e a h c 

Nunc in fascia media borizontali singubs litteris latinis graecae cognomines 
adscribantur, turn vero circa earn utrinque cognomines graecae permutentur; 
Mneque orietur sequens forma 
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ctf de ea ajS by 

he ca d/3 ey ad 

aa b^ cy dd ee 

<s/i ay bd ce da 

dy ed as la c/? 


unde patet pro y medium valorem, qui est 3, accipi debere; quodsi ergo hie 
sumamus ordine 


et 


(t = 0, fe = 5, c = 10, d==15, c = 20 
a = l, jd = 2, y= S, d = 4, s= 5, 


orietur sequens quadratum magicum 

14 20 21 2 8 


10 

11 

17 

23 

4 

1 

7 

13 

19 

25 

22 

3 

9 

15 

16 

18 

24 

5 

6 

12 


29. Per regulam autem vulgarem circa formationem quadratorum im- 
parium, quae uMque tradi solet, ista figura formatur 


11 

24 

7 

20 

3 

4 

12 

25 

8 

16 

17 

5 

13 

21 

9 

10 

18 

1 

14 

22 

23 

6 

19 

2 

15 


quae num in forma nostra contineatur, dispiciamus ac prime quidem pro 
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diagonali sinistra ob c = 10 statui debet 


turn vero 


d = l, a = 2, y = 3, £==4 et /? == 5, 
b = 0, d = 20, fl = 15, e = 5. 


Ex quibus valoribus hoc ipsum quadratum nascitur. 


30. Plures alias buinsmodi formas satis regulates tarn in hac specie 
quam sequentibus excogitare licet; unde numerus quadratorum magicorum 
facili negotio in immensum augeri poterit. Yix autem unquam certi esse 
possemus nos omnes casus possibiles exhausisse, etiamsi eorum numerus certe 
non sit infinitus. Maxime autem sine dubio foret desiderandum , ut regulae 
magis generates et ad nsum practicum accommodatae detegerentur, ne opus 
sit plerasque operationes quasi palpando peragere. Pnlcherrimum enim certe 
incrementum theoriae combinationum bine esset accessurum. 


lY. SPECIES QUADRATOETJM IN 36 CELLXJLAS. DIYISOEUM 

31. Quoniam bic numerus variationum niruis est magnus et plurimae 
determinationes ar bitrio nostro relinquuntur, aflferamus bic tantum regulam 
specialem, qua litterae tarn latinae quam graecae facile in ordinem debitum 
disponi queant, litteris scibcet sex latinis tales valores tribuantur, ut sit 

Cl f = b 0 = c d 


similique modo pro graecis 


« + ^ = + e==;'4-(5'; 


turn enim ad similitudinem § 20 singulis fasciis borizontalibus binas btteras 
latinas coniugatas inscribamus, in columnas vero verticales eiusmodi binas 
litteras graecas disponamus boeque modo obtinebitur sequens figura^) 


1) Hoc quidem quadrattim non succedit: in altera enim diagonali J/S, in altera es bis ap- 
parent. L. G. D. 
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aa 

aC 

a(3 


fr 

f8 

fa 

n 

fl^ 

as 

ay 

ad 

ha 

K 

6/3 

ee 

ey 

ed 


ea 

ee 

h^ 

bS 

hy 


ca 

ce 


dS 

dy 

d'e 

da 

ds 


cd 

cy 


32. Hinc autem iam satis dare intelligitnx talem litterarum dispositionem 
in omnibus spedebus paribus cum successu^) adhiberi posse, pro spedebus autem 
imparibus metbodus ante descripta, qua litterae medios valores tenentes per 
ambas diagonales continue repetuntur, reliquae vero litterae bine in ordine 
naturali se insequuntur, ita ut, quotcunque cellulae in quadrate proponantur, 
semper in nostra potestate sit plurima quadrata magiea construere, etiamsi 
regulae bine traditae maxime sint speciales. 

1) Sed vide notam praecedentem atque Commentationem 5.60 huius volumiais. In Adver- 
sariis mathematicis ^ quorum fragmeata p, 535 sunt edita, invenitur hoc quadratum magicum 
36 cellularum 


3 

36 

30 

4 

11 

27 

22 

13 

35 

12 

14 

15 

16 

18 

8 

31 

17 

21 

28 

20 

6 

29 

19 

9 

32 

23 

25 

2 

24 

5 

ID 

1 

7 

33 

26 

34 


quod secxindum Euleruh (vide p. 536) perfectum est appellandum, quia ubique tarn in fasciis 
borizontalibiis et verticalibus quam in diagonalibus eadena summa prodit =111. L. Gr. D. 
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Commentatio 811 indicis Enestrobmiajji 
Opera postuma I, 1862, p. 315—318 


Multis laborat difficultatibus mensura sortium seu expectationum, quas 
habent collusores yel de deposito certantes vel yicti vicfcori designatam pe- 
cuniae summam solvere obligati. Ea nimirum mensura, cuius fundamenta 
Paschalius^) posuit et post eum Hugenius^), Jac. Bernoulli aliique celeberrimi 
viri insigniter excoluerunt. Secundum horum sententiam non imprudenter 
ago, si ludum suscipio, quo aeque facile evenire potest, ut centum Rublones 
vel accipiam vel perdam. Sed si omnes ineae opes tantum 100 E. valent, 


1) Vide Commentatioiies 201, 313, 823 Imius Yoltuninis atque praefationem editoris. 

L. G. D. 

2) Bl. Pascal (1628—1662) novam suam methodum de mensura probabilitatis cum P. Fermat 

(1601—1666) communicaTit. Vide Pascal, Oeuvres matJiem. et pJiilos.^ La Haje et Paris 1779, 
i 4, p. 435—443; Tide etiam Fermat, Varia opera mathematical Tolosae 1679, p. 179 — 188, vel 
Oeuvres de Fermat^ Paris, t. 2 (1894), p, 288 — 314. Confer denique Pascal, Traite du triangle 
arithmetique (1654), Paris 1665. . L. G. B. 

3) Chr. Huygens (1629—1695), JDe ratiociniis m ludo aleae (1656), Opera varia^ Lugd. 
Batav. 1724, p. 723. Hunc tractatum in linguam latinam transtulit et operi sue Exerdtationum 
mathcmaticarum Uhri quinque^ Lugd. Batav. 1657, adiecit Fr. van Schooten (1615 — 1660) et 
eundem recepit Jac. Bernoulli in priinam partem suae Artis coniectandi (vide notam 1 p. 278). — 
P. R. DE Montmort (1678—1719), Essay d'analyse sur les jeux de Jiamrd, Paris 1708, 2. ed., 
revue et augmentee de plusieurs lettres, Paris 1713. — A. de Moivre (1667—1754), Be mensura 
sortis^ Pbilosopbical Transactions (London) 27, 1711, numb. 329, p. 213—264; The doctrine 
of chances^ London 1718, 2. ed. 1738, 3. ed. 1756. — Th. Simpson (1710 — 1761), A treatise on 
the nature and laws of chance, London 1740. L. G. D. 
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imprudentissime luiM aeturum videor iiunc ludum sascipiens; lucrum enim 
respectu damni, quod aeque facile accidere potest, nequaquam satis est grande. 
Casu secundo consequor 100 E. eoque ergo duplo ditior fio; casu adverse 
vero teneor meos 100 E. alteri tradere, hoe igitur in extremam paupertatem 
pervenio et infinities pauperior fio. Quis autem sanus se extreniae paupei'- 
tati et deterrimae conditioni exponere volet, ut duplo tantum ditior reddatur? 
Sin vero bona mea multo essent maiora et fere infinita, tunc minus dubita- 
rem huiusmodi ludum inire, cum casu secundo tanto fere efficiar ditior quanto 
adverse pauperior. 


Maxime huius rei veritas evincitur sequenti ludo: Promittitur ipsi A 
iactus tessera instituenti, si numerus punctorum fuerit par, solvere IB.; si 
secundi iactus numerus punctorum fuerit par, pro eo solvere 2 E.; pro tertio, 
si punctorum numerus itidem par sit, 4 E.; pro quarto 8 E. et ita porro, 
quoad impar accidat punctorum numerus, quo in casu nihil accipit A ludus- 
que finitur. Quaeritur expectatio ipsius A, sen quanti hanc conditionem alii 
vendere fas sit. Invenitur autem ex regula ab auctoribus citatis tradita ex- 
pectatio ipsius A valere infinitum Eublonum numerum. Egregie vero hie in- 
terrogat clariss. Nicolaus Beenoulli^), quis tarn esset stolidus, qui non mallet 

1) Confer D. Bernoulli, Specimen tlieoriae novae de mensura sortie, Comment, aead. se. 
Petrop. 6 (1730/1), 1738, p. 175—192. Legitur p. 187—188: „Proposiiit aliquando Cel. Nico- 
laus Bernoulli, in Academia BasBiensi Juris utriusque Professor, Honoratissimus mens Patruelis, 
Cl. Montmobtio quinque problemata, quae videre est dans I’ analyse stir lee jaux de hazard de 
Mr. de Montmort, p. 402. Horum problematum ultimum hue redit, Petnis in alium proiieit num- 
mum, id^ue donee in terram delapsus notaio/m sefnel ostenderit frontemc si vero id primo continpat 
iaetu, tenetur Paulo date ducatwn unwni; si secundo duos; si tertio guatuor; si quarto octo, et sie 
porro duplicando quovis iaetu ducatorum numerum. Quaeritur sors Pauli? Huius problematis 
inentionem fecit praefatus mens Patruelis in epistola, quam ad me dedit, cupiens de eo sententiam 
meam scire. Quandoquidem calculus dictet, sortem Pauli infinitam esse, nec tamen uUns sanae 
mentis, ut dicit, futurus sit, qui non libentissime spem suam vendiderit pro summa viginti ducatonim. 

Atque ad finem eiusdem dissertationis sequens adiecta est nota (p. 189—192): 

„Praekcta hac dissertatione coram Sodetate misi eius apograpMm supra memorato JD.no Nicoiao 
BiiRSOULDr, ut intemgerern quid de mea propositae suae difficultatis solutione sentiret. Is vero in 
epistola, quam A. 1732. ad me scripsit, testatus est nequaquam sM dispUcere meam de mensura sor- 
tium sententiam, si modo quivis suae sortie acstimator sit, aliter vero se rem habere, si tertius instar 
iudicis secundum aequitaiem et mstitiam unimique collusorum sortem assignare debeat. Id ipse 

par iter in § 2 exposui. ^ ^ m n 

Communicavit deinde Vir. Clar. mecum sententiam, quam de eadem difficultate tvM Cel. Vra- 

MRRUs aliquot ante annis quam dissertationem meam conscripsissem, et quam usque adeo meae con- 
^ 58 
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20 E. accipere qnam propositam conditionem. Ex quo maxime elucet discre- 
pantia inter aestimationem sortis secundum regulas et earn, quam sanae 
mentis homo esset factnrus, quippe regulae requirunt innumeros Eublones 
tanquam aequivaleus liidi propositi, hie yero viginti Rublonibiis merito se 
contentum esse posse pntat eumque amentem existimat, qui yel 20 E. tan- 
tum pro hac conditione soluturus esset. 

Sed in hac qnaestione, ut in omnibus aliis, praecipue attendere conyenit 
ad opes eius, cuius sors quaeritur; quo enim quisque plus habet, pluris etiam 
huiusmodi conditiones aestimabit, et cui infinitae sunt opes, is ludum propo- 


formcm inveni, ut miruni sit in tall argumenfo tarn accurate nos consentire potuisse. Igitur operae 
pretimi crit mrha apponcre^ quibus Cl Cramerus ipse sent&ntkmi suam aperuit in littcris A. 1728. 
ad JPatnielem mexm datis, Ita auiem 

,,„Je ne sai si je ne me trompe, mais je erois teiiir la resolution du cas singulier que Vous 
avez propose a Mr. de Montmout dans Yotre lettre du 9. 7bre 1713. Probl. 5. pag. 402. Pour 
rendre le cas plus simple je supposerai que A jette en Tair une piece de monnoye, JB s^engage de 
lui donner 1 ecu si le cote de la croix tombe le premier coup, 2 si ce n’est que le second, 4 si e’est 
le troisieme coup, 8 si e’est le quatrieme coup etc. Le paradoxe consiste en ce que le calcul donne 
pour requivalent que A doit donner a B une somme infinie, ce qui paroit absurde, puis qu^il n’y 
a personne de bon sens qui voulut donner 20 ecus. On demands la raison de cette difference entre 
le calcul matbematique et I’estime vulgaire. Je crois qu^elle vient de ce que (dans la theorie) les 
roathematiciens estiinent Targent a proportion de sa quantite et (dans la pratique) les homines de 
bon sens a proportion de Pusage quails en peuvent faire. Ce qui rend Tesperance matbematique' 
infinie, e'est la somme prodigieuse que je peux recevoir, si le cote de la croix ue tombe que bien 
tard, le centieme ou le milbeme coup. Or cette somme, si je raisonne en bomme sense, n’est pas 
plus pour moi, ne me fait pas plus de plaisir, ne ru'engage pas plus a accepter le parti, que si elle 
n’etoit que 10 ou 20 millions d’ecus. Supposons done que toute somme an dessus de 10 millions 
ou (pour plus de facilite) au dessus de 

2 ^^= 16777216 

d’ecus lui est egale, ou plutot que je ne puisse jamais recevoir plus de 2^^ ecus, quelque tard que 
vienne le cote de la croix, et mon esperance sera 

yXl+Px2 + ix4 + -.-+2Lx2^+ ix22"+etc. 

Y + Y + Y + jusqu’a 24 termes, + -1 q- i -f- etc. 

= 12 + 1 = 13. 

Ainsi moralement paiiant, mon esperance est reduite a 13 ecus et mon equivalent a autant, 
ce qui paroit bien plus raisonnable que de le faire infini.‘^“ 

„Taga est hacienus ista solutionis explicatio et contradictioni obnoxia; si enim verum sit, non 
maiorem nobis videri summam 2^® quam 2^, nulla omnmo attentio faci&nda erit ad summamy quam 
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situm infinito peeuiiiae numero emere ratione posset, pai'te tamen infLnitesima 
tantum suarum opum. Regulae igitur aestimandarum sortium expositae ad 
opulentissimos pertinent homines, aut si id, qnod ludo acqiiiri et amitti po- 
test, rationem habet ininimam ad opes collusorum. Si vero collusoribus opes 
sint finitae et lucra damnaque rationem finitam ad opes teneant, regulae illae 
correctionem desiderant. ]!^isi enim hoc praestatur, homines ad eas aesti- 
mandae sortis suae causas confugere tnto nequeunt et ita illae nulhus pror- 
sus esseut usus. Quocirca ad veram cuiusque sortis existimationem indagan- 
dam necesse est praeter ludi coiiditiones etiam opes ludentium considerare 
et conclusiones ab iis pendentes conficere. Is ergo Indus mihi non aequus 
videtur, quo a vel lucror Tel perdo, sed is demum iustus est censendus, quo 
a vicibus vel ditior vel pauperior redder, siquideni utrumque aeque facile ac- 


acquirert possim post vigesimum qiiartum iactum, quippe ante vigesimum qiiintwn iactum faciendum 
iam possideam 2** — 1, quod non differt in hoc theoria ab 2**. Hodem igitur iure spem meant 12 
scudos valere diet potest quam 13. 

Id vero nequaquam dico ad impugnanimi Auctoris principium, qwcl nieum quoque est, que 
les hommes de bon sens doivent estimer I’argent a proportion de I’usage qu’ils en peuvent faire, 
sea potius ne quis inde occasionem capiat male sentiendi de ipsa theoria. Yerum id ipswm etiam ex- 
pressis indicat verbis Cl. Cramerus, quae plane ad mentem nostram sunt. Sic igitur pergit": 

„„0n le (Fequivalent) pourra eneor trover plus petit, en faisant quelqne autre supposition 
de la valeur morale des ricbesses; car cells que je viens de faire n'est pas esactement juste, puis- 
qu’il sera vrai que]lOO millions font plus de plaisir que 10 minions, quoiqu’ils n’en fassent pas 
10 fois plus. Par exemple, si Ton vouloit supposer que la valeur morale des Wens fut comme la 
raeine quarree de leurs quantites inathematiques, e’est a dire, que le plaisir que me fait 40000000 
fut double du plaisir que me fait lOOOOOOO, alors luon esperance morale seroit 

1 i/i q. .h -j/2 -I- -- 1/4 -f- - q/S -i- etc. = — ---- ■ 

2 ^ 4 8 ^ 16 

Mais cette quantite ripest pas FequiYalent, car Teq-ui valent doit etre non pas egal a inon 
esperance, mais tel qne le chagrin de sa perle soit egal a Fesperance morale du plaisir que j^espere 
de recevoir en gagnant. Done, ^equivalent doit etre (par supposition) 

( — - 2,9 etc., 

\2—y^J 6 — 4 - 1/2 

moins que 3, ce qui est bien mediocre et que je crois pourtant aproeber plus de Festime vulgaire 
que 13, etc. 

Epistola a Nicolao Bernoulli ad Patrnelem Daniblem data periit, epistola autem ab eodem 
auctore d. 9. Sept. 1713 ad P. B. de Montmort scrip ta typis expressa est in libro iam supra lau- 
dato Cel. P. E- DE Montmort, JEssa'^ d'analyse sur les jeux dc hazard, 2. ed. Paris 1713, 
p. 401-402. L. G. D, 
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cidere potest, et in hoc casn mihi perinde est ludum sive suscipere sive re- 
cusare ad ilium vero ludum nullo modo accederem, nisi essem ditissimus. 
Sed id etiam multo magis est cerfum eum esse stultissimum putandum, qui 
mecum secundum posteiiorem conditionem ludum suscipere vellet et mihi 
lOO verbi gratia E. habenti, si lucrarer, 100 R. solvere, si vero perderem, tan- 
tum 50 R. a me recipere esset contentus. Ex hoc igitur iniustitia omnium 
ludorum perspicitur, nisi instituantur ab hominibus infinite divitibus. 

Quantae autem cuiusque sunt opes et divitiae, non tantum ex argenti et 
bonorum quantitate, sed praeterea ex eius studiis et facultatibus, ex quibus ei 
quoque foenora affluere possunt [, censendum est]. Hoc igitur modo cuiusvis 
hominis opes determinari convenit simulque pecuniae quantitas aequivalens defi- 
niri potest. Quamobrem opibus cuiusvis certam quandam argenti quantitatem 
substituere licebit, quam status eius nomine in sequentibus appeEabo, atque 
propterea quispiam in duplo meliorem statum pervenire dicetur, cuius opes 
duplo fiunt maiores, vel potius qui censet se duplo opulentiorem esse factum. 
Is enim demum duplo ditior est aestimandus, qui aeque proclivis est duplam 
argenti summam erogare in casu, quo antea simplam tantum expendere non 
dubitavit. His ergo praemissis, qui in ludo vel negotio quodam duos casus 
habet obiectos aeque proclives, quorum altero in statum &, altero in statum 
c reducitur, eius status valere putandus est ]/&c. Hie enim status tanto esse 
debet minor altero h, quanto est maior altero c. Qui igitur eum in stattnn 
Vhe eollocare promiserit, ei sortem suam cedere iure potest. Simili modo, 
qui tres obvios habet casus, quorum unus ipsum in statum &, secundus in 
statum c et tertius in statum d constituit, eius status valere Vhed dicendus 
est aut ab alio, ut iUi sortem suam cedat, in hunc statum Vhed constitui 
debet, 

Eegula ex his habetur haec: omnes status, qui singulis casibus evenire 
possunt, in se invicem multiplicentur et ex facto radix dignitatis tanti gra- 
dus, quot sunt casus, extrahatur; erit haec valor status expectation! aequi Va- 
lentis. Secundum methodum hactenus usitatam oportet omnes status, qui 
singulis casibus evenire possunt, in unam summam coniicere eamque per 
casuum numerum dividere. Discrimen igitur inter has duas methodos in 
hoc consistit, quod nostra multiplicatione utitur, quando altera additione, 
item elevatione, quando haec ipsa multiplicatione; sive nos operationes geo- 
metrice instituimus, illi vero arithmetics, ita ut quas operationes hi ad ipsos 
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status accommodant, nos easdem in statuum logarithmos transferanaus, eius- 
que, quod prodit, logarithmi numerus respondens nobis indicat statum ludentis 
quaesitum. Sint m casus, quibus in statum a, n casus, quibus m h, p casus, 
quibus in c constituor. Erit status meus medius sen expectationem ineain 
repraesentans 


m + n-\-p y 

Va”‘b’‘c^: 


nam m -j- n -i~p est numerus omnium casuum et a” i" est factum omnium 
statuum, qui singulis casibus evenire possunt. Status medius vero ex regulis 
Hugenianis est 

ma-i-nb-hpc 

+ « -f- j) ’ 

cui similis nostrae formulae logarithmus 

mla-hnlb-j-plc 
m-\-n +p 


Valeat status meus A et oblati mihi sint casus m, quibus a lucror seu 
quibus in statum A a constituor, casus vero n, quibus & lucror seu in 
statum A-\-b pervenio, casusque p, quibus c lucror ideoque statum A -j- c 
adipiscor; erit status meus expectandus 


nt-j-n “ti?, 

V(A-i- ay“(A -f by (A -f c)^; 


aestimandus igitur sum lucrari 


”‘^’'''f(A + ay (A 4- 6)”(-4 4- cy — A. 
Si ponatur A esse infinities maius quam a, b et c, erit 

— ft~p 

. (A 4- 4- , 

~m—p 


r 4 4_ + _ jm + n+p 1 ^ 


et 


— m—n 


P Am-^-nA-pp, 

f J + y AmA-ni-p i . 

—JL 
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horum factum est 




pc-\-nh-\-ma^ 

jp -|- TO + m ’ 


a quo si auferatur A, habebitur 


ma + -\~pc 


quod est valor lucri mei; atque eadem est formula, ac si lucrum expecta- 
tiouis meae ex regulis Hugenu deduxissem. Ex quo id perspicitur, quod 
initio aimotavi, si status colludentium infinite sint magni, regulas traditas 
veram cuiusque expectationem praebere. In formula vero nostra expectan- 
dum statum praebente facile perspicitur, si litterae a, I vel c loco lucri 
detrinientum sigrdficent, iis signum — praefigi debere. 


Sit unus casus, quo ego bona A possidens adipiscor a, et unus, quo 
perdo 1; erit status meus expectandus 

^y{A-\-a){A-h); 

qui valor si maior fuerit quam A, lucrari spero et bic Indus statum meum 
meliorem efficere censendus est; gratis igitur conditionem banc alii non cedo, 
sed ab eo postulo, ut mibi solvat 

y{A-i-(i){A-h)-A, 

quo in statum speratum collocer. Contra auteno, si y(A-\-<i){A — h) nodnor 
fuerit quam A, Indus ad meum damnum dirigitur ideoque optarem luduna 
deserere vel alium in meum locum constituere, cui, ut suscipiat, etiam 

A-y{A-i-aXA~-l) 

persolverem, non vero maiorem summam, quia vel banc persolvere vel in 
ludo manere mibi perinde esset. Quando vero 

y'(^ + a) (J. — 6) = A, 

turn Indus mibi prorsus est indifferens neque dubito eum suscipere neque 
alii relinquere. Accedit vero boc, quando est 
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Aa = ^6 + ai vel 



i. e. si excessns lucri super damnum est ad damnum ut lucrum ad meum 
statum. Huiusmodi igitur ludus mihi aequus est existimaudus, non is, in 
quo est a = h. Si enim lucrum a aequale est damno h aeque proclivi, ludum 
semper, nisi sint mea bona infinita, ad meum damuum suscipio et tantum 
susceptio ludi aequiparanda est damno 


A — ViA^ 


a^): 


— _j_ L 
^ ^ 8 


<3S* . 1 

2 ®"*" 16 


^ _L A 
A^ 128 




etc. 




LiiONHABDi Bulehi Opera omnia It Commentationes algebraicae 


59 



REFLEXIONS 

SDR ONE ESPECE SINGULIERE DE LOTERIE 
NOMMEE LOTERIE GENOISE') 

Lu a I'Academie de Berlin le 10 mars 1763 


Commentatio 812 indicis Enbstroemiani 
Opera postuina 1, 1862, p. 319 — 335 


Un Italien proposa autrefois un projet d’uue espfece de loterie qui parais- 
sait fort au gout de la plupart des Ixommes, k cause des gains tres conside- 
rables qu’on y pouvait faire sans risquer presque rien. Le plan dtait entibre- 
ment different des loteries ordinaires, parce que cbacun pouvait determiner 
non seulement sa mise, mais aussi la grandeur du gain auquel il voudrait 
aspirer. 11 y avait plutot quelque ressemblance avec le jeu de Pharaon^), d. 
regard des mises arbitraires qu’on pent mettre sur une telle carte qu’on veut; 
mais il est pourtant different par rapport aux prix que chacun pent clioisir 
a volonte. L’arrangement de cette loterie ddpend uniquement du calcul de 
probabilite, et I’entrepreneur, au lieu d’en tirer un profit fixe, risque de 
perdre tres considerablement, quoique selon le plan dont je viens de parler, 
il soit probable qu’il gagne une bonne partie de tout I’argent qui y aura 
mis. C’est h peu pres comme si je m’engageais a payer a un autre 100 4cus 
pour un qu’il m’aurait donne, en cas qu’il jette avec trois d4s, la premibre 
fois, trois six; il serait bien possible que je perdisse h, ce jeu 99 bcus. Or, 
la probabilite de gagner un ecu etant 215 fois plus grande que celle de perdre 

1) Voir les memoires 338 et 600 de ce volume et les deux lettres mentionnees dans la note 1 
p. 113. L. G. D. 

2) Voir le mdmoire 313 de ee volume. 


L. G. D. 
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99 ecus, I’avantage est de mon c6te et est estime valoir || 4cus, ou un peu 
plus qu’uu demi-ecu. O’est a dire, si je m’engageais de cette maniere enyers 
1000 personnes dont chacune m’aurait donne uu ecu, je pourrais estimer mon 
avantage k 537^ ecus, quoiqu’il soit possible que je perdisse 99000 ecus. C’est 
sur ee pied qu’on pourra evaluer I’avantage de celui qui entreprendrait la 
loterie mentionnde, en comparant la mise de chacun ayec la probabilite qu’il 
aura de gagner. 


DESCRIPTION DE CETTE LOTERIE 

Cette loterie consiste en 90 billets marquds des nombres 1, 2, 3, 4 etc. 
jusqu’k, 90, desquels on se propose de tirer au basard 5 a un temps fixe; et 
alors, ces cinq numeros feront gagner ceux qui en auront auparayant choisi 
un ou deux ou trois, pour y attacher leurs mises. Car on pent participer 
a cette loterie de plusieurs manibres diffdrentes. 

I. Ou on choisit a volontd un nombre qui ne surpasse point 90 et on 
paie aussi une somme d’argent qu’on jugera h propos. Alors, quand ce nombre 
se rencontre parmi les cinq qui seront tires, on retirera un prix qui sera un 
certain multiple de la mise. 

II. Ou on cboisit deux nombres a la fois, auxquels on attache une cer- 
taine mise, et en cas que tous les deux se trouvent ensuite parmi les cinq 
tires, on recevra un prix assez considerable h proportion de la mise. Or, si 
I’un d’eux seulement se trouve parmi les cinq, on reQoit aussi un prix 
moindre. 

III. Ou on choisit trois nombres h la fois, auxquels on attache k volonte 
une certaine mise, et on pent attendre un prix quelques mille fois plus 
grand que la mise, en cas que tous les trois nombres se trouvent parmi les 
cinq tirds; mais les prix seront moindres, lorsque deux’ des nombres choisis, 
ou un seul s’y trouvera. 

Je ne me souviens plus de la grandeur des prix en ddtail qu’on paie en 
chaque cas, ce qui ne contribue rien aux recherches que je me propose de faire; 
mais on comprend aisdment qu’ils peuvent dtre trbs considerables pour le 
cas oh trois nombres qu’on aura choisis se rencontrent parmi les cinq ttrds. 
Et si Ton voulait admettre des quaternaires, le prix fixe pour le cas oh tous 
les quatre nombres se trouveraient dans les cinq billets sortis pourrait au 
delk de 100 000 fois surpasser la quantite de la mise. 
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II est evident que ni le nombre 90 des billets, ni celui des 5 qu’on tire, 
n’est essentiel a la nature cle cette loterie et qu’il est absolument libre d’etablir 
un nombre de billets quelconque et d’en tirer enfin plus on moins que cinq, 
ce qui me mene a des recherches plus generales qui peuvent servir ou a former 
d’autres plans de telles loteries, ou a examiner ceux qui pourront etre proposes 
par d’autres. 

Posons done n pour le nombre de tous les billets marques des nombres 
1, 2, 3, . . . n et qu’on en tire au hasard t\ et tout revient h determiner la 
probabilite que, d’un certain nombre de numeros qu’on aura cboisis, il se trouve 
ou un seul ou deux ou trois ou enfin tous dans les t billets qu’on va tirer. 
Or, selon le nombre des numeros, la determination de la probabilite qu’on 
cberche se reduit aux problemes suivants. 


PROBLEME 1 

1. Le nombre de tous les hillets etant = n, dont on doit tirer au hasard t 
billets, trouver la probabilite qu’un nombre choisi d volonte s’y tromera. 

SOLUTION 

II est evident, par les premieres regies de la probability, que, pour que 
le nombre choisi se trouve parmi les t billets qu’on va tirer, le nombre de 
tous les billets etant = n, la probabilite est 

^ t_ 
n ’ 

et pour qu’il ne s’y trouve pas, la probability est 


n 

Done, la solution fournit: 

que le nombre choisi 

se trouve parmi les billets tires 
qu’il ne s’y trouve pas 


la probability est 

n 

n — t 
n 
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COEOLLMEE 1 

2. Done, si le nonibre de tons les billets est 90 et qu’on en tire 5, comme 
dans le cas propose an commencement, 

qn’un nombre choisi 

se tronve parmi les 5 billets 

et qu’il ne s’y tronve point 

COEOLLAIEE 

3. Si Ton etablissait 100 billets et qn’o 
nn nombre a volonte, alors 

qne ce nombre se tronve i 

parmi les 10 billets tires ! 

qn’il ne s’y tronve pas 

PROBLBMB 

4. Le nombre de tous les billets etant = n, dont on va tirer t billets, si Von 
a choisi deux nombres, trouver la prdbabilite ou que tous les deux d la fois, ou 
qu’un seul, ou qu’aucun ne se trouve parmi les billets tires. 

SOLUTION 

Distinguons les deux nombres choisis, I’un par A, I’autre par B; et que A 
se trouve parmi les t billets tires, la probabilite [§ 1] est 

t 

n ’ 

et qu’il ne s’y tronve point, 

H — t 


I la probabilite est 

^ _ 1 
90 “ 18 
85 ^17 
90 ~ 18 


2 

i en vonlut tirer 10, ayant choisi 


I la probability est 
10 

ibo ~ 10 

90 _ 9 
100 “ 10 


2 


n 
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Supposons que A s’y trouve d4ja; et pour voir si B s’y trouve aussi^ ou non, 
ii faufc considerer que de « — 1 billets on tire seulement t — 1 ; et que 3 s’y 
trouve, la probabilite est 

t-i 
“ w-l’ 

et qu’il ne s’y trouve point, 

«— t 
” »— 1 

Done, que tons les deux nombres A et B s’y trouvent k la fois, la probabilite 
est 

_ Hi-l) 

n(n — l)’ 

et que le seul nombre A s’y trouve, la probabilite est 

t(n — t) 

n{n — l) 

La mtoe probabilite est que le seul nombre B s’y trouve; done, que I’un 
ou I’autre s’y trouve, sans distinction, la probabilite est 



n(n — l) 

Or, qu’aucun ne s’y trouve ou que tous les deux restent parmi les n — t 
nombres non tires, la probabilite sera 

(w— i)(w— i — 1) 

w(m— 1) 

d’ou nous tirons les conclusions suivantes: 

que de deux nombres choisis 
tous les deux s’y trouvent 
qu’un seul s’y trouve 
qu’aucun ne s’y trouve 


la probabilite est 

» (w — 1) 
2t(n—t) 

«•(« — !) 

(n — £)(n — t — 1) 
n[n — l) 
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PROBLBME 8 

5. Le mmhre de tous les hillets etanf == n, dont on va tirer au hasard f 
hillets, si Von a choisi trois nomhres, determiner la probabilite ou que tous les trots, 
on deux seulemenf, ou un seul, ou aucun ne se trouve parmi les hillets tires. 

SOLUTION 

Distinguons les trois nombres choisis par les lettres A, B, C; et que les 
deux, A et JB, se trouveut daus les billets tires, la probabilite [§ 4] est 

= J(tlA 

n (m — 1) ’ 

et qu’aucun ne s’y ti’ouve, 

(w — i — 1) 

w(n — 1) 

Supposons que les deux, nombres A et B s’y trouvent; et nous aurons 
encore ii considerer n — 2 billets et a chercher la probabilite que le nombre C 
se trouve dans les t — 2 billets qui en sortiront; or, cette probabilite [§1] est 
eyidemment 

_ 2 

M — 2 ’ 

et que C n’y soit point, la probabilite est 

n — t 
n — 2 

Done, pour que tous les trois nombres A, B, C se trouvent dans les billets 
tir4s, la probabilite est 

t{t — l){t — 2) 

n{n —1) {n — 2) ’ 

or, que seuleinent A et B s’y trouvent, sans G, la probabilite est 

n{n — 1) [n — 2) 

Mais il sera 6galement probable qu’on y trouve seulement les deux A et G, 
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ou les deux B et (7; done, pour que deux seulement, sans distinction, se 
trouvent dans les t "billets' tires, la probabilite est 

n(tt— !)('» — 2) 

Ensuite, que le nombre A s’y trouve, la probability [§ 1] est mais 

que les deux autres, B et €, se trouvent parmi les n — t biUets restants, le 
nombre de tons deyant maintenant Stre regardd corume n — 1, la probability 
[§ 4] est 

{n~t)(n — f — l)_ 

{n — l) (» — 2) ’ 

done, pour que le seul nombre A s’y trouve, la probability est 

t (n — t) (n — t — l) ^ 

»(« — !)(«— 2 ) ’ 

et puisque chacun des deux autres, B et C, pent s’y trouver aussi probable- 
ment, la probabilite qu’un seul, qui que ce soit, s’y trouve, est 

n(n — l){n— 2) 

D’oii nous concluons: 

que de trois nombres cboisis 
tous les trois s’y trouvent 
que deux seulement s’y trouvent 
qu’un seul s’y trouve 
qu’aucun ne s’y trouve 


la probability est 

n{n — l) (m — 2) 

Zt(t — l) (n — t) 
n{n — 1) (w — 2) 

3t(n — — 1) 

n(n — l)(n— 2) 

(n — t) {n — t — l) {fi — t — 2) 
n(n — 1) (m — 2) 
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PROBLEME 4 

6. Le nonibre de tous les billets etant = n, dont on va tirer t billets, si I'on 
a choisi quatre nomhres, determinei- la prdbaMlite ou gue tous les guatre, ou que 
frois, ou deux seulement, ou un seul, ou aucun ne se trouve dans les billets tires. 


SOLUTION 

Designons les quatre nombres choisis par les lettres A, B, G, D; et ayant 
dejk determine la probabilite que des trois nombres A, B, C ou tous les trois, 
ou deux, ou un seul, ou aucun ne se trouve dans les billets tires, nous n’avons 
qu’'a combiner avec chacun de ces cas la probabilite que le quatrieme nombre, 
JD, s’y trouve aussi, ou non; ce qui nous frayera le cbemin de pousser aisement 
nos recherches k autant de nombres choisis qu’on voudra. Eeprenons done 
les formules trouvees pour trois nombres A, B, C et joignons-y la probabilite 
que le quatribme, U, s’y trouve, ou non: 


que des nombres A, B, C, il se 
trouve dans les billets tires 

tous les trois 

deux seulement 

un seul 

nul 

De Ik,, nous concluons la probability: 

1. que les trois nombres A, B, C avec le quatrieme, D, s’y trouvent, 



que le quatrieme, D, 

la probabilite est 

s’y trouve 

ne s’y trouve pas 

«(#—!) {t-2) 


n — t 

n(n—l)(n — 2) 

3 

M — 3 

3t(t—l)(n — t) 

3^-2 

n — t — l 

n(n—i)(fi — 2) 

Yl— 3 

n — S 

1 

1 

1 

CO 

t—1 

n — t — 2 

n(n— 2 ) 

n — 3 

n — S 


t 


n(nr—l)(n — 2) 

n— 3 

^ — 3 


» (« — 1) (« — 2) (m — 3) ’ 

n. que les trois nombres A, B, C sans le quatrieme, B, s’y trouvent, et 
que deux des nombres A, B, C avec le nombre D s’y trouvent, 

n(n — l) (>* — 2) (w — 3) n(n — 1) (w — 2) (n — 3) ’ 

Leonhardi Euleri 0p6ra onmia It Coiniii©iitatioiL6s algobraicae 
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done, q^ue trois quelconques des qnatre nombres A, JB, C, D s’y trouvent, la 
probabilite est 

n(n — l)(n — 2)(n— 3)’ 

III. qne deux seulement des trois nombres A, B, C sans le quatrieme, 
D, s’y trouvent, la probabilite est 

3^(i — 1) (m — — 1) 

w(w — 1)(« — 2)(w— 3) ’ 

et qu’un seul des trois nombres A, B, G avec le quatrieme, 1), s’y trouve, 
la probabilite est 

w(« — 1) (w— 2)(w— 3) ’ 

done, que deux queleonques seulement des quatre nombres A, B, C, D se 
trouvent dans les billets tires, la probabilite sera 

w(«— 1)(»— 2)(» — 3) ’ 

IV. qu’un seul des trois nombres A, B, C sans le quatrieme, D, s’y trouve, 
la probabilite est 

Zt{n — t)(n — t~l)(n — t — 2) 

»(w— l)(w— 2)(»— 3) ’ 

et que nul des trois nombres A, B, C, mais le quatribme, D, seul s’y trouve, 
la probabilite est 

t{n — t){n — t — l)(n — t — 2)_ 

»(»— 1)(«— 2)(« — 3) ’ 

done, qu’un seul quelconque de tous les quatre nombres A, B, C, D se trouve 
dans les billets tir^s, la probabilite sera 

— — 1)(» — 2), 

w (w — l) (m — 2) (w — 3) ’ 

V. enfin, qu’aucun des trois nombres A, B, C ni le quatrieme, D, ne 
se trouve dans les billets tires, la probabilite sera 
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PROBLEME 5 

7. Le nonibre de tom les lillets etant = n, dont on va tirer t lillefs, si Von 
a choisi autant de nombres qu’on vmd/ra, determiner la prdbdbilite de tous les cas 
possibles qui pement avoir lieu. 

SOLUTION 

La methode que je viens d’expliquer dans la solution du problfeme pre- 
cedent sert k d4couvrir successivement les probabiLtes de plusieurs nombres 
choisis, et la loi de leur progression dtant evidente, nous n'avons qu’a mettre 
ici devant les yeux les formules pour chaque nombre de numeros qu'on aura 
choisis. Mais pour abrdger ces formules, puisque n marque le nombre de 
tous les billets et t le nombre de ceux qu’on en va tirer, designons par r le 
nombre de ceux qui restent, de sorte que 

r — n — t on n = t -{■ r. 

L A.yant choisi un seul nombre: 

que dans les billets tir4s la probabilit4 est 

se trouve ce nombre 1 • — = IJ.’- 

n 

qu’il ne s’y trouve pas 1 • — = IJ." 

11. A.yant choisi deux nombres: 
que dans les billets tir4s 
se trouvent tous les deux 
un seul 
nul 
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HI. Ay ant choisi trois nombres: 
que dans les billets tires 

se trouvent tons les trois 

deux seulement 

un sen! 

nul 


la probabilite est 

X . ^) (^ ~ 

n{n — 1) (w — 2) 

_36'‘ 

n{n — l) (w — 2) 

n{n-l){n-2) 

1 . y(y- !)(>•— 2) po 
n{n — 1) (n— 2) 


JY. Ayant choisi quatre nombres: 
que dans les billets tires 

se trouvent tous les quatre 

trois seulement 

deux seulement 

un seul 

nul 

V. Ayant choisi cinq nombres: 


la probabilite est 
(t—S) 


4- 

6 - 

4- 


n 

1)(«- 

2)(^ — 

•3) 



-2)r 


n(n— 

1)(«- 

2)(n- 

■3) 


: ~ 1) ri 

(r-1) 


n(n — 

l){n- 

2){n- 

■3) 

A 

I 

1 



l)(n- 

2) (n — 

~3) 

r(r — 

l)(r- 

2)(r- 

■3) 


ID" 

4D® 

6D" 

4D" 


n(n — l)(n — 2)(n — 3) 


que dans les billets tires 


la probabilite est 


se trouvent tous les cinq 
quatre seulement 
trois seulement 
deux seulement 
un seul 
nul 


1 

n(n — l)(n — 2) (« — 3) (n — 4) 

5. {t-2)(t-3)r 

n(n — l){n — 2) (n — 3) (w — 4) 

10 . ^(^-l)(^-2)r(r- l) 

» (« — 1) (n— 2) (n — 3) (» — 4) 

10 ii(<-l)r(r-l)(r-2) 

n{n — l)(n— 2) (n — 3) (» — 4) 

5 ^r(r-l)(r — 2)(r-— 3) 

w («— 1) (« — 2) (n— 3) (n — 4) 
. r(r— l)(r— 2) (r — 3) (r— 4) 
M (n — 1) (» — 2) (n — 3){n — 4) 


5J5" 

lOE^ 

lOE^ 

5E^ 

ID?" 
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VI. Ayant choisi six nombres: 


que dans les billets tires 


la probability est 


se trouvent tons les six 
cinq seulement 
quatre seulement 
trois seulement 
deux seulement 
un senl 
nul 


1- 


15 


20- 


a-3)(/-4) (^—5) _ 


15- 


1- 


n ('M 


2) (n— 3)(ra— 4) (n - 

-5)“ 


(t 

-2)(^-3) (^-4)r 


n (n 

-l)(n- 

2) (n— 3) (^ — 4) (n~ 

-5)“ 


t(t— l)(t 

— 2)(!!-3)y (y — 1) 


n (n 

— l)(n — 

2 ) (n — 3 ) (n ~ 4.) (n ~ 

-5 ) '■ 


tit — 1)(!: 

__ 2) r (r — 1) (r — 2) 


n (n 

— — 

2j(« — 3J(w — 4j(n- 

-5)~ 


t(t— l)r ( 

V— l)(y— 2)(y-3) 


n{n 


2) {n — 3 J — 4) (n - 



tr (r — 1) (r — 2) (r — 3) (r — 4) 


n(n 

- 1) (w - 

2) (w — 3) (w — 4) (n - 


1 

1 

2)(y— 3)(y-4)(y — 

5) 


IF^ 


tt4 


15A 


15jP‘ 




n{n— 1) (« — 2) (n — 3) (n — 4) (n — 5) 
etc. 


1A’‘ 


Pour abr^ger, j^ai donne 'a chacune de ces formules nne certaine marque dont 
je me servirai dans la suite. C'est done de la qu'il fandra toujours tirer la 
signification de ces marques. 


COEOLLAIRE 1 

8. II est 6vident comment les valeurs des marques de ebaque ordre se 
peuvent ais^ment trouver des valeurs des marques de Pordre prdeydent. La 
manibre suivante semble la plus simple: 


]> 








r 


> 


1 


n- 

- 1 ’ 


n 

— 1 





II 

!? 


= - 

r 

B\ 




Y 

-1 


n- 

- 2 ' 

n- 

— 2 




n- 

— 2 


^ — 3 ^3 

7)3 

Jl_C7s 

jD' 


— 1 

O'®. 




1 

0^ 

C 

X/ 

n 

-3 ^ ’ 

n 

-3 



i 

T}15 t 

jn4 

R* = - 

r 




r 

~ 1 


Mf = — 

n 


n 

-4 

XJ 5 


n 

— 4 



n 

1 1 



Z3BSX 

r 

n 

1 1 1 



r— 1 


M- 




r—2 
n — 2 


r-2 
M— 4 




y — 3 
M — 3 




Z)^ 
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F^ = -^E% = F^==-~~^E\ 

n — h n — b n — 5 % — 5 


f-^=^If^ f^= ~-^e\ f°- 

n—5 ’ M— 5 


.^0 


etc. 


OOROLLAIEE 2 

9. Le calcul des valeurs de toutes ces marques pourra done, dans chaque 
cas, aisement se faire par le calcul des logarithmes. C’est cette fin que j’ai 
separe de chaque marque son coefficient numerique dont on tiendra facilement 
compte, apres avoir trouve la valeur de la marque. 

OOROLLAIEE 3 

10. II faut done bien prendre garde qu’on ne prenue point ces marques 
pour des puissances, puisque les nombres qui tiennent lieu des exposants ne 
sont pas de vrais exposants de puissances, mais ils marquent seulement le 
nombre des numeros dont il est probable qu’ils se trouveut, en ebaque cas, 
dans les billets tires. 


COROLLAIEE 4 

11. Puisque les probabilites, prises ensemble, de tons les cas possibles 
de ebaque ordre doivent donner une certitude complete, leur somine sera 
toujours egale b Funitd. Ainsi Ton aura: 

1AL'-H1^'’ = 1, 

1R'+2J5"+1jB“==1, 

1C*+ 3(7'+ 1^=1, 

lD*+4i)'+6D"+4D'+lD*=l 
etc. 
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PEOBLEME 6 

12. Ayant etaUi une idle loterie de n billets, dont on m tirer t billets, deter- 
miner les prix, conformement d la loi (VegalUe, qu’on est oblige de payer aux parti- 
cipants dans chaque cas, par rapport d lew mise. 


SOLUTION 

Puisque le prix est toujours proportionnel a la mise, supposons la mise 
toujours d’mi ecu, de sorte que, pour cLaque ecu que le participant aura 
paye, il en retirera les prix que nous allons determ tuer conformement aux 
regies de I’egalite. Pour cet effet, il faut considerer separement les cas od 
le participant aura cLoisi un ou deux on trois ou quatre etc. nombres, ce 
qui nous mbne aux recherches suivantes. 


I. Si le participant n’a choisi qu’un nombre et qull en ait paye un ecu, 


en cas que dans les billets tirds 
ce nombre se trouve 
quTl ne s'y trouve pas 


la probabilite etant 
lA^ 


soit le prix 
a 
0 


La probabilite est done A^ qu’il retire a, et J.” qu’il ne retire rien, d'ou son 
avantage est = a, qui, selon les regies de I’dgalite, lui doit valoir autant 
que sa mise 1. 11 faut dont qull soit A^a == 1, et partant le prix doit etre 

1 


U. Si le participant a cboisi deux nombres et qu’il en ait paye un ecu, 


soient les prix 
a 
b 
0 

L’avantage du participant sera done l.B®a + qui doit etre egale, k la 

mise 1, de sorte que nous ayons 


en cas que dans les billets tires 
se trouvent tons les deux 
un seal 
nul 


la probabilite dtant 

2B^ 

1B° 


Ij5'a + 2.B'& = 1, 
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d’oil Ton peut determiner les deux prix a et 6 par une infinite de maniferes 
differentes, car, quelque valeur qu’on prenne pour I’lin, on trouvera celle de 
I’autre. Mais puisqu’il faut eviter les cas oil Tun s’evanonirait ou deviendrait 
meme negatif, on remplma cette condition le plus commoddment en partageant 
I’linite en deux parties a et de sorte qu’il soit 

« + ^ = 1; 

et alors, on aura les prix en general 


in. Si le participant a clioisi trois nombres et qu’il en ait payd un deu. 


en cas que dans les billets tires 
se trouvent tons les trois 
deux seulement 
un seul 
nul 


la probabilite etant 
1C* 

SC* 

1C" 


soient les prix 
a 
h 
c 
0 


L’avantage du participant etant done 


IC’o-f 3C*& + 3C'c, 


il faut qu’il soit equivalent k la mise 1. Pour cet effet, partageons la mise 1 
k volontd en trois parties a, y, de sorte qu’il y ait 

H" ^ = 1; 

et de I'a, nous aurons en general les determinations suivantes des prix 

a = -fL I = c — — 

IC*’ 30*’ ^~30i’ 


d’oil Ton voit que ces trois prix peuvent etre varies k Tinfini. 
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IV. Si le participant a choisi quatre nombres et qull en ait paye un ecu, 


en cas que dans les billets tires 

la probability etant 

soient les prix 

se trouvent tons les quatre ! 

1 ID" 

a 

trois seulement 

4D® 

h 

deux seulement j 

6D' 

c 

un seul 

4D" 

d 

nul 

1D“ 

0 


Partageons maintenant Tunite en quatre parties egales ou inegales, comme on 
jugera a propos, ou posons 

l = a + i» + y + <l; 
et les valeurs des prix seront 

cc , /J y , d 

iW’ Td^' 


Y. Si le participant a choisi cinq nombres et qu'il en ait pay4 un 4cu, 


en cas que dans les billets tires 
se trouvent tons les cinq 
quatre seulement 
trois seulement 
deux seulement 
un seul 
nul 


la probability etant 

5E^ 

10 E* 

10 

5E^ 

IE® 


soient les prix 
a 
h 
c 
d 
e 
0 


Qu'on partage h, volonty Tunity en cinq parties, de sorte qu’il soit 

l = a+/? + y+(i' + s; 

et Ton aura en gdnyral la juste determination de ces prix 

^ 7 .6 £ 


CC 

" lE®’ 


& = 


5JE*’ 


10 E®’ 


d== 


10 


5jEi 


Cette dytermination est si aisee qull serait superflu d'aller plus loin, et il 
n'est pas probable qu^on fasse jamais usage de plus de 5 nombres,, k cause 
des prix trop exorbitants qu’on devrait accorder. 
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COEOLLIIEE 1 

13. Ce n’est done que dans le premier cas qne le prix est d^ternaine, 
ci = ^; dans les autres cas, on pent d’autant plus varier les prix que le 

j3l. 

nombre des billets eboisis est grand. Cela depend de la division de Funite 
en autant de parties qubl y a de prix en ebaque eas. 


COEOLLMEE 2 

14. La premibre maniere de diviser I’unite est celle qui prend des parties 
egales, et alors on aura 

pour le second cas a — , 

pour le troisibme a = ^ = y 

pour le quatribme a = (3 y — $ = ^, 

pour le cinquibme a = /3==y = d = e== ^ , 

d"ob Ton tirera des prix determines pour ebaque cas. 


COEOLLAIRE 3 

15. Si Fon juge que, de eette fagon, les hauts prix des cas supdrieurs 
deviennent trop grands, les coefficiens numeriques nous fournissent une telle 
manibre de diviser qui, rendant les formules plus simples, semble produire 
une espbee d’egabte. On pourrait prendre 


pour 

le 

cas 

II 

/? = 

2 . 

3 ’ 




pour 

le nr 

cas 

1 


3 

3 

7 — y 



pour 

le lYr 

cas 

1 

‘^= 15 ’ 


4 

15 ’ 

II 

II 


pour 

le Y* 

cas 

1 

/? = 

5 

31 ’ 

II 

. 10 
^-ri’ 

5 

^ “ 31 
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COEOLLAIRE 4 

16. Si Ton voulait diminuer d’avantage les hauts prix pour rendre plus 
considerables les autres, on pourrait se servir des divisions suivantes: 


II‘ cas 

/y - 

1 


4 





cc 

~5~’ 

5 ’ 





Iir cas 

/y — - 

1 

/3 = 

6 


9 





16 ' 


16^" 



IV* cas 


1 

/? = 

8 


18 


16 . 

IX 


43 ’ 

j/ = 

43 " 

43 " 

V* cas 


1 

/3 = 

10 


30 


40 

CC == 

106’ 

106" 

f = 

106" 

106" 





SCHOLIE 





17. Eepresentons k la fois les prix que fourniront ces trois maniferes 
diff^rentes de partager I’unitd en chaq[ue cas. 


Ayant cboisi 

En cas que dans les 

Les 

prix d’aprbs la 

d’avance 

billets tires se trouvent 

r manibre 

IP manifere 

1 

IIP manibre 

un nombre 

le nombre 

1 

A} 

1 

1 


ou non 

0 

0 

0 

deux nombres 

tons les deux 

1 

1 

3J5* 

1 

JW 


un seul 

1 

1 

2 




W- 


nul 

0 

0 

; 0 

trois nombres 

tons les trois 

1 

3 0» 

1 

7 0* 

1 

16 0* 


deux seulement 

1 

9C* 

1 

7G‘ 

2 

16 0* 


un seul 

1 

1 

3 


9^ 

To^ 

16 01 


nul 

0 

0 

0 


61 



484 


EEPLEXIONS SUE ONE ESPECE SINGULIERE DE LOTEEIE [329-330 


Ayant choisi 

En eas que dans les 

Les 

prix d’aprbs la 

d’avance 

billets tires se trouvent 

P maniere 

IP maniere 

IIP maniere 

quatre nombres 

tons les quatre 

r ■ 

1 

1 

1 


15 lA 

432)1 


trois seulement 

1 

ulP 

1 

ibW 

2 

432)2 


deux seulement 

1 

24i)^ 

1 

152)2 

(> 

O 

431)^ 


un seul 

1 

16J)^ 

1 

152)1 

4 

432)1 


nul 

0 

0 

0 

cinq nombres 

tous les cinq 

i 

1 

1 

1 

I 5E® 

1 


106 


I 

1 quatre seulement 

1 

25U* 

1 

JilJi 

2 

106 JBi 


trois seulement 

1 

1 

3 

i 



. i deje ^ 

i 

1 

j 

deux seulement 

1 

bOJE"- 

1 

1 

31 £2 

4 

106 


un seul 

1 

1 

3 



3i:ei 

106 FJ 

! 

nul 

0 

0 

0 


PEOBLEME 7 

18. Aymt fixe les prix d'une telle loterie selon la hi de I’egalite, trouver la 
diminution de ces prix, afin gue V entrepreneur en retire un profit prescrit. 

SOLUTION 

Par rapport aux frais que I’etablissement d’rme telle loterie exige, il faut 
rabattre qnelqne cbose des prix que la loi de Tdgalite a founds, comme cela 
se pratique dans les loteries ordinaires. Outre cela, une telle loterie ne saurait 
btre permise que pour des besoins importants, et k cet 6gard, la diminution 
des prix doit 6tre plus considerable. Mais, puisque le profit n’est pas certain, 
comme dans les autres loteries, et qu’il pourrait arriver que ^entrepreneur. 
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malgre toute la probabilite, y perdit trfes considerablement, il est bien juste 
que le rabat des prix soit plus grand qu^’a I’ordinaire ou Ton se contente 
de 10 pour-cent. Cependant, comme ce ne sont que les grands prix qui ponr- 
raient ruiner I’entrepreneur, il est raisonnable qu’on augmente le rabat seule- 
ment dans les grands prix, et qu’on laisse celui des petits prix a dix ponr- 

cent. Un plus grand rabat dans les petits prix sauterait aussi trop aux 

yeux et degouterait les particii)auts, an lieu que, dans les grands prix, on 
ne s’aper(?oit presque point de la diminution, vu que peu de personnes sont 
en etat d’en calculer la juste valeur. 

Or, pour procurer a la caisse un profit de 10 pour-cent sur les moindres 
prix, on n’a qu’a les multiplier par ^ ; ce seront done les prix 

de cfiaque cas qui repondent a nn seul nombre. Pour les prix qui 

repondent k deux nombres, on pourrait bien les multiplier par ce qui 
produirait un profit de 20 pour-cent, sans qu’on s’en aperQoive aisement. Et 
lorsque trois nombres se rencontrent dans les billets tires, on pourrait, avec 
autant de raison, multiplier les prix par , et ceux qui conviennent a quatre 
nombres par , et enfin celui qui convient a cinq nombres par , ce qui est 
equivalent a un profit de 50 pour-cent. Mais, en ebaque cas, on pourra regler 
la diminution des prix comme on jugera le plus a propos, et on aura prin- 
cipalement en vue d’arrondir les nombres autant qu’il sera possible. Ayant 
done fait le plan sur les prix conformes a la loi de I’egalite, il sera aise d’y 
appliquer les diminutions les plus convenables qui remplissent le mieux les 
conditions qu’on aura en vue. 


PEOBLEME 8 

19. Le nombre de tons les billets etant 90, dont on doit tirer en son temps 5, 
dresser le plan des prix qui conviennent a tons les cas, selon la loi de fegaliU. 

SOLUTION 

Ici est renfermee la loterie projetee autrefois et dont j’ai parle au com- 
mencement. Nous verrons bientot quels prix elle pouvait promettre, en as- 
signant ceux que la loi d’egalite exige. Or, pour appliquer k ce cas nos for- 
mules g4nerales, nous avons 

% = 90, t = h et partant r = 85, 
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d^oii nous tirons d’abord 

et ces deux valeuxs nous menent a ceUes de tontes les marques suivantes. Mais 
puisque nous avons besoin de ces yaleurs renversees, je m’ en vais les exprimer 
en sorte, de meme que leurs logarithmes, pour en faciliter ensuite le calcul. 


-U® = 0,0248236 

1:^° = 

1,0688 

— lA^ = 1,2552725 

1:^' = 

18,0000 

-^5“ = 0,0499343 

1:D® = 

1,1218 

— = 1,2752436 

1:D' = 

18,8470 

— = 2,602 6025 

1:D' = 

400,5000 

_ZC‘’ = 0,0753389 

1:0' = 

1,1894 

— ZC' = 1,2954470 

1:0' = 

19,7445 

— Z O' = 2,6176663 

1:0' = 

414,6353') 

_ZO' = 4,0699639') 

1:0' = 

11748,000') 

— ZD'’ =0,1010443 

1 :D'’ = 

1,262 

— ZD' =1,3158882 

1:D' = 

20,696') 

— ZD' =2,6329063 

1;D' = 

429,44 

— ZD' =4,0800643') 

1 :D' = 

12024,4') 

— ZD* =5,7084532 

1:V = 

511038 

— ZD“= 0,1270578 

1 :D‘’ = 

1,340 

— ZD' = 1,3365728 

1:D' = 

21,706') 

— ZD' =2,648 3267 

1:D' = 

444,96 

— ZD' = 4,0902835') 

1:D' = 

12310,7'’) 

- ZD*= 5,7135328') 

1:D* = 

517050') 

— ZD'= 7,6429517 

1:D' = 

43949270') 


1) Dans redition originale, les cMf&es marques sent: 4,0699659; 4,0800649; 4,0902841; 
6,7135334. L. G. D. 

2) Dans redition originale, les chifires marques sent: 414,6364; 11748,054; 20,695; 
12024,5; 21,705; 12310,5; 617051; 43949268. L. G. D. 
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Voila done le plan de cette loterie selon les trois manieres differentes: 


1 

1 

I® maniere 

II* maniere 

' in® manifere 

i 

r cas 

1 

18 

18 

18 

II* cas 

2 

200,25 

133,5 

' 80,1 


1 

4,712 

6,282 

7,539 

j 

IIP cas 

3 

3916,00^) 

1678,29 

734,25 


2 

46,071 

‘ 59,234 

51,830 


1 

i 2,1938 

2,8206 

3,7021 

IV* cas 

4 

127759,5 

34069,2 

11884,6*) 


3 

751,53 

801,63 

1 559,28 


2 

17,893 

28,629 

29,961 


1 

1,2934 

1,3797*) 

1,9251 

V° cas 

5 

8 789854,0') 

1 417 718,5*) j 

414615,7 


t 

4 

20 682,00') 

16 679,03*) 

9755,66*) 


3 

246,214') 

397,119 *) 

348,414*) 


2 

8,899 

14,353 

16,791 


1 

0,8682 

0,7002*) 

1,0238 


A present, il est aise de diminuer ces prix a proportion du profit qu’on vent 
procurer h, Fentrepreneur. 

1) Dans 1' edition originale, les cHffres marques sent; 3916,02; 8789853,6; 20682,04; 
246,210. L. G. D. 

2) Dans Fedition originale, les chiffres marques sent: 1,3791; 1417718,3; 16679,06; 
397,113; 0,7001. L. G. D. 

2) Dans Fedition originale, les chiffres marques sent: 11844,6; 9755,68; 348,410. 

L. G. D. 
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COEOLLAIEE 1 

20. Puisque ces trois manieres sont egalement conformes a la loi de 
Fegalite, rien n^’empSche qu^on ne mette en. usage toutes les trois 'a la fois 
et qu'ou n’accorde aus participants la liberte de soumettre leur mise a celle 
qui leur plaira le mieus. Ainsi, ceux qui choisiront deux ou plusieurs nom- 
bres seront les maitres de se determiner ou pour la premibre manibre ou 
pour la seconde ou pour la troisieme. 


GOROLLAIEE 2 

21. Oependaut, il sera de Tinteret de I’entrepreneur d’exclure entierement la 
premiere maniere, pour le cas oil I’ou cboisit cinq nombres. Car, en cas qu’on 
attrapperait precisement tous les cinq nombres qni seront tires dans les cinq 
billets, le prix de presque 9 millions, fnt-il diminne jusqu’k la moitib, pour- 
rait miner la banque. 


SCHOLIE 

22. Or, en diminuant ces prix selon les regies expliquees ci-dessus [§ 18] 
et en arrondissant les nombres, on pourra former le plan snivant qui doit 
probablement apporter k I’entrepreneur un profit trbs considbrable, sans qu’il 
paraisse dbsavantageux aux interesses. 
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Plan d’nne telle loterie d 90 hillets dont on doit tirer 5. 

en cas que i oe retirera, pour chaque ecu qu’oii 


Ayant choisi <^ans les billets aura mis, Yim des prix suivants 

I tires se trouvent : ecus i ecus ! ecus 

I ^ ^ ii^ - 


1 nombre | 

i 

ce nombre 

1 

i7“; 

16 

16 

2 nombres j 

tous les deux ; 

160 

106 

64 


un seul : 

4 j 



3 nombres 

tous les trois i 

2741 

1174 

513 

i 

1 

2 seulement 

36 

47 

41 


un seul 

2 1 

2-' 

2 

9 ^ 

4 nombres 

tous les quatre 

76655 

20441 

7130 


3 seulement 

526 

561 

391 


2 seulement 

14 1 

1 

1 

22- 

2 

24 


un seul 

1 

1 

G 


5 nombres 

tous les cinq 

4394927') | 

708 859 

207307') 


I 4 seulement 

12409 

10007 

5853 


' 3 seulement 

172 

GO 

243 


! 2 seulement 

1 

7 

11-^- 

134- 


1 

i un seul 

1 

s 

i 

1 

i T 

1 


On pourrait encore mieux arrondir ces nombres et augmenter, par ce moyen, 
insensiblement d’avantage le profit de I’entreprise. 

PROBLEMS 9 

23. Le nombre de tons les hillets etani 100, dont on doit tirer en son temps 9, 
dresser le plan des prix qui conviennent d tons les cas, selon la hi de I’egalite. 

1) Edition originale: 4394925; 207 305. L. G. D. 
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SOLUTION 


Le nombre des billets qu’on doit tirer etant id plus grand qu’auparavant, 
les prix pour le cas de 5 nombres choisis ne deviendront plus si exorbitants 
que dans le plan precedent, ce qui rendra Texecution moins dangereuse. 
Ayant done ici 

« = 100, t = % et partant r = 91, 


nous avons d’abord 



et 


91 

100 ’ 


d’oti nous tirerons les valenrs des marques suivantes. 


— 0,0409586 

1 :.!'> = 

1,0989 

— 1,0457575 ' 

1 ; J.* = 

11,1111 

0,0823513 

1:5* = 

1,2088') 

- 1,0823513 

1:5' = 

12,0879 

— 2,1383027 

1:5" = 

137,50 

— Z (7“= 0,1241874 

1:C* = 

1,3310 

— 1,1193349 

1:U' = 

13,1624 

— 2,1704874 

1:(7" = 

148,077 

— IC^= 3,2844308 

1:0^= 

1925,0 

— ZD" =0,1664764 

1:5* = 

1,4671 

— 1,1567166 

1:5' = 

14,3455 

— ZD" = 2, 2030166 

1:5" = 

159,594 

— ?D®= 3,3121611 

1:5»= 

2051,92 

— ?D*= 4,4930512 

1:5* = 

31120,833 

— IE°= 0,2092283 

1:E* = 

1,6189 

— 1,1945051 

1: E' = 

15,6497 

— 2,2358978 

1: E* = 

172,146 

— IE® =3,3401898 

1: E® = 

2188,72 

-IE* = 4,5162810 

1:E* = 

32830,8 

— IE^= 5,7763524 

1:E® = 

597520 


1) Edition originale: 1,2087. 


L. G. D, 
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De ces yaleuxs on formera, selon les trois manieres, le plan suivant: 


Cas 

j Sortent 

P maniere 

I IP maniere 

i IIP maniere 

I 

! 1 

i 

11,111 

* 11,111 

11,111 

n 

I 2 

68,75 

45,83 

27,50 


1 1 

3,022 

4,029 

4,835 

in 

3 

641,66 

275,00 

120,3125 


2 

16,453 

21,154 

18,509 


1 

1,462 

1,880 

2,468 

i 

IV 

4 

7780,208 

2074,722 

723,740 


3 

1 

1 128,245 0 

136,795 

95,438^) 


■ 2 1 

6,649 

10,639 

11,134 


1 

0,8966 

0,9564 

1,3344 

V 

5 

119504 

19 274,84 

5636,981 


4 

1313,232 ^ 

1 059,06 

619,460 


3 

43,774 

70,604 

61,945 


2 

3,443 

5,553 

6,496 


1 

0,626 

0,505 

0,738 


COROLLAIRE 1 

24. Pourvu (jn'une telle loterie ne soit tiree jusq[u’a ce que le fonds ne 
se soit accru au dela de quelques centaines de milliers d’ecus, I’entrepreneur 
ne risque pas trop de se ruiner, vu que les plus hauts prix, apres etre dimi- 
nu4s, ne monteront pas k, 100000 ecus, suppose que la mise ne surpasse pas 
un dcu. 

COROLLAIRE 2 

25. Mais en cas qu’on voudrait former une telle loterie en petit et que 
le fonds entier ne monterait pas k 100000 ecus, on devrait bien retrancber la 
premikre manibre du cas de cinq billets choisis. 


1) Edition originale: 128,240; 95,439. 


L. a. D. 
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COROLLAIEE 3 

26. II faut ausvsi remarquer que de telles loteries doivent etre tirees h 
plusieurs reprises, afin que, si uue avait trop favorise les participants, les 
autres puissent dedommager I’entrepreneur. Or chaque fois, on pent tirer la 
loterie aussitot que le fonds surpasse une certaine somme proportionnee aux 
prix qu’on vent admettre. 


SCHOLIE 1 

27. Diminuons ces prix suivant les rfegles donnees ci-dessus [§ 18], et nous 
obtiendrons ce 

Plan d’une telle loterie a 100 billets dont on doit tirer 9. 



en cas que 

on retirera, pour chaque ecu 

qu’on aura 

Ayant choisi ■ 

dans les billets 

mis. Tun des prix suivants 


tires se trouvent 

ecus 

ecus 

ecus 

en general 

1 nombre 

1 

ce nombre 

10 

10 

10 

a 

2 nombres 

tous les deux 

55 

36 

22 

b 


un seul 

^3 



c 

3 nombres 

tous les trois 

449 

192 

84 

d 


2 seulement 

13 

17 

15 

e 


un seul 


li 

i 

2 

f 

4 nombres 

t 

' tous les quatre 

4668 

1245 

434 

9 


; 3 seulement 

90 

96 

1 2 

66| 

h 


1 2 seulement 

5^ 

^3 

4 

9 

i 


i 

; un seul 

3 

T 

3 

T 

1 ^ 

b 


l) Edition originale: 1-^. 


L. G. D. 
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; en cas que , oii retirera, pour chaque ecu qu’ou aura 
Ayant choisi ' dans les billets I mis, I’un des prix suivants 


' tirds se trouvent 

... i i 

ecus 

1 

ecus 1 

ecus 

i i 

en general 

5 nombres ! tCus les cinq 

59752 

9637 

28181 

1 

1 

. 4 seulement 

788 

635 

37l| 

m 

i 

1 3 seulement 

30-i 

49 

44 

n 

2 seulement 


4’) 

5 i 

1 

P 

j un seul 

1 ! 

2 1 

1 

2 

1 A 

1 3 ! 



SCHOLIE 2 

28. Outre ces trois manieres, on peut faire pour chaque cas une i n finite 
d’autres repartitions des prix que nous avons marques en general dans ce 
plan, a cote, par les lettres a, h, c, d etc. Si Ton veut que ces prix soient 
d4jfi diminues dans la meme raison que nous avons diminue les autres, il 
faut les determiner par les equations suivantes: 

T ^11 

I. 

ou 

0,1a = 1; 

o 9 

OU 

0,0090909 & + 0,1838383 c = 1; 

III. C*+ ~e-3C'* + ^/-3(7'=l, 

7 o 9 

OU 

0,000742115 d + 0,02532467 e + 0,2532467 1; 

1) Edition originale: 4~ . L. G. D. 



494 


EEULEXIONS SUE UNE ESEECE SINGULIEEE DE LOTEEIE 


[336 


IT. + + 

ou 

0,0000535547 g + 0,002784845 + 0,046 99425 i + 0,3098139 A = 1 ; 

e 

Y. y J • E^ + ^m- 5E* + y »• IOjB* + -g% • 10 + y g • 5^?' = 1, 
ou 

0,000003 347 168 Z + 0,000253827m -f 0,00652698n + 0,07261263^) 

+ 0,35499522 = 1. 

De ces formules, on pourra tirer les prix suivants qui semblent commodes 
pour la pratique; 

a — 10 ; 

& = 50, e = 3; 

(i = 200, e = 20, /’=!; 

2 = 1000, /i=100, i=10, ^ = |; 

Z = 5000, m = 500, n — bO, j) = 5, 2="^' 

A 


Par un tel plan, la banque ne risquerait pas tant que suivant la premibre 
ou la seeonde maniere. 


ANALYSE D’UN PEOBLEME 
DU CALCDL DES PEOBABIUTES’) 


Commentatio 813 indicis Enestroemiani 
Opera postuma 1, 1862, p. 336—341 


II y a, dans une urne, qnatre billets a, I, c, d, dont on tire un au 
hasard, et aprfes Tavoir remis dans Fume, on en tire un de nouveau, et cela 
k n reprises; on demands la probabilite que le billet a ne sera jamais tire, 
ou qu’il ne sera tire qu’une seule fois on deux fois etc., on enfin, qii’il 
sorte k cliacun des n tirages. 

1. Le billet donne ne sortira point au premier tirage. 


ni au second tirage, 
ni au troisifeme tirage^ 


j^robdhiliU: 

3 . 

4 ^ 

jarohdbilite: { 

i) 

probabilite: 

etc.; 

(!)■ 


il ne sortira point du tout, 

/ 3 \ 

^rdbdbiliie: . 


1) Voir les memoires 201, 313, 811 de ce volume et la note 1 p. 113. 


L. G. D. 
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2. il ne sortira qu’une fois sur les n tirages, 

1 / 3 ~ ^ 


3. il sortira deux fois sur les n tirages, 

prohahiliU: (^) (|) 
etc.; 

4. il sortira li chacun des n tirages, 

proboMlite: . 


Si des quatre billets a, b, c, d, on en tire deux chaque fois, b, n reprises 
diflferentes, 

1. le billet donne a ue s'y trouvera jamais, 

probobiliU : ( - j ; 

2. il sY trouvera une fois, 

prolabiliU: n 


Le norabre des billets a, b, c etc. etaut = N, qu’on en tire m billets b 
la fois et qu’on repbte cette operation n fois: 

1. le billet donnd o ne se trouvera jamais parmi les billets tir4s, 

prdbabilite : ; 

2. il sY rencontrera une fois, 

probabilite: w • ~ ; 
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3. il s’y rencontrera deux fois, 

probahilite: f)" 

etc.; 

4. il s’y rencontrera a chaque tirage, 

prd>abilite: • 


-2 


EXEMPLE 

Le nombre des billets dtant 50000 dont on tire k chaqne reprise 800 
et cela cinq fois de suite, il y aura done 

50000, w==8 000, n = ^. 

1. Le billet donne a ne sortira point du tout, 

probabilife: = 0,418 2120; 

2. il se rencontrera dans un seul des cinq tirages, 

probabiUte: 5 • ~ = 0,398 2972; 

3. il se rencontrera dans deux tirages, 

probahilite: 10 =0,116732;^) 

4. il se rencontrera dans trois tirages, 

prohabilite: 10 =0,028901;^) 


1) Edition originale: 0,3982950; 0,151730; 0,028906. L. G. D. 
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f). il se rencontrera dans quatre tirages, 

prdmbiliie: {^ 5 } ~ 0,002 752; 


C. il se rencontrera dans tons les cinq tirages, 
probabilite: =0,000105. 


Le nombre des tirages, n, etant le meme, on demande la probabilite 
que deux billets, a et 6 , ne se rencontrent jamais ensemble si, cle N billots, 
«m tire chaque fois N — m. 

1 . Au premier tirage, a n’est pas an nombre des N—m billets tires, 

prohaiUite: ^ ; 
b n^’y est pas non plus, 

probabilite: 

2 . les deux manquent au second tirage, 

probabilite: 

B. les deux manquent au troisieme, 

probabilite: 

etc.; 

4. les deux manquent a tous les tirages, 

probabilite: j/”. 


On demande la probabilitd que I billets donnds 
aucun des n tirages. On n^a qu^a poser 

N{N- i)(J^-T)~:(2yz:-Xq:r) = ^ 


ne se rencontrent dans 




et la probabilite cherebee sera =y", 
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Dans I’esemple precedent on aurait 

J\r= 50000, N—m=^Sm, w = 42000 et w = 5. 

Si de 10 billets qui se tronvent dans nne urne, on en tire 2, il en 
restera 8. Quand, aprbs les avoir remis, on repete Toperation encore une 

fois, il est certain que six billets an moins ne seront pas tires; mais il est 

possible que le nombre des non-tires soit meme 8. Il s’agit d’ennmerer les 
cas ou 6, 7 et 8 billets seront restes intacts. 

Il y en aura six. Supposons qn’au premier tirage soient sortis les nu- 
meros 1 et 2. An second tour, les deux numeros doivent btre de 3 b 10, 
done la probabilite est 

8-7 

10 • 9 ■ 

Il y en aura sept, lorsque 1 ou 2 sort de nouveau au second tirage, 
e’est b dire qu’on ait au second tirage 

1, 3 ou 1 , 4 ou 1, 6 etc., 

huit chances favorables; ou bien 

2, 3 ou 2, 4 ou 2, 5 etc., 

10 • 9 

autant de chances. Or, le nombre de tons les cas possibles 4tant = yty’ 
la probabilite sera ^ g 

~ ^ ' 10 • 9 ‘ 

Il y en aura huit, si au second tour sortent les mbmes numbros 1 et 2 
qu’au premier: seule chance favorable, dont la probability est 

2-1 

10 • 9 ■ 

Done, pour que le nombre des billets restes intacts soit 

6 ou 7 ou 8, 

la probabilite respective sera 

8-7 g 8-2 1-2 

• lO- 9 ’ ' 10-9 ’ 10-9 ' 

63 * 
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Quand on tire trois fois de suite, il y aura ou 4 on ^ <>u fi ou 7 ou 
8 billets de non-tires. 

I Que le nombre des non-tires soit 8. Au premier tirago etant H<jrti.s 
les numeros 1 et 2, il faut que ces memes numeros sortent au second <d. ;iu 
troisieme tirage; la probabilite de la premibre de ces chances <'fcuut 
jp ■ , celle des deux chances est 


II. Pour que le nombre des non-tires soit 4, il faut cqu’au sciCond tiragt* 
il sorte deux billets differents des numeros 1 et 2, ce qui clonne pour meHurc 
de la probabilite et pour quAu troisibme tour il en vienne eticore <h*u,x 
billets autres que les quatre dejh tires, la probabilitd sera 


8-7 6_^5 

10 • 9 ' iF- 9 ■ 

III. Pour que le nombre des non-tires soit 7, il faut c.onsichh-er los 
quatre cas suivants: 


premier 

tirage • 

ah 

^ ah 

second 

i') 

ah i 

ac 

troisibme 


ac I 

ah 


la probabilite de chaque cas particulier est 


ah 

ac 

he 


ah 

ac 

ac 


done, la probabilite totale est 


1 

lO-g-ldTg’ 


8 


8 - 2 - 1.2 

io-g-io-o' 


17. Pour que le uombre des non-tirds soit fi B ^ 

cas suivants: considerer les < 


premier tirage 
swjond „ 
troisieme „ 


ah 

ah 

cd 


ah 

ah 

ah 

ah 

ah 

cd 

i 

cd 

ac 

ac 

cd 

ah I 

cd 1 

ad 

1 

cd j 

ac 


ah 

ac 

bd 
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dont les probabilites respectives seront 


8-7-2-1 8-7-2-1 8-7-2-1 

10 • 9- 10^9’ 10-9 -id -9’ 10- 9- 10- 9’ 

,, 8-7-2-2 ^ 8-7-2-2 ^ 8-7-2-2 ^ 8-7-2 

‘ io'^ 9 • lo"- 9 ’ ‘ 10 • 9 • io~d ’ ' id^g'Td -'9 ’ ^ ' ro'-’~9^1( 

et par consequent, la probabilite totale sera 

8-7-38 

10-9-10-9' 

V. Soit le nombre des non-tires 6; les trois cas considerer 


premier tirage 

al 

I ah 

\ 

ah 

second „ 

ac \ 

; CC? 

cd 

troisibme „ 

de '■ 

ae j 

\ de 


la probabilite de cbacun de ces cas est 

8-7-6-2 

'l0'9-10”9 

et par consequent la probabilite totale 

8-7-6-2 
“ ' 10-9-10-9’ 

En rdsumant tous ces cas, nous obtenons le tableau suivant: 


Nombre des billets non-tires probabilite 


4 

5 

6 
7 


8-7-6-5 
(10 - 9)2 

8-7-6-2 
’ ~(1lO - 9)*~ 

8-7- 38 

(ld-9y2~ 

8 - 2 - 1-2 

(10-9)2 

1-2 -1 -2 


3 


(10-9)2 
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Si au lieu de 10 billets il y en a n, dont on tire deux k chaq^ue 
reprise, on aura 

1. En tirant deux fois, 


pour le nombre des billets non-sortants 

la probabilite 

n-2 

1-2 

n{n — 1) 

n — 3 

o (»»-2)2 
w (w — 1) 

n — 4 

(n — 2) (m — 3) 
n{n — l) 


Considerons maintenant les numerateurs de ces differents cas, et en posant, 
pour plus de simplicite, 


ils seront 


n — 2 = m, 


2, 4m et m(m — 1); 

leur somme nous donne la yaleur + 3 jm -j- 2; et par consequent requation 


A + Bm + w(}w — 1) = + 3m + 2, 

qui doit subsister pour toutes les valeurs de m, nous fournit les valeurs des 
coefficients A et jB. 


n. En tirant trois fois, on aura 
pour le nombre des billets non-sortants la probabilite 


n — 2 
n — 3 
n — 4 
n — 5 


fi — 6 


1 - 2 - 1 -2 
n^{n— 1 )* 

ft (w— 2)2 -I- 2 
— l)* 

8(w — 2)2(n — 3)2 + 3-l-2(w— 2)(w — 3) 

n^(n — 1)* 

„ {n — 2) (w — 3) (n — 4) 2 
»*(m — l)* 

(» — 2)(w — 3)(n— 4)(n— 5) 
n* (n'~ 1)* 
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En posant de nouveau n — 2 = w, les numerateurs de ces differents cas seront 

4, 32m, 38m (m — 1), 12m (m — l)(m — 2) 

et 

m (m — 1) (m — 2) (m — 3) , 

dont la somme nous donne la valeur (m® + 3w + 2)®; et par consequent, 
I’equation pour determiner les coefficients 4, 32, 38 et 12 sera 

A + Bm + Cm(m — 1) + I)m[m — l)(m — 2) + m(m — l)(m — 2)(m — 3) 

= + 3m + 2)\ 

CONCLUSION 

Ainsi, on pent conclure que, si le nom'bre des billets est n, dont on 
tire deux b. chaque reprise, le nombre des tirages etant on aura 

pour le nombre des billets non-sortants 

n — 2 

n — 3 

n — 4 

« — 5 
etc. 

et les coefficients A, B, C, D etc. seront donnes par Tequation 

A Bm + Gm{m — 1) + Dm(m — l)(m — 2) 

4- m(m — l)(m — 2) • • • (m — 2jj — 1) = + 3m + 2)^, 


la probability 
A 

nf(n — l)P 

B(n — 2) 
nP (n — l)*" 

(7(« — 2)(m— 3) 
nP{n — iy 

D(n — 2)(w — 3) (w — 4) 
'nP{n-^p 

etc. 


qui est independante de m = n — 2. 
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Ainsi, en tirant quatre fois par deux, on trouve 


pour le nombre des billets non-sortants la probability 


11 — 2 

8 


w’ (n — 1)® 

n — 3 

20S(»-2) 

ly 

n — 4 

652 (n— 2) (n — S) 


n\n-iy 

n — 6 

576 (w — 2) (w — 3)(w — 4) 

(n — 1)® 

n — 6 

188(% — 2)(w — 3)(w- 4:)(n—b) 
n^(n — iy 

n — 7 

2i(n—2)(n — 3)(n — i)(n — 5){n—6) 
n\n-iy 

n — 8 

(«— 2)(»— 3)(»i— 4)(’«— 6 )(m— 6) (w— 7) 
»®(w — 1)® 

Si on a n billets, dont on tire 
fois de suite, on aura 

trois ^ chaque reprise, en tirant. deux 

pour le nombre des billets non-sortants la probability 

n — 3 

1-2-3 


w(« — 1 )(m — 2) 

n — 4: 

2-3-3-(m— 3) 
n(n~l'){n — 2) 

11 — 5 

(w — 3)(ot — 4) 


n{n—l)(n — 2) 

n — 6 

1 

1 

CO 

1 


n{n—l)(n — 2 ) 

En considerant les numerateurs, leur 

somme 

6 -j- 18«j -j- 9m(m — 

■ 1) -1- m(m — 1)(m — 2) 

se prdsentera sous la forme 



(m + l)(m + 2)(M + 3); 


m = « — 3 
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et par consequent, 1 equation identiqne qui sert a determiner les coefficients 
6, 18 et 9 sera 

A + Bm + Gm(m — 1) + m(m — l)(m — 2) = (« + l)(m -f 2)(w + 3). 

En tirant trois fois de suite, 1’ equation identiqne pour determiner les 
coefficients sera de m6me 

A Bm Cm{m — 1) -|- Bm(m — l)(w — 2) -j- Em[m — l)(m — 2)(m — 3) 

— l)(m — 2){m — 3)(m — 4) -f — l)[m — 2)(m — B)(m —4)(m — 5) 
= {(m + 1) (»w -f- 2)(m -t- 3) } ^ 

et ainsi de suite. 

REGLE GENERALE 

Toutes ces recherches nous conduisent ^ la regie suivante. 

Si on a n billets, dont on tire p k. cbaque reprise, et cela q fois de 
suite, on demande les probabilites des differents nombres des billets non- 
sortants. 

A cet effet, on commence par cbercher les coefficients A, B, C etc. de 
r Equation identique 

A + Bm + Cm(m — 1) + Fm {m — 1) (m — 2) -] 

m(m — 1) (m — 2)(m — 3) ■ ■ ■ {m — p{q — 1) + 1) 

= {(m + 1) (w + 2)(w + 3) • • • (ot -t- 

alors les numdrateurs des probabilites respectives seront 

A, Bm, Cm(m — 1), l)m(m — l)(m — 2) etc. , 
m(m — !)(«» — 2) . . . (m — p{q — 1) + !)> 

m dtant =n~p, et le ddnominateur etant pour toutes le mbme 

- 2)«-^ + ly-K 
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)ici le tableau: 

Nombre des billets non-sortants 
n — _p 

n — ^ — 1 

n —p — 2 

n — p — 3 


probabilites 

A 

— 2)*“^ ■ • • (n — 1)*“’ 

B{n —p) 

n?- — 1 ) 4 - _ 2)«- 1 • . . (« — p + 

G(n —p) (« —p — 1 ) 
i(rt — 1 ) 4-1 (m __ 2 >- ‘ • (n — i> 4 - 1 >“ ^ 

D (« — p) {n —p — 1) Cw — p — 2) 
^!-i(}j_l) 9 -i(w_ 2 )J-i-. .(n—pA 1 )*"^ 


(n—p)(n—p—l){n—p—^) ■ • • {n—pq-\-l) 

— l)9“'(w— iy~'^---{n—p -b 1)9~^ 


n — pg 


VON DEB, DESCHWINDIGKEIT DEB VEBMEHBUNG 
UND VON DEB ZEIT DEB VEBDOPPELUNG*) 


A.chtes Capitel aus dem Werke 

Die gdUliche Ordnung in den Vemnderungen des menscMichen OescMecMs, aus der 
Geburt, dem Tode und der Fortpflammg desselben . 

erwiesen Ton 

JOHANN PETEE StSSMILOH ^), 

Konigl. Preuss. Obercoiisistorialra.thj Probst in C611n, nnd Mitglied der Konigl. Academie der 

Wissenschaften. 

Erster Theil. Zwote und ganz umgearbeitete Ausgabe. Berlin, 1761. 

Im Verlag des Bucbladens der Eealschule. 


INHALT 

§ 147~”149. Wird erwiesen, dass ein TJnterscMed in der Geschwindig-keit der Vermehrung 
und in den Zeiten der Verdoppelnng tonne und mtisse statt haben. 

§ 150, 151. Wird solches auf die Zeiten nacb der Scbopfung und nacb der Sundflutt an- 
gewandt, in welcben die Geschwindigteit wegen der geringeren Sterblicbkeit und 
grosseren Pruciitbarkeit yiel grosser, als anjetzt, bat seyn raiissen. 


1) Siebe Euubrs Abbandlung 334, p. 79 dieses Bandes und das p. 545 u. £ verofPentlicbte 
Fragment aus den Adversaria matliemaUca. L. G. D. 

2) Zu dem, was scbon p. 98, Aum. 1, und p. 161, Amn. 2, fiber Sussmilch und sein Haupt- 
werk Die gottliche Ordnmg gesagt worden ist, sei noeb Folgendes hinzugeftigt. Das Werk erlebte 
fiinf Auflagen^ in den Jabren 1741/42, 1761/62, 1767/68 je in 2 Teilen, die vierte, 1776/76, und 
die fiinffce, 1790/92, je in 3 Teilen. L. G. D. 
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§ 152. Die Zeiten der Verdoppelung werden nach. einer Tom Herm Prof. Eulee angegebenen 
Mettode und Terfertigten Tabelle bestimraet, -wremi maE weiss, den wievielsten Theil 
TOE der Summe der Einwolmer der UberschuB der Gebomen betragt. 

§ 153, 154. Es werden die BrandenbErgiscben ProTinzen nocbmals nacb diesen Zeiten der 
Verdoppelung gepriift, und bewiesen, daB im Ganzen eine Verdoppelung in 96 Jah- 
ren babe erfolgen konnen. Dieses wind dureb die Recbnung des Herrn Waegentin 
bestattiget. 

§ 155. Die Wichtigkeit der vSache und die Grosse des Gewinstes, so ein Land in Zeiten 
der Rube und Gesundbeit dureb die kluge Sorgfalt des Regenten erbalten kanU;, 
wird kiirziicb bemerket. 

§ 156 . Es -wild noeb eine andre allgemeine Tabelle des Herrn Prof. EulerS fiir alle Falle 
des tjbersebusses mitgetbeilet. 

§ 157. Anweisung zum Gebraucb der vorstebenden Tabelle. 

§ 158. Es -wird aus diesen Satzen gescblossen, dass nacb der Schopfung und Sundflutb eine 
Verdoppelung in zebu Jabren gar wol mbglicb liat seyn konnen, wornacb 

§ 159. eine Tabelle entworfen ist, woraiis die Menge der Menseben einige Jabrhunderte 
nacb der Simdflutb kann erkannt werden, wobey die Zeiten der Verdoppelung all- 
rnablig mit dem Anwachs der Menseben sind yergrossert worden. 

§ 160. Es wird noeb eine andre Tabelle des Herrn Prof. Eulers mitgetbeilet, welche den 
Fortgang der Vermebrung vor Augen leget, und die nacb sebr massigen Satzen ver- 
fertiget ist. 

§ 161. Anmerkungen zu dieser Tabelle.^) 

§ 162. Hachdem die Welt nacb der Sundflutb zulangbcb bevolkert war, so verkiirzte die 

Weisbeit des Sebopfers die Dauer des mensebbeben Lebens und vergroBerte die 

Zeiten der Verdoppelung, damit die Beyolkerung langsamer geben und die Welt 
niebt uberfuRet werden moebte. 

§ 163, 164. Es wird gezeiget, dab die profan Gesebiebte mit der bibHseben Zeitrechnung wol 
besteben kbnne, und dass etlicbe bundert Jabre nach der Siindflutb Asien sebon hat 
konnen bevolkert seyn. 

§ 165. Zuletzt werden die Zeiten der Verdoppelung widerlegt, w'elcbe Pettt obne genug- 
samen Grund angenommen, desgleicben 

§ 166. die vom KiRG und DaveisTART. Sowie diese allzu langsam, so ist dagegen 

§ 167. der D. Grew allzu gesebwinde gegangen, weleber daber bier aucb kiirziicb wider- 

legt wird. 


1) Die folgenden Paragrapben 162—167 bieten zu wenig matbematisebes Interesse und sind 
daber in diesem Bande niebt mit abgedruckt worden. F. R. 
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§ 147. 

Die Geschwindigkeit [der Vermehrung] laiid besondexs die Yerdoppelung 
verdienet eine besondre und nahere Untersuchung und Bestimmung. Es lassen 
sich dadurcb einige Schwierigkeiten heben, die bey der Bevdlkerung der 
Welt, vox uad nack dex Sundfluth, entstehen kdnneii. Und da anch der 
Eitter Petty eine allznlange Zeit zux Yerdoppelung angenommen und viele 
Gelebrte ihm beygepliichtet; so ist nothig, hierinn etwas genaueres vestzu- 
setzen. 

Dass sich ein Unterschied in dex Geschwindigkeit dex Vermehrung finde, 
erhellet schon zur Genilge ans der Erfahrung (§ 127 — 131), da in einigen 
Provinzen die Einwohnex in 50 Jahren sich um -x, in andern um in noch 
andern um oder ^ vermehret haben u. s. w. 

Es mu6 sich anch ein Unterschied finden, wenn in einer Provinz mehr 
Oder weniger Geborne gegen die Gestorbenen kommen. Man setze z. B. dass 
die Sterblichkeit in alien Provinzen gleich und ~ seyn soli; so werden hberall 
von 36000 Lebenden lOOO sterben. Wenn nun aber in A dagegen ■ 1100, in B 
1300, in C 1500 gebohren werden; so werden in A nicht mehr als 100, in B 
300, in G aber 500 Geborne tberschiessen. Wo aber ein Capital jahrlich mit 
500 vergrbssert wird, da muss die Yerdoppelung nothwendig eher und ge- 
sch winder erfolgen, als wo nur 100 hinzukommen. 500 ist ~ von 36000, 
100 ist aber nur Folglich ist die Yergrosserung in C funfmal so gross, 
als in A. 


§ 148. 

Man kann daher bloss aus dem Verhaltnisse der Todten zu den Gebornen 
und aus dem verschiedenen Uberschusse der Gebornen, der sich unter den 
Brandenburgischen Provinzen befindet, urtheilen, 1) dass die Yermehrung in 
selbigen mit verschiedener Geschwindigkeit geschehen musse. Man kann auch 
2) daraus urtheilen, dass die Geschwindigkeit in einer und eben derselben 
Provinz zu verschiedenen Zeiten unterschieden seyn kbnne und mttsse, wenn 
sich nemlich das Verhaltniss der Todten zu den Gebornen andert und 12 Ge- 
borne gegen 10 Todte giebt, da es zu andrer Zeit 15 gegeben hat. Man darf 


1) WiLUAM Petty (1623— 1687), Verfasser der JSssays in political arithmetic, London 1699. 

L. G, D. 
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daher 3) nur auf die Grosse des z-weiten Gliedes in diesem Verhaltnisse sehen; 
so kann man schon davon urtlieileii. A.us den Tabellen ist zu sehen, dass 
gegen 10 Todte 11, 12, 13, 14, 15 nnd mehr Geborne kommen. In den letzten 
I'allen muss also die Gesckwindigkeit grosser seyn, als in den ersten, wenn 
der Lanf nicht durck fremde Dinge gestohret wird. Es las set sich weiter 
4) daraus urtheilen, ob sick ausserlicke und fremde Dinge in die Yermekrung 
eingemischet, oder ob sie dnrck Answanderungen nnd andre Hindernisse auf- 
gekalten und gestokret sey. So sind z. E. die Generalverkaltnisse von der 
Earmark, Pommem, Neumark, Minden und Cleve meist gleick, nemlich wie 
10 : 13, gleickwol kaben sick die Einwokner daselbst in 50 Jakren versckiedent- 
lich vermekret. Die Mark bat fast andertkalbmal so viel Einwohner, als vor 
50 Jahren, da die andem nur etwan ein kalbmal so viel bekommen haben. 
Daraus lasst sicks also wakrsekeinlick schliessen, dass die Yermekrung in der 
Mark nickt bloss aus sich selbst und aus ikrem innerlicken Wachstum her- 
rakre, sondern dass sie durck Eusseiiiche und fremde Ursachen, durch Colo- 
nisten, gar sekr mtlsse besckleuniget worden seyn, indem in alien andern Pro- 
vinzen keine Auswanderung gesckeken ist (§ 136). 

§ 149. 

So wie die Yermekrung uberkaupt, so rkkret auck derselben Verschieden- 
keit aus zwey Quellen ker. Die Mortaktat und die Fruchtbarkeit sind es, 
worauf alles beruket, Wenn die Mortaktat von gleicker Grdsse ist und bleibt; 
so entsteket der Untersckied in der Gesckwindigkeit von der Fruchtbarkeit, 
sowol der allgemeinen als der besondern. Wenn aber die Mortaktat sick ver- 
andert und die Fruchtbarkeit bleibt einerley, dass einer von 50 statt 36, oder 
dafi einer von 25 statt 36 stirbt: so muss dadurck das Yerkaltniss der Sterben- 
den zu den Gebornen auck gar sekr verEndert werden, und die Yermekrung 
kann dadurck viel langsamer oder gesckwinder gemackt werden. Ick will 
dieses erlautem. 

Man setze 36000 Lebende in einer Provinz, wovon, nack dem jetzigen 
Gesetze der Sterblickkeit, jakrlich ~ oder ein Tausend sterben, und wogegen 
1500 gebokren werden. Das Yerkaltniss der Gestorbenen zu den Gebornen ist 
also wie 10 : 15, oder es werden kalb einmal so viele gebokren, und die Zakl 
der Lebenden wird mit ~ vergrdssert (§ 147). Wenn die Fruchtbarkeit ver- 
ringert wird, dass nur 1200 statt 1500 gebokren werden; so ist der Cberschuss 
der Gebornen nur 200, und es wird die Zakl der Einwokner nur mit ~ ver- 
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grosser!. Wenn aber die Fruchtbarkeit einerley bliebe, dass nemlich 1500 ge- 
bohren wilrden, es wilrde aber die Sterblichkeit verringert, dass statt 1000 nur 
800 Oder ^ abginge: so wtirden die Gestorbenea zu -dea Gebornen seyn, wie 
800 zn 1500. Der tJberscbass wtirde also 700 seya, folglicb wOrde die Zahl 
der Einwohner uai grosser werdea. Wenn aber die Sterblichkeit verringert 
und die Fruchtbarkeit zugleich vergrossert wtirde, so, dass nur 700 oder 
sttirbe und dagegen 1800 gebohrea warden: so wtirde der Uberschuss der Ge- 
bornen 1100 seyn, folglich die Zahl der Einwohner mit [fast] ^ vergrossert 
werden. Die Vermehrung wtirde also weit schaeller seyn, und die Terdoppe- 
lung weit eher erfolgen als nach dea vorigea Fallen, da die Vermehrung mit 
■i, und noch mehr, als da sie nur mit ^ geschahe. 

Dieses sind aber Palle, die sogar in dea jetzigen Uaastandea der bevol- 
kerten Welt moglich sind, indem vorher erwiesen ist, dass unter Bauersleuten 
oft nur ^ stirbt (§ 21), und in der preussischen Tabelle oft 18 Gebome gegen 
10 Todte gekommea sind (§ 127). 


I 150. 

Siehet man aber auf die Zeiten vor and auch einige Hundert Jahre nach 
der Siindfluth, da die Menschen einige Jahrhunderte lebtea; so Iksst sichs wol 
einsehen, dass damals die Sterblichkeit weit geringer gewesen seyn mtsse, 
dergestalt, dass wol kaum von 60, 80 und mehrern jahrlich Eiaer naag ge- 
storben seyn. Es ist auch kein Zweifel, dass nicht bey solehem langeren 
Leben, bey stkrkeren Kraften, bey eiaer schlechteren Lebeasart, die Frucht- 
barkeit weit grosser kQnne und mftsse gewesen seyn. Daraus Iksst sich 
schliessen, dass man nichts unmogliches annehme, wean man setzt, dass da- 
mals 2, ja 3 und mehrere Geborne gegen Einen Sterbenden gekommea sind. 
Ich will nicht einmal die hdchsten Falle annehmea, sondern nur setzen, dass 
1) gleich nach der Stlndfluth, so wie in den hollaadischen Dbrfera noch jetzt 
gesehieht (§ 58) ‘), unter 60 Lebenden jahrlich Eine neue Ehe entstanden sey. 


1) SussMiLCH, wie iiberhaupt die Statistiker der Slteren Schule, misst dem Verhaltnisse der 
AB.aM der jahrlich getrautea Paare zu der Zahl der Einwohner eines Landes groSe Wichtigkeit 
bei. SosSMiLCH findet dieses Verhaltnis in der Kurmark gleioh 1 : 108 (§ 56) m Sehweden g exe 
1 : 126, in Einnland 1 : 108 (§ 57). in England gleich 1:116 [§ 59), in “ 

aber nach N. Struyck (siehe p. 98 des vorliegenden Bandes) gleich 1 : 64 (§ 58), «welches er a 
niss aber als unhrauchhar fur andre LSnder erklaret wird.» L. G. D. 
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Wena wir also 100000 Lebende annehmen; so werden davon 1666 Eben ge- 
worden seyn. Wir wollen 2) nur jeder Ebe 6 Kinder durcb die Bank geben, 
da jetzt 4 kommen; so werden 9 996 Kinder seyn gebobren worden. Wir 
wollen nun 3) die Sterblicbkeit nur anf statt ansetzen, balb^) so bocb 
wie sie jetzt ist; so werden von 100000 Lebenden ibrer 1388 verstorben 
seyn. Diese, von den G-ebomen abgezogen, lassen 8608 znna tJberscbufi 
liber die Gestorbenen, und dieser ist ^ des Glanzen, womit die Zabl der 
Lebenden vergrossert wird. Die Gestorbenen verbalten sicb zu den Ge- 
bomen, wie 1 zu 7^; es sind ibrer also 7 mal mebr gebobren, als gestorben. 


§ 151. 

Diese jetzt angezeigten Falle der verringerten Sterblicbkeit und ver- 
grosserten Frucbtbarkeit und der dadurcb bescbleunigten Vermehrung baben 
nun zu der Zeit statt gebabt, da 1) das Leben der Menscben von Ibngerer 
Dauer gewesen als anjetzt, und da 2) die Zeugungskrafte langer gedauret, 
und 3) keine. Hindernisse den Eben bey einer nocb nicbt bevOlkerten Erde 
gelegt worden. Kacb dem Jdaasse aber, dass sicb diese Unastande geandert, 
dass das Alter abgenommen, und folglicb die Sterblicbkeit zugenommen, aucb 
die Bevolkerung das Heyraten aufgebalten; hat aucb die Gescbwindigkeit in 
der Vermebnmg abnehmen, und die Zeiten der Yerdoppelung baben grosser 
werden mtlssen. 


§ 162. 

Bey der Berecbnung der Yerdoppelung kommt es darauf an, dass naan 
wisse, den wievielsten Tbeil von der Anzabl der Einwobner in einer Provinz 
der tJberscbuss der Gebomen dber die Gestorbenen ausmacbe? Wenn z. E. 
in einer Provinz 10000 sterben, und es werden dagegen 15000 gebobren; so 
betragt der Uberscbuss der Gebomen 5000. Der wievielste Tbeil sind nun 
diese 5000 von der Zabl aller Einwobner? Wenn die Einwobner der Zabl 
nacb bekandt sind, so ist das Yerbbltniss durcb die Division und durcb das 
Yerbaltniss des Quotienten zu 1 leiebt zu finden. Da aber deren Zabl mebren- 
tbeils unbekandt ist; so kann icb sie finden, wenn icb die Mittelzahl der 
Gestorbenen von etbchen guten und gemeinen Jabren durcb 36 multipbcire 


1) Im Originale steht aus Versehen mch emmal so hock statt halb so hoeh. 


L. G. D. 
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[§ 149]; Oder wenn ich keine gute Mittelzahl der Todteu kaben kann: so darf 

man allenfals nur die Mittelzahl der Gretauften mit 27 multipliciren (§ 117). 

So genan kommt es hiebey nicht daraof an. 

Wenn man nun setzt, dass der tlberschuss der Gebornen ^ von der 
Summe der Lebenden betrage; so werden da, wo vor einem Jahre 72 gelebet, 
im folgenden zweiten Jahre leben: 72 nnd noch Es ist aber ^ = 1, 

folglich 72 + 1 Oder 73. Wenn nun die Summe der Lebenden 36000 ge- 

wesen; so wird die Eegel der Proportion also gemacht: Wenn aus 72 im 
folgenden Jahre 73 geworden, wie viel werden aus 36000 werden? Das 
Product wird seyn 

g- 36000. 

Im dritten Jahre wird es seyn 

S (S' 36000) 

u. s. w. Es enstehet also hieraus eine Progression, wodurch die Zeiten der Ver- 
doppelung kOnnen bestimmet werden. Ich habe hiebey meinen hochgeschatz- 
ten Freund nnd academischen Collegen, den Herrn Prof. Eulee, um Ehlfe 
angesprochen, dem ich anch hiemit dffentlich f(ir die gehabte Mtihe Dank 
abstatte. 

Polgende Tabelle wird nns die Zeiten der Yerdoppelnng bey jetziger 
Sterblichkeit vor Augen legen. 


Leon HARD! Euleri Opera omnia It Commentationes algebraicae 


G5 
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Wenn in einem Lande 100000 Menschen leben, und es stirbt Einer von 36, 


imd es verlialten sicli 

sodann die Gestorbenen 
zu den Gebornen, wie 

i 

so wird alsdann 
der tiberscbuB 
der Gebornen sejn: 

Dieser UbersehnB der 

Gebornen wird sodann ' 
seyn von der Snmme 
aller Lebenden: 

nnd also wird die 
Verdoppelung er- 
folgen in: 

/ 

11 

277 

Li) 

360 / 

250|- 

Jabren 


12 1 

555 

1 

180 1 

125 

V 


13 ; 

833 ^) 

^ 3\ i 

120 

83|-^ 

‘) . 


14 I 

1111 ^) 

1 1 

90" j 

62| 

5 ? 


16 

1388 1 

! 

1 1 

72 1 


)? 


16 

1666 1 

1 

*60* J 

42 

79 

10: . 

i 

17 

1944®) ! 

j 

1 

51 

i 364- 

99 


18 

2222’) 

1 

34 

99 


19 

2499 

i 1 

I 40 

28 

99 


20 

2777 

1 1 

25^" 

79 



1 

36 

10 


22 

3333 ®) 

1 

W 

j 


97 


25 

4166®) 

1 1 

24 

17 

99 


^30 

5555“) 

1 

Ts 

‘4 

99 


§ 153. 

Nach dieser Tabelle kann man die Geschwindigkeit in dem Fortgange 
der Vennehrung in den Brandenburgiscben Provinzen beurtheilen. 

1) Es erhellet Meraus, dass bey der jetzigen SterbUcbkeit and bey einem 
ganz mittelmafiigen tJberschnsse der Gebornen, bey ^ , oder wenn die Todten 

1) Im Original steht: ; 2) 722, 3) 4) 96; 5) 1100; 6) 1943; 7) 2221; 

8) 3332; 9)4165; 10) 5554. L. G. D. 
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zu dea Gebornen sind wie 10 : 13, die Yerdoppelung in 83 bis 84 Jahren^) er- 
folgen konne. Da nun das Geueralverbaltniss von alien preussischen Landen ist 
wie 10 : 13 (Tab. XX, § 127)^); so ist hieraus klar, was man in selbigen in 
weniger als 100 Jabren erwarten konne, wenn keine Storungen von Kriegen 
und dergleichen dazwiscben kommeti. 

2) Man siebet ferner hieraus, wie sebr die Verdoppelung bescbleunigt 
wird, wenn nur 1 Geborner mebr und wenn 14 Geborne gegen 10 Ster- 
bende kommen, indem sodann die Vexdoppelung in 62 bis 63 Jabren ge- 
schiebt. 

3) Wenn ibrer balb einmal so viele gebobren werden, als sterben, oder 
diese sind zu jenen wie 10 : 15; so erfolgt sie schon in 50 Jabren. Und in 
42 Jabren, wenn gar 16 Geborne gegen 10 Sterbende kommen. Dis ist nun 
aber gar kein obnmOglicber Fall. Die preussische Tdhelle (Tab. XXI) bat vor 
der Pest 15, und in den 46 Jabren nacb derselben 16 Geborne gegen 10 Ge- 
storbene gebabt. Folglicb darf man sieb fiber den scbleunigen Fortgang der 
Vermebrung in solcber Provinz gar nicht wundem, um so weniger, da im 
Jahr 1732 die Salzburgiscbe Colonie von 20 000 Seelen dazu gekommen. Es 
sind ibrer nicht einmal so viele, als seyn konnen, welches wol von der 
zuweilen durcb epidemiscbe Jabre verfinderten Sterblicbkeit berruhret. 

Die MarTi Brandenburg (Tab. XXII) batte auch von 1698 bis 1712, 16 ja sogar 
17 Geborne gegen 10 Gestorbene. Ware es dabey geblieben; so batten ibre Ein- 
wobner schon um das Jahr 1740 verdoppelt seyn konnen, und zwar obne 
Colonisten, bloss durcb den innerlichen und natfirlicben Wacbsthum. Allein 
dieser groBe Uberscbuss der Gebornen fiel nacbber von jg und auf.jg, so 
daB das Generalverhaltniss aller in der Tabelle befindlicben 36 Jabre nur ist, 
wie 10 : 13. Dadurcb ist die Geschwindigkeit in der Vermebrung aufgebalten 
worden. Die Ursacbe von diesem Abfall des Uberscbusses liegt in der ver- 
ringerten Zabl der Heyratenden, welches scbon (§ 71) erwiesen ist, indem statt 
etlicber 90 nacbber 110 bis 116 nur Ein Ebepaar gegeben. Wegen dieser ver- 
ringerten allgemeinen Fruchtbarkeit baben aucb nacbber nicht mebr so viele 
konnen gebobren werden, und also aucb nicbt fiberscbiessen. Wenn es dem 


1) Original: in 96 Jahren. L. G. D. 

2) Diese Tabelle XX uinfaBt den Zeitraum von 1698 bis 1756 nnd, fur die letzten 18 Jabre 
desselben, 390 465 getraute Paare, 1 597 994 Getaufte nnd 1 196 786 Begrabene. L. G. D. 
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Herm von Bielefeld^) belieben solte, alle diese Dinge in ihrer Verbindung 
and nacb ihren Ursachen in Uberlegung zu zieben; so versprecbe icb mtr ein 
ganz andres Urtheil von unsrer Mark sowol, als alien Brandenbnrgischen 
Provinzen (§ 143). ■) 

Das Herzogihum Cleve (Tab. X5X) hatte zwar anfanglich ancb 15 Geborne 
gegen 10 Gestorbene; es fiel aber dieses gar bald, so, dass nacbher das Verhaltniss 
inebrentheils nur gewesen ist J ^ bis ~ . Der UberschuB fiel also von ~ bis auf 
y ja bis ~ herunter. Das Generalverhaltniss von 59 Jahren ist wie 10 : 11. Nacli 
der Tabelle (§ 152) geboren daselbst 125 bis 200 Jahre zur Verdoppelung. 

Nacb diesen Beyspielen wird man die besondre Qescbwindigkeit der 
Yermebrung der einzelnen Provinzen leicbt beurtbeilen konnen, wobey icli 
micb jetzt niebt aufbalte. 


§ 154. 

Man erkennet bieraus die Ubereinstimmung dieser Recbnungen mit dem, 
was vorber aus der Erfahrung uud aus den Listen ist dargetban worden 
(§ 131 und folgende). 

Da nun 1) aus dem Generalverhaltniss der Brandenbnrgiscben Provinzen, 
Welches 2) auf 50, 60 und mehr Jahren einzelner Provinzen und 3) auf vielen 
bundert Jahren aller Provinzen zusammen, berubet, in welcher langen Eeibe 
von Jahren 4) die guten und epidemiscben Jahre mit einander vermiscbt sind, 
und da auch 5) niebt alle Provinzen von gleicber Besebaffenbeit sind, indem 
einige andere , nocb andere nur ja Uberschuss geben, und also 
6) in dem Generalverhaltniss fast alle moglicbe Falle vorkommen, nur niebt 
langwierige Kriege und lang anbaltende Pesten: da aus diesem Generalver- 
bkltniss der Gestorbenen zu den Gebornen, welches ist wie 10 : 13 oder 100 : 133 
(Tab. XX), erhellet, daS die Verdoppelung in Sdy oder rand in 85 Jahren*), 

1) Jakob Eriedrich Freiterr ton BrsLrfiLD (falseilieli Bielefeld oder Bielefeldt) 
(1717—1770), wurde 1743 EBrenmitglied der Berliner Akademie der Wissenscliaften und 1748 
in den Ereihermstand erhoten. Seine bekannteste Schrifb, auf die Sussmilch hier anspielt, ist das 
dreibandige Werk InstUuUons jaoUtiques, Leyde 1759/62. L. G. D. 

2) Sussmilch beweist, dafi die Gesamtanzahl der Menseben auf Erden niebt konstant bleibt, 
und benutzt diese Gelegenbeit, «den Herrn Ton Bielefeld zu widerlegen, welcber die Ricbtigkeit 
der Preussischen Listen oine Grand bat Terdaobtig zu machen gesuebt; welches ganzlicb abgelehnet 
wird.» L. G. D. 

3) Original; in 96 oder rund 100 Jahren; vgl. dazu p..^514. 


L. G. D. 
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erfolgen konne: so sehe ieh. nicht ein, warum man diese Regel nicht fur all- 
gemein solte halten konnen. Und dieses um so mehr, da Schweden, Finn- 
land und Engelland damit ubereinstimmen. 

Herr Wargentin*)^) hat die Zeiten der Verdoppelung aucli berechnet und 
stimmt mit diesen Eechnungen meist dbereiii. Nach dem Terhaltniss setzt 
er die Zeit auf 74 Jabre. Hack dem epidemischen Jahre von 1749, da es 
^ gewesen, wiirde sie in 100 Jabren, und nach dem gesunderen Jahre von 
1750, da das Verhaltniss wie 100 ; 137 war, in 77 Jabren erfolgen. In Finnland 
sind im Jahr 1749, obneracbtet die Pocken und andre nicht gewohnliche Seucben 
liber 6000 Kinder mehr als gewobnlich weggenommen, dennoch 144 Geborne 
gegen 100 Todte gewesen; nach welebem Puss die Verdoppelung in 69 Jabren 
geschehen muste. Er hat sich einer andem Methods zur Berechnung bedienet 
und dabei zum Grunde gesetzt, dass die Geburten sich zur Zahl der Lebenden 
verhalten wie 1:30; wenn aber dieses Verhaltniss ist wie 1:25; so erfolgt 
die Verdoppelung in 58 Jabren. 


§ 156. 

Es ist also mbgiich, dass die Einwohner eines Landes sich nicht nur in 
100, sondern sogar in 50 ja 40 Jahren verdoppeln konnen. Es ist nicht nur 
mbgiich, sondern es geschiehet nocb jetzt wtirklich und muss geschehen, wenn 
gegen 10 Sterbende 15 bis 16 Geborne kommen und der Uberschuss ^ oder -- 
der Einwohner betrhgt (§ 152), wie solches in Preussen und anderswo sich in 
der That findet. Jedoch wird bey dem alien zum Grunde gesetzt, dafi dieser 
Lauf der Natur nicht durch Pesten oder auch durch heftige, blutige und 
langedaurende Kriege mttsse unterbrochen werden. 

Welch ein Gewinst ist das aber nicht fdr einen Staat? Welche Reitzun- 
gen far Fursten, um sich wahrhaftig zu bereicbern? Wenn sie auch um 

*) Schwedisehe Abhandlang: Vol. 17, p. 6. 

1) Peter Wilhelm Wargentes (1717 — 1783), sehwedischer Astroaoin und Statistiker, 
34 Jahre lang Sekretar der schwedischen Akademie der Wissenschaften zu Stockholm. Sussmilch’s 
Zitat hezieht sich nicht auf die Originalausgabe (sonst miiBte es Tol. 16 heiBen), sondern auf die 
Kastnerschb fibersetzung der Abh. der schwedischen Akademie, in der sich VVaugbntins Anmer- 
Tcuiigen vom Nutzen der jdhrUchen Verseichnisse G-ehoJmier und Verstorbener in einem Lande, Bd. 17 
(1755), Leipzig 1757, p. 3—16, 81 — 94, 159 — 1G7, 239 — 250, finden. Vgl. G. Enesteom, 
P. W. W augentin und, die sogenanntc Halle7,scbb Mdliode. Abh. zur Gesch. der Math. 9 
(1899) p. 81—95. L. G. D. 
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Gottes willen es nicM wolten; so solten sie doch wol wenigsteas um ihres 
eigenen Natzens willen ihrer Laadei' Bestes besorgen. Hieraus ist War, wie 
der Untertbaneii laid der Eegenten Bestes aaf eine ganz unzertrennliclie Weise 
verbunden sey. Diejeaigen Summen, die ein Furst anwendet, um seinem 
Volke Bred und IJnterhalt zu verschaflfen uud alle Hindernisse zum Heyraten 
aus dem Wege zu xaumen; die Freygebigkeiteu, die er an Arme, an Beffirde- 
rung der Handwerker, Ktoste und Wissenschaften, an Handlung, an die 
Cultur des Ackerbaues, verwendet, bringen gewifi mehr, als bundertfaltigen 
Zins. Die Mdbe, so er sick giebt, um seinem Volke Freybeit, Sicherbeit und 
tiberfluss zu verscbaffen und sie zum FleiB und Tugend zu ermuntern, zeigfc 
sicb gar bald, wie ein guter Saame, in den Frucbten und in der Vermebrung 
seines Volkes. Es ist moglicb, daB ein Fiirst 50 Jabre regieren nnd dafi er 
in solcber Zeit sein Volk verdoppelt seben kann. Wie abscbeulicb mufi nicbt 
bloss diese Betrachtung den Krieg macben? Zu welcber Sorgfalt soli das 
nicbt antreiben, ansteckenden Seuchen vorzubeugen, selbige unter dem arme- 
ren und unwissenden Tbeil des Volkes, wo rdcht ganz zu bindern, dock zu 
Yerringem, tbeils durcb BefOrderung der mediciniscben Wissenscbaft, tbeils 
durcb Bestellung binlanglicber und gescbickter Artzte? 

§156. 

Um aber die Sacbe zum Gebraucb fur alle fast mdglicbe Falle allgemeiner 
zu macben; so bat der Herr Professor Eulee annocb nachstebende Tabelle 
(S. 519 und 520) verfertiget. 

§ 157. 

Anweisung zum 6-d)raucfi vorstehender Tahelle}) 

1) Man setze den Fall, dass gegen 100 Sterbende nur 110 sollen gebobren 
werden, und dass die Sterbbchkeit soli seyn oder dass jabrlicb von 32 
Einer stirbt, welcbes nicbt unmoglicb ist: so werden von 100000 Lebenden 
jabrlicb 3125 sterben und dagegen 3437 gebobren werden, und also wird der 
tiberscbuss seyn 312. Dieser ist von der Summe der Lebenden oder er 
verbalt sicb zu selbigen wie 1 : 820. Dieses Verhaltniss ist in der Tabelle 
befindlich, und giebt zur Verdoppelung 222^ Jahre. Wenn also die Sterb- 
licbkeit so gross und die Fruchtbarkeit so klein ist, so gehoren tiber 
200 Jabre dazu. 


l) Im Original folgt die Tabelle ximnittelbar nach § 156. 


L. G. D. 
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Tabelle, 


um alle Zeiten der Verdoppelung nach selbiger zu berechnen. *) 



l) In dieser Tabelle sind die Zahlen der Originalausgabe abgedruckt Indessen sLnd Yon diesea 
82 Zablen nur 1 2 bis auf 4 Dezimalstellen lichtig. Hier die genaueren Werte. in derselben Eeihenfolge. 


T,2725 

7,9661 

8,6596 

9,3532 

10,0466 

10,7400 

11,4334 

12,1267 

12,8200 

13,5134 

14,2067 


14,8999 

15,6932 

16,2865 

16,9797 

17,6730 

18,3661 

19,0595 

19,7526 

20,4458 

21,1391 


22,5256 

76,5921 

215,2212 

23,9119 

83,5220 

222,1623 

25,2983 

90,4564 

229,0769 

26,6846 

97,3860 

236,0094 

28,0709 

104,3214 

242,9424 

29,4572 

111,2494 

249,8793 

30,8438 

118,1807 

256,8077 

32,2298 

125,1111 

263,7375 

33,6162 

132,0422 

270,6617 

35,0026 

138,9732 

277,6005 

38,4688 

145,9044 

284,5543 

41,9349 

152,8381 

291,4690 

45,4007 

159,7654 

298,4040 

48,8661 

166,7017 

305,3352 

52,3321 

173,6344 

312,2717 

55,7979 

180,5602 

319,1920 

59,2625 

187,4992 

326,1430 

62,7289 

194,4261 

333,0346 

66,1953 

201,3578 

339,9932 

69,6602 

208,2964 

346,9286 

693,4577 


L. G. D. 



520 


YO^ DEE GESCHWINDIGKEIT DEE VERMEHRDNG 


[286 


YerhSltniss des liber- ;Zeiten der Yerdoppelimg.l 

Yerhaltniss des tlber- 

Zeiten der Yerdoppelung. 

scbusses zur Zabl der ! 

Jalire. Zelintausend- 

scbusses zur Zabl der 

Jab re. Zebntausend- 

Lebenden i 

tbeilchen 

Lebenden j 

tbeilcben 


32 i 

22,5255 


210 

145,9072 


M i 

23,9119 


220 

152,8387 


36 1 

25,2983 


230 

159,7702 


38 

26,6847 


240 

166,7017 

1:< 

40 

28,0711 

1 

250 

173,6332 


42 

29,4574 


260 

180,5647 


44 

30,8438 


270 

187,4961 


46 

32,2302 


280 

194,4275 


48 

33,6166 


290 

201,3590 


50 

\ 

35,0029 


^300 

208,2905 


55 

38,4687 


310 

215,2220 


60 

41,9345 


320 

222,1535 


65 

45,4003 


330 

229,0850 


70 

48,8661 


340 

236,0164 

1 

75 

52,3318 

1 

350 

242,9479 


80 

55,7977 


360 

249,8794 


85 

59,2634 


370 

256,8109 


90 

62,7292 


380 

263,7425 


95 

66,1950 


390 

270,6740 


100 

\ 

69,6607 


400 

277,6055 


^ 110 

76,5923 


£ 

410 

284,5370 


120 

83,5238 


420 

291,4685 


130 

90,4554 


430 

298,4000 


140 

97,3868 


440 

305,3314 


150 

104,3183 


450 

312,2629 

1 

160 

1 : 



111,2598 


460 

319,1943 


170 

118,1813 


470 

326,1258 


180 

125,1128 


480 

333,0573 


190 

132,0443 


490 

339,9888 


200 

138,9757 


500 

346,9202 



1 : 

1000 

693,4937 
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2) Wir wollen einea andern Fall setzen. Die Sterblichkeit soil seyn, wie 
sie unter den Laadleuten za seyn pllegt, (§ 21). Die Fruchtbarkeit 
soil bey einem angefnllten Lande, wo die Bhen Hindernisse finden, mittel- 
massig seyn, dass daber nur 13 Geborne gegen 10 Todte kommen. So werden 
von 100 000 sterben 2325, dagegen werden gebobren werden 3022. Der Unter- 
schied oder der Uberscbuss wird seyn 697. Dieser verbal! sicb zur Zahl der 
Lebenden, wie 1 : 143. Diesem kommt in der Tabelle das Terbaltniss wie 
1:140 am nachsten, und giebt 97^- Jabre zur Yerdoppelnng. Und auf die 
Weise konnen alle andre Falle berecbnet werden. 

§ 158. 

Da sowol aus der Tabelle (§ 152) als aus der Erfahrung erhellefc, son- 
derlicb aus dem, was von Preussen angefflbret worden (§ 153, n. 3), dass bey 
dem jetzigen Zustande der Welt und in bereits bevolkerten Landern eine 
Verdoppelung in 50, 40 und nocb weniger Jabren erfolgen konne, wenn 
Kriege und Pesten nicbt dazwischen kommen: so werden wir nunmebro wol 
leicbt einseben und zugesteben, dass die Verdoppelungen im Anfange der 
Welt und nach. des FToab Zeiten in nocb viel kleineren Perioden haben ge- 
scbeben konnen und auch baben erfolgen mussen, weil sowol die Dauer des 
Lebens damals viel langer, folglicb die Sterblicbkeit viel kleiner, anbey aucb 
die Frucbtbarkeit viel grosser gewesen. 

Icb will bier nicbt einmal alles das annebmen, was mir ein jeder 
wurde zugeben mussen, welcber die Sacbe recbt einsiebt; sondern nur solcbe 
Falle setzen, die im jetzigen Zustande der Welt nicbt ganz unmoglicb 
scbeinen. Wir wollen 100000 Menscben setzen, unter denen 1) die Sterblicb- 
keit gg gewesen, oder von 60 jabrlich Einer hat sterben sollen; so werden 
ibrer 1666 in einem Jabre gestorben seyn. In der kurmS,rUschen Liste 
(Tab. I) giebt es Falle, da nur von 50 Einer abgegangen. Wir wollen setzen, 
2) daB unter 60 Lebenden eine Ehe gescblossen worden, dergleicben sicb auf 
den Hollandiscben Ddrfern gefunden (§ 58); so werden 1666 Ehepaare in 
einem Jabre entstanden seyn. Es soli 3) die eheliche Frucbtbarkeit nur 
ganz mkssig gewesen seyn, und es sollen auf jede Ebe durcb die Bank 
nur 5 Kinder kommen, welches jetzt nocb zuweilen gescbiebt; so werden 
4) von 1666 Eben 8330 Kinder seyn erzeuget worden. Die Gestorbenen 
verbielten sieh demnacb zu den Gebornen wie 1666 zu 8330, oder wie 1 : 5. 
Es werden also 5 mal so viel gebohren als gestorben seyn. Nacb Abzug 
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der Gestorbenen bleiben 6664 tibrig. Dieser UberschuB der Gebornen ist 
zur Summe aller Lebenden, wie 1:15, oder er ist . Nach der Tabelle 
(§ 156) giebt dieses Yerhaltniss lOj-^- Jahre zur Verdoppelung. 

Es ist also bey deu angenommenen ganz massigen Satzen moglich, dass 
eine Verdoppelung in 10 Jahren erfolgen kbnne. Die allgemeine and die 
ebelicbe Fruchtbarkeit findet nock jetzt statt. Die angenommene Sterblicbkeit 
zu wiirde aucb noch jetzt, ohne die vorzflgliche Dauer des patriarchaliseben 
Lebens statt finden, wenn bey den Kindern die convulsivischen Krankbeiten 
and die Pocken nicht ganz -weggenoininen, sondern nur gemindert wurden, 
als woran anjetzt in Stadten -g, im Ganzen aber wenigstens oder -j Yon 
alien Gebornen im ersten Jahre ihres Lebens hinweggerissen werden, wie 
nachher wird erwiesen werden. 


§ 159. 

Da also erwiesen ist, da6 auch in 10 Jahren eine Verdoppelung moglich 
sey; so habe ich die nachstehende Tabelle damaeh entworfen, damit man sich 
einen richtigen Begrif von der groBen Geschwindigkeit der Vermehrung nach 
der Silndfluth machen and den gemachten Einwendungen begegnen kdnne. 
Ich habe nach der Col. B zaerst 10 Jahre zar Verdoppelung angenommen, 
da noch gar keine Hindemisse weder den Heyraten, noch der ehelichen Frucht- 
barkeit im Wege stunden, ja da ein jeder Vater and Herr einer Pamilie viele 
K inder, and zwar mit Recht, far einen Segen hielt. So wie die Menschen 
etwas anwuchsen, habe ich die Zeiten der Verdoppelung etwas vergrossert auf 
15, 20, 25 Jahre u. s. w. 


Tabelle, 

welche die geschwinde Vermehrung der Menschen nach der Schopfung and Sundfluth 
aas den erwiesenen moglichen Perioden der Verdoppelangen vor Augen stellet. 


Zahl der Menschen 

Perioden 

der Verdoppelung 

Jahre vom Anfang an 

r~ ■■ ■ " 

Zabl der 

Verdoppelungen 

A 

B 

0 

D 

2 

In 10 Jahren 

1 

0 

4 

5? » U 

10 

1 

8 

55 5) 

20 

2 

16 

55 55 55 

30 

3 

32 

55 55 55 

40 

4 
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A. 

B 

C 

D 

64 

In 10 Jahren 

50 

5 

128 

» 

60 

6 

256 

7 ) 77 77 

70 

7 

512 

77 77 77 

80 

8 

1024 

77 77 n 

90 

9 

2 048 

77 77 77 

100 

10 

4096 

75 15 ,5 

115 

11 

8192 

77 77 77 

130 

12 

16384 

77 77 77 

145 

13 

32768 

77 77 77 

160 

14 

65536 

77 77 77 

175 

15 

131072 

77 77 77 

190 

16 

262144 

77 77 77 

205 

17 

624288 

77 77 77 

220 

18 

1048576 

77 77 

240 

19 

2097152 

77 77 77 

260 

20 

4194304 

77 77 77 

280 

21 

8388608 

7 ? 77 77 

300 

22 

16777216 

„ 25 ,5 

325 

23 

33554432 

77 7 ? 77 

. 350 1 

24 

67108864 

77 77 77 

375 

25 

134217 728^) 

77 77 77 

400 

26 

268435 456 

77 77 77 

425 

27 

536870912 

77 77 77 

460 

28 

1073 741824 

77 77 77 

475 

29 

2147483648 

77 77 77 i 

500 

30 

4294967296 

i 77 77 ; 

530 

31 

8589934592 

77 7 ? 77 

1 560 

32 

17179869184 

77 7 ? 

600 

33 

34359738368 

77 77 

650 

34 

68719476736 

77 77 77 

700 

35 

137438953472 

77 77 77 

750 

36 

274877906944 

77 77 >7 

800 

37 

549755813888 

77 77 7 ? 

850 

38 

1099611627776 

77 77 77 

900 

39 

1) Original: 134217 748; infolgedessen sind auch alle folgenden Zahlen des Originals falsch. 

Die Bericktigung ist sckon in der 4. Auflage (p. 2 

93) erfolgi L. 6. D 
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Anmerkiing. Es haben sich aucL andre bemiiliei, diese Materie durch Tabellen zu 
eiiaiitem. Man bat sicb hiezu der Generationen ziim Theil bedienet. Meiner Einsicbt nacb 
sind die erAviesenen Verdoppelungen wol ohnstreitig das kiirzeste und sicierste Mittel. 
Wolte man dagegen ehvas einwenden; so iniiste man die Griinde umstossen, worauf die er- 
wiesenen Perioclen der Yerdoppelimg beruben, welches wol schAverlich wird geschehen 
konnen. Whistox'*^) hat sich auch schon dieser Methode bedienet, und er liatte Recht^ 
ob er schon you andeni deshalb ist getadelt worden. Der Herr Wallace hat in 
seiner schonen Abhandlung aueh eine mitgetheilet, dabey [ich] mich aber jetzt nicht aufhalte. 


§ 160 . 

Urn aber zu zeigen, dass in der vorhergehenden Tabelle (§ 159) nichts 
unmogliches enthalten sey; so will icb. noch eine andre schon vor einigeii 
Jahren von dem Herrn Prof. Euler auf meine Bitte nach der vorgedachten 
Methode verfertigte Tabelle mittheileii. Sie ist zu schon, als dass ich sie solte 
konnen weglassen. Obschon nach dieser die Vermehrung im Anfange lang- 
samer geht, und auch nach 300 Jahren die Zahl der Lebenden nicht so gross 
ist, als nach der vorstehenden Tabelle; so wird man doch auch leicht ur- 
theilen, dass dieser TJnterschied nicht so gross seyn wtirde, wenn ein langeres 
Leben und eine grossere Pruchtbarkeit der Ehen nach der Schopfung und 
SOndfliith zum Grunde gelegt ware. Doch zu denen Polgen, die ich nachher 
aus der erwiesenen Geschwindigkeit der Yermehrnng herleiten will, wird auch 
diese auf sehr gemassigten Satzen beruhende Tabelle hinlanglich seyn, indem 
daraus erhellet, dass nach 300 Jahren von einem Ehepaar schon an die 
4 Millionen Nachkommen haben entstehen konnen. 


AUgemeine WeltMstoric mit D, Baumgartbns^) Vorrede. I. Theil p. 221, § 238. 
Sur la difference du nombre des hommes etc. p. 7 sq. 


1) William Whiston (1667 — 1762), englischer Mathematiker und Theologe, Yerfasser zahl- 
reicher Schriften liber die yerschiedensten Wissensgehiete. L. G, D. 

2) Robert Wallace (1697 — 1771) veroffentliehte unter anderm eine Dissertation on the 
Numbers of ManJeind in ancient and modern Times ^ 1753, die anf Yeranlassung von Montesquieu 
(1689—1755) eine franzosisehe tlbersetzung erfuhr und 1809 von neuem in englischer Ausgahe 
erschien. L. G. I). 

3) SiEGMUND Jakob Baumgarten (1706 — 1757), einfiuJBreicher Theologe, seit 1734 Professor 
in Halle, tibersetzte die von englischen Gelehrten bearbeitete «Allgememe Weltgeschicbte», 16 Biinde, 
HaUe 1744—1756. L. G. D. 
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Herr Prof. Euler nimmt an, 1) dass im Anfang 2 Bheleute gewesen 
von 20 Jaliren, 2) ihre Hachkomnien sollen sicli auck im 20sten Jahre jeder- 
zeit verheyraten , und es sollen 3) aus jeder Eke 6 Kinder erzenget werden.' 
(Dis wflrde gewiss nock erfolgen konnen, wenn die ungleicken Eken gekindert 
warden, wenn gleick und gleick, und wenn alles zur rechten Zeit keyraten 
kdnnte.) Hamit aber 4) nickt alle Jakr eine Veranderung vorgeke; so sollen 
immer Zwillinge auf die Welt kommen, nemkck aus jeder Eke das erste Paar 
im 22sten, das andre im 24sten und das dritte im 26sten Jakre. Es sollen 
5) alle Kinder am Leben bleiben, sick verkeyraten und nickt eher sterben, 
als bis sie 40 Jahre alt sind. (Dieses ist bey der jetzigen Kkrtze des Lebens 
ohngefekr die mittlere Dauer. desselben im Ganzen, bey der viel langeren 
Dauer vor und nack der Sandflutk ist auch dieses mittlere Alter viel grosser 
gewesen. Wenn daher die Prucktbarkeit der Eken zu gross sckeinen mockte; 
so wird die Sache kiedurck wieder ersetzet.) 

Nack diesen Satzen werden also im Anfang nur 2 Personen seyn, nack 
2 Jakren 4, nack 4 Jakren seckse, nack 8 Jakren ackte. Yon dieser Zeit an 
gekt keine Yeranderung vor, als bis die 2 ersten Kinder das 22ste Jakr er- 
reicket, welckes nack 24 Jakren geschiekt, da erst wieder 2 Kinder zur Welt 
kommen. Zwey Jakre kernack wird dieses Paar nock 2, dasjenige aber, was 
im 4ten Jakre gebohren, auch 2 Kinder liefern; im 28sten Jakre werden 
6 Kinder kommen, im SOsten wieder nur 4, und also fort. 

IJm sick nun von diesem im Anfeing etwas unordentlichen Wackstkum 
einen Begrif zu macken; so stehen in der 2 ten Columne die Geburten von 
2 zu 2 Jakren, in der dritten Columne ist die Zakl aller vorker Gebornen 
zusammen genommen, welcke jederzeit die Zakl aller Lebenden anzeigen 
wflrde, wenn inzwiscken niemand gestorben ware. Da aber im 40sten Jakre 
des Alters alle wieder sterben; so ist deren Anzakl in der 4 ten Columne. 
Wenn man selbige von der Zakl aller, in der dritten Columne, abzieht; so 
bekommt man die Zakl der Lebenden in jedem Jahre, die in der 5ten Co- 
lumne beflndlick ist.’^) 


1) Der letzte Satz ist nacla der vierten Auflage p. 293 wiedergegeten. Die zweite Auflage 
hat hier folgencle unrichtige Wendung: ... in der 4ten Coliiiwne. Ti'tfww nidn selbige von den Ge- 
hornen abzieht; so belcommt man die Zalil der Lebenden in jedem Jahre, wenn man die Gestorbenen 
von den Gebornen abzieht, die in der 5 ten Columne hefindlich. L. G. D. 
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Tabelle des allmahligen Wachsthums nach. vorangenommenen Satzen. 


Jahre 

i 

Zalil 

der Gebornen i 

1 

1 

1 

t 

Zalil aller j 

Zahl 

der Gestorbenen 

Zahl 

der Lebenden 

0 

0 

2 ; 

0 

2 

2 

2 

4 i 

0 

4 

4 : 

2 

6 ; 

0 

6 

6 

2 

8 ; 

0 

8 

8 

0 

S ■ i 

0 

8 

10 i 

0 

8 

0 

8 

12 

0 1 

8 ! 

0 

8 

14 

0 I 

8 I 

0 

8 

16 

0 I 

1 

8 1 

0 

8 

18 

0 1 

8 1 

! 

0 

8 

20 

i 

0 i 

8 

2 

6 

22 

0 ^ 

8 

2 

6 

24 i 

2 1 

10 

2 

8 

26 ’ 

4 

14 

2 

12 

28 

6 

20 

2 

18 

30 1 

4 

24 

2 

22 

32 

2 

26 

2 

24 

34 1 

0 

26 

2 

24 

36 1 

0 

26 

2 

24 

38 1 

0 

26 

2 

24 

40 

0 

26 

2 

24 

42 

0 

26 

4 

22 

44 

0 

26 

6 

20 

46 

2 

28 

8 

20 

48 

! 6 

I 

34 

8 

26 

50 

12 

46 

8 

38 

52 

14 

60 

8 

52 

54 

12 

72 

8 

64 

56 

6 

78 

8 

70 

58 

2 

80 

8 

72 


f 

I 


I 
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Jahre 

I 

Zahl 

der 6el)orne]i 

Zakl aller | 

1 . 

Zahl 

der Gestorbenen 

Zakl 

der Lebenden 

60 

0 

80 

8 

72 

62 

0 

80 

8 

72 

64 

0 

80 

10 

70 

66 

0 

80 

14 

66 

68 

2 

82 j 

20 

62 

70 

8 

i 

90 ! 

1 

24 

66 

72 

20 

110 ’ 

26 

84 

74 

32 

142 

26 1 

116 

76 ! 

38 

180 i 

26 

154 

78 1 

32 

212 j 

26 

186 

80 : 

20 

232 

26 

206 

82 ; 

8 

240 

26 

214 

84 1 

2 

242 

26 

216 

86 

0 

242 

28 

214 

88 

0 

242 

34 

208 

90 

2 

244 

46 

198 

92 

10 

254 

60 

194 

94 

30 

284 

72 

212 

96 

60 

344 

78 

266 

98 

90 

434 

80 

354 

100 

102 

536 

80 

1 

456 

102 

90 

626 

80 

646 

104 

60 

686 

80 

606 

106 

30 

716 

00 

O 

636 

108 

10 

726 

00 

i 644 

110 

2 

728 

i 

90 

638 

112 

2 

730 

110 

620 

114 

12 

742 

142 

600 

116 

1 42 

784 

180 

604 

118 

i 100 

l 

884 

212 

672 
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Jalire 

1 

ZaM 

der Gebornen 

j 

ZaM aller 

i 

Zahl 1 

der Gestorbenen 1 

1 

ZaM 

der Lebenden 

! 

120 ^ 

1 

180 ; 

1064 

232 

832 

122 : 

252 

1316 

240 

1076 

124 i 

! 

282 i 

1598 

242 j 

1356 

126 j 

252 

1850 

242 i 

1608 

128 ; 

180 ' 

2030 

242 : 

1788 

130 ! 

100 

2130 

244 

1886 

132 ' 

42 

2172 j 

254 

1918 

134 i 

1 

14 

2186 1 

284 

1902 

136 I 

16 

2202 

344 

1858 

00 

56 

2258 ; 

434 

1824 

140 i 

154 

2412 

536 

1876 

142 

322 

2734 1 

626 

2108 

144 

532 

3266 j 

686 

2 580 

146 i 

714 

3 980 ! 

716 

3 264 

148 ; 

786 

4766 

726 

4040 

150 

714 

5 480 I 

j 

728 

4 752 

152 

532 

6 012 1 

730 

5 282 

154 

322 

6 334 1 

742 

5 592 

156 

156 

6 490 

784 

5 706 

158 

72 

6 562 

884 

5678 

160 

86 

6 648 

1064 

5584 

162 

226 

6 874 

1316 

5558 

164 

532 

7406 

1598 

5808 

166 

1008 

8414 

1850 

6564 

168 

1568 

9982 

2030 

7952 

170 

2032 

12014 

2130 

9884 

172 

2214 

14228 

2172 

12056 

174 

2032 

16260 

2186 

14074 

176 

1568 

17828 

2202 

15626 

178 

1010 

1 18838 

2258 

16 580 
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Jahre 

Zahl 

der Gebomen 

Zahl aller 

Zahl 

der Gestorbenen 

Zahl 

der Lebenden 

180 

560 

19388 

2412 

16976 

182 

314 

19702 

2734 

16968 

184 

384 

20086 

3266 

16 820 

186 

844 

20930 

3980 

16 950 

188 

1766 

22696 

• 

4766 

17930 

190 

3108 

25804 

5480 

20324 

192 

4608 

30412 

6012 

24400 

194 

5 814 

36226 

6334 

29 892 

196 

6 278 

42504 

6490 

36014 

198 

5 814 

48318 

6562 

i 

41756 

200 

4610 

52928 

6648 

46 280 

202 

3128 

56056 

6874 

49182 

204 

1874 

57930 

7406 

50624 

206 

1248 

59178 

8414 

50764 

208 

1542 

60720 

9982 

50738 

210 

2994 

63714 

12014 

51700 

212 

6718 

69432 

14228 

56204 

214 

9482 

78914 

16260 

62654 

216 

13530 

92444 

17828 

74616 

218 

16 690^) 

109134 

18838 

90296 


l) Euler hat hier 10 Gebnrten zii wenig gereehnet. Die ricbtigen Zahlen dieser Zeile sind 
218 I 16 700 I 109144 ] 18 838 | 90 306 

Dieser Fehler pflanzt sich in den folgenden Zeilen fort, so daB scbliefilich eine Yerminderung Ton 
360 in der Zahl der Lebenden nach 300 Jabren, nSmlioh 3 993 964 statt 3 994 314, herauskommt. 
Der Anfang der Tabelle gestattet tibrigens eine leicMe Probe: in (300 — 218) — 20 == 62 Jabren 
werden ans einem Paar Ton Zwanzigjabrigen 72 Lebende; ans den 10 von Euler zti wenig Oe- 
recbneten vrerden also 5-72 — 360. 

Von den letzten 41 Zahlen der zweiten Kolonne sind indessen nnr 15 unricbtig, entsprechend 
den 15 von Null verscbiedenen Zahlen derselben Kolonne im Zeitraum 0 — 62. In der Zahl der 
Gestotbenen macht sich, den Annabmen znfolge, der Eehler erst von Zeile 218+ 40 = 258 an be- 
merkbar. Die ricbtigen Zahlen der Lebenden siebe EuBnote 2 p. 631. L. G. D. 
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Jahre 

ZaU 

der Gebomen 

, Zahl aller 

Zahl 

der Gestorbenen 

Zahl 

der Lebenden 

220 

17906 

127 040 

19388 



107652 

222 

16 702 

143 742 

19 702 

124040 

224 

13552 

157294 

20086 

137208 

226 

9612 

166 906 

20930 

145976 

228 

6 250 

173156 

22696 

150460 

230 

4664 

177820 

25 804 

152016 

282 

5784 

183604 

30412 

153192 

284 

10254 

193868 

36226 

157632 

286 

18194 

212052 

42 504 

169548 

238 

28730 

240782 

48318 

192464 

240 

89 702 

280484 

52 928 

227556 

242 

48126 

328610 

56066 

272554 

244 

51298 

379908 

57 930 

321978 

246 

48160 

428068 

59178 

368890 

248 

39 866 

1 467934 

60720 

407214 

260 

29414 

i 

i 497348 

63714 

433634 

252 

20626 

1 517874 

69 432 

448442 

254 

16698 

534572 

78914 

455668 

‘256 

20702 

555274 

92444 

462830 

258 

34232 

589506 

109134 

480372 

260 

i 57178 

646684 

127040 

1 519644 

262 ^ 

86626 

733310 

143742 

589568 

264 

1 116558 

849868 

157294 

692574 

266 

139126 

988994 

166906 

822088 

268 

147584 

1136678 

173156 

963422 

270 

139324 

1275902 

1 

177820 

1098082 

272 

117440 

1393342 

183604 

1209738 

274 

89806 j 

1483148 

193858 

1289290 

276 

66638 ; 

1549786 

212052 

1337734 

278 

57926 j 

1607712 

240782 

1366930 
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Jahre 

Zahl 

der Gebornen 

Zabl aller 

Zahl 

der Gestorbenen 

Zahl 

der Lebenden 

280 

71632 

1679344 

280484 

1398860 

282 

112112 1) 

1791466 

328610 

1462 846 

284 

178036 

1969429 

379908 

1589584 

286 

260362 

2229854 

428068 

1801 786 

288 

342310 

2572164 

467934 

2104230 

290 

403268 

2975432 

j 497 348 

2 478084 

292 

426034 

3401466 

517874 

2883592 

294 

404348 

3805814 

534572 

3271242 

296 

346570 i 

4152384 

555274 

3597110 

298 

273884 

4426268 

589506 

3 836 752 

300 

214370 

4640638 

646684 1 

3 993 954 2) 


1) In der vierten cverlesserten Ausgabe, genau durchgeseben und naber berichtiget von 
Cheistian Jacob Batjmann, Prediger zu Lebus», Berlin 1775, bat Baumann an dieser Stelle 
(p. 297) 10000 Geburten zu viel gerecbnet. Diese Zeile lautet nSmbcb dort: 

282 I 122 112 I 1801456 ] 328 610 ] 1472 846 

Dieser von Baumann bineinkorrigierte Eebler pflanzt sicb in den folgenden Zeilen fort, so dab 
die letzte falscblieb lautet: 

300 I 214 370 I 4 650 638 j 646 684 ] 4 003 954. L. G. D. 

2) Die ricbtigen Zablen der letzten Zeile heiBen: 

300 I 214 370 I 4 641038 | 646 724 | 3 994 314 

Vergleicbe bierzu die Enfinote 1 p. 529. Es seien bier die ricbtigen Anzahlen der Lebenden an- 
gefubrt, Tom 216. Jabr ab. 


Jahre 

Zabl 

der Lebenden 

Jahre 

Zahl 

der Lebenden 

1 

Jahre 

Zabl 

der Lebenden 

Jahre 

Zabl 

der Lebenden 

216 

74 616 

238 

192 474 

260 

519 674 

282 

1462 946 

218 

90 306 

240 

227 576 

262 

589608 

284 

1589 684 

220 

107 662 

242 

272 584 

264 

692 634 

286 

1801916 

222 

124 050 

244 

322 018 

266 

822178 

288 

2104 420 

224 

137218 

246 

368 930 

268 

963 532 

290 

2 478 344 

226 ' 

145 986 

248 

407 254 

270 

1098 202 

292 

2883 912 

228 

150 470 

250 

433 674 

272 

1209 858 

294 

3271 592 

230 

152 026 

252 

448 482 

274 

1289 410 

296 

3597470 

232 

153 202 

254 

455 698 

276 

1337 854 

298 

3837122 

234 

157 642 

256 

462 870 

278 

1367050 

300 

3994314 

236 

169 558 

258 

480 402 

280 

1398 970 




L. G. D. 
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[298-299 


§ 161. 

Man siehet Meraus, dass allezeit nach 24 Jahren die Anzahl der Lebenden 
ziemlicli genau dreymal grosser werde, woraus nach 1000 und mehr Jahren 
eine erstaanliche Yermehrung erwachsen muss. Denn da die Menge aller 
Lebenden nach 300 Jahren sich schon beynahe auf 4 Millionen belauffc; so 
k6nnen,wenn man die Triplicirnng nur auf 25 Jahre setzt, nach 400 Jahren schon 
324 Millionen, und nach 450 Jahren so gar schon an 3000 Millionen Menschen 
gewesen seyn. Mehr, als jetzt wurklich auf dem ganzen Erdboden leben. Da 
nun die Yermehrung vor der Siindfluth, wo nicht einen noch grossern, doch 
gewiss nicht einen viel geringeren Portgang gehabt hat; so muss der Erdboden 
zur Zeit derselben weit starker bevolkert gewesen seyn als anjetzo. Es 
konnen auch mehrere Mahrung gehabt haben, wenn 1) die Meere damals in 
engeren Grenzen gestanden und nicht so viel Erdreich bedecket als anjetzo. 
Sodann auch 2) wenn damals der Erdboden nicht mit so vielem Sande be- 
deckt gewesen als anjetzo, und 3) wenn er nicht nur uberhaupt fruchtbarer 
gewesen, sondem wenn er wol gar die Pruchtharkeit der alten Susianischen 
und Babylonischen Pelder gehabt, die nach des Steabo^), Herodotus^) und 
andrer Bericht 100 ja 200faltige Frucht sollen gegeben haben. 

Anmerkung. Ohnerachtet in dieser Euleeischen Taheile groBe Unordnungen zii 
herrschen scheinen, so gehoren doch die Zahlen der Gehnrten zu einem Geschleeht 'von 
Progressionen, welche man Series recurrentes nennet und welche entstehen, wenn ein 
algebraiscier Bruch dureh die Division aufgelosefc wird. So unordentlieh diese Progressionen 
auch anfanglich scheinen; so werden sie doch endlich, wenn sie stets fortgesetzt werden, in 
erne geometrisehe Progression verwandelt, daher denn die im Anfang wahrgenommene Un- 
ordnungen je langer je mehr ahnehmen, bis sie endlich fast ganz verschvrinden.®) 

1) Steabon, griechischer Geograpb (run 60 vor Chr. bis etwa 20 nach Chr.), bereiste fast 
die ganze damals bekannte Welt und binterliefi eine Geographic in 17 Bttchern. Ansgabe durch 
J. DE Casaubon, Geneve 1587. Verbesserte Ansgabe durch Almeloven, Amsterdam 1707, neuere 
Ausgabe von Kramer, Berlin 1844—52. L. G. D. 

2) Der griecbdscbe Geschichtssebreiber Herodot aus Halikamassos lebte nngefShr von 484 
bis 408 vor Chr. Den geogi'apbischen und bistorischen Stoff zu seinem Gescbiebtswerke batte er 
zumeist selbst auf versehiedenen Reisen gesammelt. L. G. D. 

3) Vergleicbe hierzu das Vorwort zu diesem Bande. Den betreffenden Satz beweist Euler, 
unter Hinweis auf eine Arbeit Damel Bbrnodllis aus dem Jahr 1728, in seiner Introductio in 
analysin infiniforum, Lausannae 1748, cap. XVII, De usu serieriMn recu/rr&ntium in radicibus 
aequaiionum indagandis; IjEonsardi Euieri Opera omnia, series I, vol. 8, p. 339 — 361, insbeson- 
dere § 338. L. G. D. 
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ANMERKUNG DES HERAUSG-EBERS. 

1. Die vorliegende Arbeit ist in dem von Herrn 6. Enestrom bearbeiteten Vermcli- 

nis der Schriften Leonhard Eulers nicht aufgefiibrt^ gescbweige denn in andern Verzeicb- 
nissen Eulerschee Werke. Dali sie aber von Euler selbst herruhrt, stebt fest. Schon 
in der Vorrede zur Gbttlichm Ordmmg, p. VIII, sagt Sussmilch: „ . . . Es hat zwar mein 
hochgeschatzter Freund nnd College, der Herr Professor Euler, wiirdigster Director der 
mathematischen Olasse bey der Kordgliehen Academic der Wissensehaften, ausser dem mir 
bey der Bereclinung der Verdoppelung geleisteten Beystande, die Durchlesung der abge- 
druckten Bogen giitigst tibernommen, und es kann mich desselben bezeugte Znfriedenheit 
und frenndschaftliches, jedoch unparteyisehes Urtheil, in etwas bernhigen . . — Ferner 

kommt im Inhaltsverzeichnisse znm 8. Kapitel Eulers Name dreimal vor und im Register, 
Seite 591, schreibt StissMiLCH: »Professor Euler bestimmt die Stiifen der Verdoppelung 
in einer Tabelle, Theil I, p. 280, 285, 286. Er bereclinet die Verdoppelung der ersten 
Welt, p. 292, 293 — 297». Der Verfasser der Qbttlichen Ordnung bestatigt selber an meli- 
reren Stellen ausdrlicklich die Mitarbeit Eulers an diesem Kapitel Im § 152 z. B. schreibt 
er; «... Ich babe biebey meinen bocbgeschatzten Freund und academischen Collegen, den 
Herrn Prof. Euler, um Htilfe angesprochen, dem ich aucb Memit offentlicb fur die gehabte 
Miibe Dank abstatte.,» Ferner stebt im § 160 zu lesen: «... so will icb nocb eine andre 
schon vor einigen Jahren von dem Herrn Prof. Euler auf meine Bitte nach der vorge- 
dachten Metbode verfertigte Tabelle mittheilen. Sie ist zu schon, als dass icb sie solte 
konnen weglassen». 

Herr E. J. Gumbel hat im Jahresbericht der deutschen Mathematikerver- 
einigung, Bd. 25, 1916, p. 251—264, die in der Anmerkung zu § 161 enthaltene Be- 
hauptung, dass die Geburtenzahlen in jener Eulerschen Tabelle eine rekurrente Reibe bilden, 
die sich schliesslicb in eine geometriscbe Progression verwandelt, wenn sie geniigend weit 
fortgesetzt wird, als richtig erwiesen. Siebe hieriiber das Vorwort des Herausgebers. Eine 
wicbtige Erganzung zuin SusSmilchischen Kapitel bildet der p. 545 u. f. erstmals ver- 
offentlicbte Aufsatz Eulers Sur la multiplication du genre humain. 

2. Nach Mitteilungen von Herrn G. Enestrom wurde diese Eulers che Tabelle znm 
erstenmal in der zweiten Auflage (1761) des Sussmilchischen Werkes veroffentlicbt. 
Gleichlautend ist sie in der dritten Auflage entbalten. Zu der vierten Auflage (1775) 
siebe die Fufinote 1 p. 531. Da die Tabelle in der ersten Auflage (1741/42) nicbt vor 
kommt, muB sie nach 1742 und, obigem Zitate gemaB, mehrere Jabre vor 1761 verfaSt 
worden sein. Enter Eulers Nainen ist sie allein Anscbeine nacb nicht separat veroflPent- 
licht worden; aucb das Scbicksal der Eulerschen Handscbrift ist durchaus unbekannt. in 
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den andern Werken SusSKiLCHS und in dessen gleichzeitigen Lekensbesckreibungen finden 
sick keine Angaben liber diese Arbeit. (Sieke z. B. P. Schmidt , Art. ^^Slissmilck^^, im 
Eandworterbuch der Staatswissenschaffm. 3. Anflage, Bd. 7, Jena 1911, p. 1053.) 

Dagegen kat sick in den von der Petersburger Akademie der Enlerkommission zur Ver- 
fligung gestellten nnd nack Zlirick gesckickten NotiEmchefrn ein von Euleb eigenkandig 
gesekriebeneT Anfsatz vorgefunden, worin die Tkeorie solcker statistiscker Reiken entwickelt 
wird. Die Eintragungen in das Notizbnck H 6 fallen nack Herm G. Enestrom in die 
Jakre 1750—1756. Es dlirfte also die Eulersche Tabelle in Sussmilchs GdUlicher Ord- 
nung nm 1755 verfafit worden sein, nnd soroit ist der erste Versnck, statistiscke Reiken 
matkematisck dnrck eine erzengende Funktion darznstellen, anf Euler znriickznflikren. 

3. Es kandelt sick abex nickt nnr nm jene Tabelle, «die zn sckon ist, als dass man 
sie solte konnen 'weglassen». Eine genanere Untersnckung kat ergeben, daJB jedenfalls nock 
zwei weitere Tabellen mit zagekorigem Text von Euler kerriikren. Ans dem Satze Suss- 
milchs : „Die Zeiten der Verdoppelnng werden nack einer vom Herrn Professor Euler 
angegebenen Methode und verfertigten Tabelle bestimmet . . . geht ferner deutlick genug 
kervor, dass anck die Metkoden von Euler kerriikren; man ersiekt, dnrck Vergleick mit 
der Abkandlung 334 dieses Bandes, daS Euler iiberkanpt den ganzen Inkalt des 8. Kapitels 
inspiriert kat. In dieser tfberzengnng wird man nock bestarkt dnrck die Tatsacke, dafi 
sick Euler gerade zu jener Zeit mit der Bettung der gdUlichen Offenbahrung gegen die 
JEinwurfe der Freygeister, die 1747 ersckien, nnd mit dem apologetiscken Werke E. PoH- 
TOPPiDAR-s ^), 1755, besckaftigt katte (sieke im Ehestromschen Vermchnis die Nummern 
92 und 218, nnd das Vorwort zum vorkegenden Bande). Aus diesen Griinden sind au8er 
den numeriseken Tabellen, deren Autorschaft aktemnafiig festgestellt ist, nock die ersten 
funfzekn Paragrapken aus dem ackten Kapitel des Sussmilchischen Buckes von der GdU- 
lichen Ordnmg kier abgedruckt worden. 

Der oben zitierte Satz aus dem Vorworte Sussmilchs, der sick nickt ausscklieBlick 
auf das ackte Kapitel beziekt, lafit sogar auf die Mitwirknng Eulers an der beriikmten 
Sussmilch-Baumarnschen Mortalitatstafel sckkefien, die liber ein Jakrknndert lang in 
Deutsckland praktische Anwendnng fand und erst durck die Resultate der Sterblickkeits- 
messungen des 19. Jakrbunderts verdrangt wurde. 

1) Sieke p. 545—552 des vorliegenden Bandes- 

2) Erick Pontoppidak, der jtingere (1698—1764), Bisckof von Bergen, Verfasser mekrerer 
Gescbicktswerke nnd tkeologiscker Scbriffcen. Hier handelt es sicb um seine Fssays sur la nm- 
veauU du monde. Copenkague 1765. 



FRAGMENTA 

EX ADVERSARIIS MATEEMATICIS DEPROMPTA') 


Ex manuscriptis academiae scientiaram Petropolitanae nunc primum edita 


DE QUADEATIS MAGICIS*) 

Quadratum magicum est quadratum in cellulas quadratas divisum, quibus 
inscripti sunt numeri, ita ut eorum summa quaquaversus est eadem: 

h 

d 

f 
h 


r i 2 n p t 


A 

B 

0 

D 

E 

F 

G 

H 

I 

K 

L 

M 

N 

0 

P 

1 

Q 


u Jc m o q. s 


1) In praefatione a Nicolao Puss minore Operibus poskmis praemissa legitur p. IV— T; 
„Praeter scripta postnma ab Exjlero ipso elaborata et maximain partem ipsius manu eiarata ex- 
stant volumina tria, quibus titulus est: Adversaria mathematica. His adversariis administri et disci- 
puli Eulbri inferre solebant theses quasdam et sententias breves, quas quidem a inagistro acceptas 
ipsi fusius et accuratius explicaverant. Ex his thesibus selectae sunt graviores, quae Operibus postumis 
suo loco insererentur, et primuna quidem nonaginta dignae visae sunt, quae typis describerentur. 
Deiude clarissimus Tsohebyschepb, perlustratis iterum dictis volumiuibus, invenit alias sex theses, 
quas addendas esse censuit; has tomus prior exhibet sub Numero XXIII, p. 487 — 493. In hunc 


2) Vide Coinmentationes 530 et 796 huius voluminis. 


L. a. D. 
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Scilicet lit summa numerorum in lamella ab contentorum sit aequalis summae 
mimerorum in quavis alia lamella no contentorum, interdum quoque summae 
numerorum in diagonal! rs vel tu contentorum. 

Si hac postrema conditione gaudeat, Tocatur porfectum, sin vero minus, 
m^erfectum. 


THEOEEMA 


8i singuli numeri per datam qmntiiatem muUiplicenfur aut si data quantitate 
augeantur, nihilominus eandem in quadrato magico hahdmnt proprietatem ac antea. 


COEOLLABIUM 

Si ergo ostendatur modus numeros in hac natural! serie 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 etc. 

in quadratum magieum disponendi, poterunt quoque quaevis series arithmeticae 
ita disponi 


PEOBLEMA 

Bistribuere Tios novem numeros, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, in quadratum 
magieum. 

SOLUTIO 

Quia summa liorum numerorum =45, erit summa numerorum in una 
lamella positorum = 15. Distribuantur M novem numeri in tres numerorum 


praeterea ex adversariis illatae simt theses geometrieae octo, theses analytici argumenti quatuor et 
duae ad calciilTmi integralem spectantes; ita ut omnino tomo priori 110 theses ex adversariis de- 
promptae contineantur/^ 

Praeter haec tria volumina in manuseriptis academiae Petropolitanae mveniuntur insuper 
novem alia^ quae a G. Enestboem N'otkhucher appellata et signis H 1, H 2, ... H 9 denotata sunt. 
Vide G. Estesteom, Bericht an die EulerJeommission der Schwei£erischen Naturforschenden Gesell- 
sekaft uler die Eulerscmen Maniishripte der Bd&rslurger Akademie, Jahreshericht der Eeut- 
schen Mathematiker-Yereinignng 22, 1913, Zweite Abt., p. 191—205, imprimis p. 193— 194 
et 197-198. L. a D. 
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ordines, quorum quilibet faciat 16; quod Ms duobus modis fieri potest: 

9 1 5 9 2 4 

8 3 4 8 1 6 

7 2 6 7 3 5 

Hae series in latitudinem iam constituunt unaquaeque 15; ut idem faciant in 
longitudinem, componantur bae duae in unam, ut una transversum sit posita 

9 15 

4 8 3 

2 6 7 

Hoc iam est quadratum imperfectum; quaerendum est, quomodo hae lamellae 
sint disponendae, ut perfectum evadat. Quaerantur ergo tres numeri ex di- 
versis lamellis, quorum summa faciat 15. 

Quos video esse 2, 8, 5 et 5, 4, 6; oportet ergo, ut ita ordinentur: 

4 3 8 

9 5 1 

2 7 6 

Q, E. I. 

PEOBLEMA 

Imenire seriem 9 numerorum arithmeticam, cuius differentia sit = a et quae 
in quadratum magicmi reducta producat numerum h. 

SOLUTIO 

Series nostra naturalis ducatur in x et cuivis termino addatur y, erit 
primus terminus x-\-y, secundus y, differentia ergo x = a. Haec series 
in quadratum magicum disposita producit 


ergo 


16o ^3y = h, 

y — — — 5a. 
^ 3 


, Lbonhabdi Euleri Opera omnia 1 7 Comnientationes algebraicae 


68 
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Seriei ergo huius 1, 2, 3, 4, 5, 6 etc. singuli termini dncantur in a et cuique 
addatur ^ — 5 a. Erit inyenta series quaesita. 

EXEMPLUM 

Sit a = 4 et numerus seu smnma in quadrate magico constans b = 36. 
Hanc habebimus seriem 

— 4, 0, 4, 8 etc. 

et boc habebitur quadratum magicum 

8 28 0 
4 12 20 

24 —4 16 


PROBLEM! 


Invenire seriem 9 numerorum arifhmeticam, cuius primus numerus = a et 
summa in quadrato magico constans = 5. 


SOLTITIO 

Seriei nostrae singuli termini ducantur in a; iisque addatur y. Erit ter- 
minus primus ==x-\-y — a et summa in quadrato magico =\bx ?>y ==b, 
ergo 

By = h — 15 a: = 3ft — Bx, 

ergo 


Singuli nempe termini seriei huius 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 etc. 

ducantur in ^ ~ iisque addatur ^ ; habebitur series quaesita. 
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EXEMPLUM 

Sit a = 8 et & = 84. Erit series quaesita 

8, 13, 18, 23, 28 etc., 
differentia = 5 ; et quadratnm magicum erit 

23 48 13 

18 28 38 
43 8 33 

Adversaria matln&matica HI, p. 027 — 030. 


PROBLBMA DE SOETE IN LEDIS^) 

A Tiahet a nummos, JB vero b mmmos. lacifur tesseris, et quoties iactus ob- 
tingit, cuius probabilitas existendi est — , turn JB ipsi A tradit nummum; quoties 
vero iactus evenit alius, cuius existendi probabilitas est ~ , turn A ipsi B nummum 
praebet. EJac conditione tamdiu certant, donee omnes nummi ad alterutrum conce- 
dant, qui deinde depositum 1 lucratur. Quaeritur ante certamen institutum utriusque 
expectatio. 

EESPONSTJM 

Expectatio ipsius A erit 

w* (w® — »“) 

Expectatio ipsius B erit 

n*’)^ 

Erit ergo 

sors ipsius A: sortem ipsius B uti — w“) — n^). 

l) Vide Commentationes 201, 313 et 811 liuius voluminis. L. 6. D. 

68 * 
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SOLTJTIO 

In statu ipsius A est expectatio ad nummum accipiendum ad expecta- 
tionem ad nummum perdendum uti n ad m. Durante hoc certamine sit 

dum A habet nummos eius expectatio 


0 

1 

2 

3 

4 

5 


0 






m/3 -f wO 
m + n 
ny +■ mcc 
w + » 
nd -p wjS 
m + n 
ne -p my 


m + n 


a + 2> 

In hac serie sint tres termini contiuui X, Y, Z. Erit 

wZ=(w + tt) Y — mX 

eritque adeo series recurrens; ad quam inveniendam ponatur*) 

nzz = (m -p ^ 


cuius radices sunt 


1 et 2 = 


m 
n ' 


erit ergo terminus indici general! x respond ens 

^ + J5 = 0. 


Ponatur a; = 0; erit 
Ponatur x = a-{-h; erit 


l) Vide Euleri Introductionem in analysin infinitarufn, cap. XIII; Leonbardi Evlerr Opera 
omnia, series I, yoI. 8, p. 229. L. G. D. 
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hineque 


et 




<35 -J- i> 
^<35 + ^ 


O 


B 




Quare dum A habet x nummos, erit eius sors 

t^y^a + 6 — ^ y^x J ^ 


sea sors ipsius A erit 




Quare initio, dum A habet a nummos, erit eius expectatio 


m' 


4 “ b 


Expectatio vero ipsius B erit 

^ — w“) — m“M*’ 

^a + 6 — ^a + b + ^ — ^ct + b 


Q. E. I 


EXEMPLUM 

lactus duabus tesseris favorabilis ipsi A 

7? 

V ?7 fy 


IX, 4 modis, 
VII, 6 modis. 


ergo m : w == 3 : 2. Sit i == 2, erit 

sors A : sortem B = 2^(3“ - 2“) : 3“ (3^ - 2^) = (4 • 3“ - 4 • 2“) : 5 • 3“ 
Si & = 2 et a = oo, erit 

sors A : sortem J? = 4 : 5. 


541 


Ergo, etiamsi A sumat innumeros nummos, tamen sors ipsius B erit melius. 
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SCHOLION 

Ut expectationes amborum sint aequales, fieri debet 

m® n’’ — «*+ * = m®'*'* — m® n’’ 
seu 

et si (letur ratio m:n, erit 

Z)?w — Z(2#— 

^ Im — ln 

Sit ot=9, n — H, &==12; erit 

12Z5-Z(2-5i^-9*®) 

Intelligitur ergo, ut sortiuiu aequalitas adesse possit, necesse esse, ut sit 

2n’' > m}' seu 2(— ) >1, 

\mJ 

hoc est 

l2 — U — >0 

n 

ideoque 


Adversaria matJiemafica H4, 1740 — 1750? p. 186 — 187. 


PROBLBMA DE PERMUTATIONIBUSO 

Sint numeri 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, ... w singuli loculis suis 

111’ ill 

inclmi eorumgvs ordo omnibus modis permutetur; definire casus, quibus vel nuUus 
vel unus vel duo vel Ires etc. tantum loculis suis sint inclusi. 


1) Vide Commentationena 738 liuius voluminis. 


L. G. D. 
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SOLUTIO 

Est numerus omnium variationum = 1 • 2 • 3 • 4 - • • 

I. Ut onmes loculis suis contineantur, casnum numerus est = 1, 

II. Ut — 1 tantum in loculis suis insiut, casus est nullus, = 0. 

in. Reperiantur n — 2 tantum in suis loculis, 2 ergo in alienis, quod 
unico modo fieri potest, hi autem bini —-”7^- modis-sumi possunt; unde 
numerus casuum est 



“ 1-2 ■ 

lY. Reperiantur tantum n — 3 in suis loculis, 3 ergo in alienis, quod 
ponamus a modis fieri posse, unde, quia terni modis existere 

possunt, erit numerus casuum 

1 - 2-3 

V. Reperiantur n — 4 in loculis suis et 4 in peregrinis, quod ponamus b 
modis fieri posse; erit numerus casuum 

n{n — 1) (« — 2) (n — Z) ■, 

_ 1 . 2 - 3.4 ■ 

YI. Reperiantur n — 5 in loculis suis et 5 in peregrinis, quod ponamus c 
modis fieri posse; eritque numerus casuum 

n(n — 1) (n — 2) (« — 3) (« — 4) 

“ 1.2.3-4.5 

Quaeri ergo oportet numeros a, b, c etc. 

• Sint tres numeri 1, 2, 3 et tria locula |j_|, jaj, |^j. Quot modis fieri 
potest, ut nullus in loculo suo reperiatur? Sit 2 in loculo j^j; et 1, 3 locu- 
lis |Tj, |¥| relinquuntur, quod unico modo fieri potest; unde, cum etiam 3 in 
ji I inesse possit, hahemus 

a = 2. 

Sint 4 numeri 1, 2, 3, 4 et locula [Tj, ITj, 0. Sit in primo 2; et 
reliqua, !2|, [3], iTj, continebunt numeros 1, 3, 4. Si continere deberent numeros 
2, 3, 4, id fieret a modis et excluderentur casus, quo 1 esset in loco [i], qui 
autem non excludi debet. Sit ergo 1 in Ij], et accedet adbuc unus casus, ita 
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ut h.abeainus a dum sit 2 in primo loculo. Totidem exunt, si 3 vel 4 
sit in primo; unde habemus 

b = 3(a + 1). 

Sint 5 numeri 1, 2, 3, 4, 5 et 5 loca I, n, HI, IV, V. Sit 2 in I et 
numeri 1, 3, 4, 5 in loca 11, HI, IV, V distribuendi. Ponamus 2 in loco I 
bocque fieri posset I modis; sed quia 1 etiam in II esse potest, sit ibi, et 
accedant a casus, ita ut habeamus h -{■ a. Totidemque, si in loco primo sit 
vel 3 vel 4 vel 5. Unde casuum numerus erit 


c = 4(& + a). 

Simili modo reperitur esse 


Ergo 


d==5(c-l-2>), e = 6(d-j- c), /‘==7(e + d) etc. 

1, a, I, c, d, e, f etc. 

1, 2, 9, 44, 265, 1854, 14833 etc. 


Habebimus ergo 


numerus sitorum in 
suis loeulis 


n 


1 


numerus casuum 


n — 1 
n — 2 
n — 3 
n — 4 
n — 5 


etc. 


«( 1 - 1 ) 

«(«-!)(! -1 + 1 ) 

- 1) (« - 2) (l - 1 +4 - 1) 

„ _ 1) (« _ 2) (« _ 3) (l - 1 -f 1 _ 1 + i) 

n(«-l)(«-2)(»^-3)(«-4)(l-l-pi-|-p + -^) 


l) Vide tabnlam p. 438 huius voluminis. 


L G. D. 
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Summa omnium casuum =n(n — 1) (w — 2) - • • 2 • 1. 
Applicatio ad' casus 
n = 



1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

n 

1 

1 1 

1 

1 1 

1 

1 

1 

n — 1 

0 

0 

0 

0 1 

0 

0 

0 

n — 2 


1 

3 

6 1 

10 

15 

21 

n — 3 



1 2 

8 

20 

40 

70 

n — 4 


i 

j 


9 

45 

135 

315 

n — 5 


j 



44 

264 

924 

n — 6 






265 

1855 

n — 1 


j 



i 


1854 


Adversaria mathematica H 6, 1750 — 1755, p. 287 — 288. 
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SUE LA MULTIPLICATION DU GENRE HUMAINO 

1 

1. Hypothese. Que tons les hommes atteignent la 50‘‘“® ann^e, c[u’ils se 
marient tons k Fage de 20 ans et que chaque manage foumisse 6 enfans, 
savoir deux k Fage de 22 ans, deux k Fage de 24 et deux k Fage de 26. 
Trouver la multiplication, soit le nombre de tons les vivans k chaque 
age. 


l) II arrive assez frequemment chez Euler, comme c’est le cas dans ce fragment, qne la 
fin d’un brouillon soit en latin, alors que le commencement en est redige en une autre langue. 

Le present fragment se rapporte plus particuEerement an chapitre Till dn Evre de Sussmiloh, 
reimprime dans ce volume p. 507 — 532. Euler donne ici la tLeorie matliematiqne des calculs 
qn’il fit pour Sussmiloh et indique de quelle fa^on il s’j est pris pour dresser la grande table 
p. 526 — 531. Voir anssi la preface de I’editeur. L. G. D. 
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SOLUTION 

Le nombre des vivans 


h I’age 

0 

2 4 

6 

8 

10 

12 

14 

16 

18 

20 

. 

22 

24 

26 

28 

30 

; 

h. present 

a 

b c 

d 

e 

f 

5' 

h 

i 

Jc 

1 

m 


0 

P 


2 ans apres 

m, n-\-o 

a i J 

c 

d 

e 

f 

9 

h 

i 

k 

1 

m 


0 



a I’age 

i'32! 
1. 

34 

36 

38: 

40 

421 

44 

46 

48 

ibO 






a present 

i 

s 

t 

M 



i 

X ! 

2/ 

i ^ 

; b 






2 ans apres || q ; 

r 

s 

t 


V 


a: 

i y 

i z 






Done, le nombre des naissances pendant ces deux ans 6tant = m n -\- o et 
le nombre des morts =% I’accroissement est 


= «i-(-n + o — 


2. Soit S le nombre de tons les vivans a present et AS celui aprbs 
deux ans, et on aura 

(a — S = n 0 — , 


Or, les nombres des vivans a chaque age demeurant proportionnels, on aura 


ou 


Done 

et partant 


a — Xh, b — Xc, c = Xd etc. 

s = X^, y = x = X^t), w = X^t,, v = A®b, 

w = A®|, i==A’b, s = A*|, r^X%, q = 

p = A“^, o = A'*|, n = A'*|, m = A'^?, Z = A^*^, 

fc = A''|, *=A‘’^, h = X^^^, 9 = X^^^, 

e = A''|, d = A'*f, c==A'*5, h = X^%, a = A''t;. 

m + + 0 = A^'l (1 + A + A*) = Ao = A^®|; 


1 + A + A^ = A‘*, 


8 = 


A“-l 


%■ 


I- 1 
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3. Pour resoudre Tequation 


1 + ;i + 

soit 


done 


A = 1 — I” ft?j 


3 + 3co coco = 1 14a) -j- 91 coco 

et, h peu prfes, 

£0 = A ou A = 1,1818. 


Plus exactement: 



A = 1,10 

ZA = 0,0413927 



A® = 1,21 

IV = 0,0827854 



1 4- A + A^ = 3,31 

U'* = 0,5794978 



II 

00 

o 




— 0,49 



A = 1,09 

n = 0,0374265 

A = 1,08 

n = 0,0334238 

A' = 1,1881 

IV = 0,0748530 

A' = 1,1664 

IV = 0,0668476 

1 + A -f A' = 3,2781 

= 0,5239710 

1 4- A + A* =3,2464 

= 0,4679332 

A“ = 3,3417 


A^" = 2,9372 


— 0,0636 


0,3092 



1,10 

1,09 

1,08 


— 0,49 

— 0,0636 
+ 0,3092 


A = 1,0883 
n = 0,0367486 
U"' = 0,9554636 
A^« — 1 = 8,0253 
ZVa = 0,0183743 
Va — 1 = 0,0432 


4. Pour trouver en combien d’annees le nombre sera doubld, que cela 
arrive aprbs 2v ans, et 


et 


A" = 2, 


done 


0,3010300 
0,036 748 6 


2y 


3010300 


16,38. 


183743 


69 * 
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Done T; etant le nombre de ceux qui 
vivans est [§ 2] 


meurent en deux ans, le nombre des 


8,0253 

0,0883 


b = 91b. 


Or, ils meurent 


en 2 ans 1|, en 4 ans (A-f 1)^, en 6 ans (1 + 4- b etc. 


on 


4- 

%- 


X -1 


b, 


X^-l 
X — 1 


b 


etc., 


done en un an 


yi-i , 0,04322 , 
X-l ^ 0,0883 ^ 


n. 

5 . Supposons qu’un couple soit mis dans un pays k I’age de 20 ans; 
qu’ils en naissent 2 k I’age de 22 ans, 2 k I’age de 24 et ainsi de suite jus- 
qu’k la 30*®“® annee, de sorte que ce mariage fournisse en tout 10 enfans; 
qu’ ensuite ces enfans se marient k I’age de 20 ans et qu’ils se multiplient 
dans la meme raison; et que tons les hommes meurent k I’age de 50 ans. 
Trouver leur nombre aprbs ebaque nombre d’annees. 

SOLDTION 

[On construit facilement la table suivante dont la colonne intitulde 
Somme contient la reponse k la question posee.] 
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6. Series igitur nascentium est haec: 

post annos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 

0, 2, 2, 2, 2, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 4, 6, 8, 10, 

post anaos 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, ... « 

8, 6, 4, 2, 0, 0, 2, 6, 12, 20, 30, 36, 38, 36, 30, . . . iV 


]S[=(n, — 11) (w — 12) -\-(n — 13) -j- (n — 14) [n — 15). ^) 

Ergo JVa;’* est terminus ia seriei nata ex hac formula^): 

0 + 2 a: + 2a;® + 2a;® 2a:* + 2a;® 

1 — a:** — a;*® — a:*® — a;’* — a;*® ’ 


quae reducitur ad hanc 
Ergo 


2a; — 2a;® 


1 — a: — a;** H- a;*® 

n) — (n — 1) + (w — 11) — (» — 16). 


Exempli gratia 

(25) = (24) + (14) - (9), (33) = (32) + (22) - (17). 

Haec expressio est summa seriei in intinitum continuatae. 


7. Si suprema series in infinitum continuetur, confundetur cum progres- 
sione geometrica, cuius exponens est z, ut sit 

0*® == ^* 4- -f- / -j- 4- 1 

seu 

^16 ^15 2!® -j- 1 = 0, 

unde z parvum superat unitatem. 

1) Dum Edlerus alio loco charactere (x) usus est denotante numerum hominum x annorum 
(■vide Commentationem 335 huius yolumiais atque notam p. 155 adiectam), Me eodem charactere 
(a:) significat namerum descendentium unius paris coniugum viginti annorum post x annos. 

L. G. D. 

2) Vide IntroducMonem in OMolysin infinitorwm, cap. XIII et XVII; Leonbardi Euleri Opera 
omnia,, series I, toI. 8, p. 229 et 339. L. 6. D. 
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Sit ^==1,12 

11 

i ^ 

\ 

^ = 1,131 

^ = 1,133 

l2 =0,0492180 


0,0669049 

0,0534626 

0,0542299 

=0,2460900 


0,2845245 

0,2673130 

0,2711495 

1/^ = 0,7382700 


0,8535736 

0,8019390 

0,8134485 

?/« = 0,7874880 


0,9104784 

0,8554016 

0,8676784 

^‘6^1 = 7,13039 

9,13726 

8,16806 

8,37358 

^,15 = 5,473 76 


7,13795 

6,33781'^) 

6,50802 

/ =1,76234 


1,92542 

1,85060 

1,86702 

7,23590 

9,06337 

8,18841 

8,37504 

Err. = — 0,10551 

■4- 0,^389 

- 0,02035 

— 0,00146 

0,07389 



0,00146 


17940 : 21102 

11 

1889 : 4070 

215 

17940 


3778 


31620 

2920 





1889 




1 

10310 


Ergo 

^ = 1,13316.') 


Adversaria mathematica H 6, 1750 — 1765, p. 328 — 331. 


1) Maauseriptum : 6,33785. Itaque etiam sequentes valores corrigendi erant. L. G. D. 

2) Series igitnr naseentium (§ 6) si rehementer ulterius eontinuetrir, in finem cum progres- 
sione geometrica rationem coEstantem 1,13315 tenente confundetur. L. G. D. 


SUR LE CALCUL DBS RENTES TONTINIEEES’) 

FBAGMENT 


Publie id pour la premide fois, d^apres un manuscrit d'EuLER en possession de 
Monsieur David luGiiNE Smith a Mew-York^) 


1. Dans les antres ^tablissemens de Tontines^), Tentrepreneur n’en at- 
tend le profit qn’aprfes I’extinction entiere de la Tontine; mais dans notre 
cas, le but principal est de retirer d’abord, snr la somme de toutes les mises, 
la somme de 108000 ^cus pour payer les dettes de la yille et partant, il faut 
tout k fait renoncer an profit qu’on pourroit esp^rer k Textinction entiere. 

Afin que ce rabat de 108000 ecus ne cause nne trop grande diminution 
dans le fond qui doit fournir les rentes dans la suite, cette somme ne sauroit 
6tre an dessus de la cinquieme partie de la mise entiere; et puisque les fraix 
demandent aussi nne somme considerable, on ne sauroit fixer le capital entier 
au dessous de 600000 ecus. 


1) C^est Fediteur qui a mis ee titre, le manuscrit d^EunsR ne portant pas nn titr© densemble. 
Yoir la note 2 ci- dessous. — Euler traite aussi des naathematiques d'assurance dans les memoires 
335, 403, 473 et 599 de ce volume^ voir la note 3 p. 101 et la preface de Fediteur. L. G-. D. 

2) Ce manuscrit, ^crit de la main meme d^EuLER, est un brouiUon a feuilles non numerotees 
et dont .une grande partie n'a pas regu d’EuLER une redaction definitive. Quelques-uns des feuillets 
ont ete tournes de plusieurs cotes, de sorte que cMffres et formulas s'entrecroisent parfois dans di- 
vers sens. Nous avons cependant pu utiliser presque tout et n’avons laisse de cote que des calculs 
numeriques sans importance et quelques formules dont on ne voit aucun lien avec le reste et qui, 
peut-etre meme, se rapportent a un antre memoire. Nous aTons done nous -meme scinde le texte 
en paragrapbes et Favons dispose dans Fordre qu’EuLER semble avoir voulu suivre. L. Gr. D. 

3) II manque sans doute le commencement du memoire, ce qui explique ce debut in medias 
res. L. Gr. D. 

Leonhaudi Euleri Opera omnia 1 7 Commentationes algebxaicae 
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SUE LE GALCUL DES EENTES TONTINIEEES 


2. Je supposerai done le capital entier de la tontine a 600 000 ecus, afin 
qu’on en puisse d’abord retraneber la cinquieme partie, 120 000 ecus, pour les 
besoins de la ville et les fraix de la regie; et le reste de 480000 ecus doit 
etre place en fond a 5 pour cent. Or, outre les interfets, je dinoinue le capi- 
tal tous les ans d’une certaine partie, en sorte que, quand les rentiers de 
chaque classe atteigneroient Tage de 100 ans, le fond en seroit epuise. 

C’est sur ce principe que j’ai calcule la table suivante, qui marque com- 
bien pour cent on payera a ebaque rentier, tant k I’egard de son kge que 
du temps ecoule depuis I’etablissement de la tontine, lorsque les vivants 
profitent de la mort de leurs camarades. De cette maniere, cbacun sait 
d’avance combien il tirera pendant tout le cours de sa vie; ce qui attirera 
beaucoup mieux la confiance du public que lorsqu’il faut se remettre a la 
decision des directeurs par rapport au nombre de ceux qui seront enleves 
par la mort. 


GALCUL DES RENTES DE LA TONTINE 
pour les rentiers de Vcige de m ans, dont le norribre^) est suppose ={rn). 

3. La mise de cbacun etant 100 ecus, la mise entiere est 100 (w) ecus, dont 
on retranche d’abord la cinquieme partie, 20 (to), pour les besoins de la ville; 
le capital restant, 

80 (to) = a. 


place k 5 pour cent, doit fournir les rentes en sorte qu’ apres 100 — m = n 
ans, il soit eteint entierement. 

Done, si Ton en vouloit y employer tous les ans une partie egale, elle 
seroit = — ; mais pour rendre les premieres rentes plus considerables aux 
depens des dernieres, je fais diminuer ces parties qu’on retranebe successive- 
ment du capital selon une progression aritbmdtique qui soit 


X, x — g, X — x — Bz,... 


et partant la derniere 


x — (n — l)z, 


qui doit eteindre le capital. La somme de cette progression. 


= nx 


M (W — 1) 
2 




l) Pour la signification des symboles (m) voir les notes 1 p. 103 et p. 155. 


L. G. D. 
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doit done etre egalee au capital C\ d’ou je tire 

r o 2 6' 

[n — 1)^; = 22 C , 

2 C 

de sorte que la demiere partie, x — (n — 1)^!, est =— — x. 

Je la reus trois fois plus petite^) que la premiere, oo, on bien 

20 X 

. n 3 ’ 

d’oti je tire 

3(7 , C 

a; = et ^ = —y -7 • 

n(n — 1) 


4. Cela pose, la somme k distribuer tous les ans parmi les rentiers se 
trouvera par les operations suivantes. 


Apres 

ans 

On retranebe 
dti capital 

Le capital sera done 

Les interets 

Done, la somme 
a distribuer aux rentiers 

1 

X 

1 

C — X 

^ c 

20 ^ 

1 

20 

((7+ 20a;) 

2 

X — ^ 

C 2rX ^ 


1 

20 

((?+ 19 a: — 204?) 

3 

X — 2z 

C—3X + 32 

i(C- 2 ^+.) 

1 1 

((7+ 18 a: — 39 

4 

x — 3z 

\ 

C — 4a; + 62 

~ 

1 

20 

(C74-17a; — 572 ) 

5 

X — 42 

1 

G — 5x-\- lOz 

. 

^((7- 4a; + 62 ) 

1 

20 

((7+ 16 a: — 74^) 

X 

X — {X — 1)2 

C — Xx 

1 

0 — (X — l)a; 

1 

C-\-{21 — X)x\ 






2o\ 

(A-l)(42-l)j 
2 1 


1) A cet endroit, le manuscrit porte aussi la note suivante : Deux fois plus petite 


2P 

n 



X = 


40 
3 « ’ 


(n 



Voir la note 1 p. 556, la note 1 p. 558 et le § 8 dn present memoire. 


L. G. D. 
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Done, la demiere distribution sera 

io + (21 — ^ — j (> — 1) (42 — n) z) 

- i (o + (21 - «) g - 1) (42 - ») ^ ) 

-4s(2'‘ + (21-“)8-(42-»))-^- 

5. II sufftt de calculer cette somme k distribuer de 5 a 5 ans, ou, si 
I’en joint le terme qui repondroit a 0 ans, ces sommes formeront cette pro- 
gression: 

0 ans 5 ans 10 ans 15 ans 

^(C7-|-21a: + 21^), ^^{G+16x-~74,), lla;-144^), |3(a+ 6a:-189^); 

differences I: 

|(*+19«) |(x+14^) i(i + 92) \(x + 4l) 

differences 11: 

ou‘) 

SC , C 

a; = — et z = — — ■ 

2w n(n — 1) 

1) Sur le manuserit se trouvent a cet endroit les formules suivantes, qui se rapportent a la 
aote 1 p. 555; ou Mm . 

C=80(w), » = 100 — »w, a:=^, e = — • 

in ' Sn{n — 1) 

L. G. D. 
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6. Pour rage de 10 aus, on^) a 


done 


et 


(m) == 639, 

(7=51120 et »=10O — w = 90, 


X = 


3C 

2 « 


852 


2 = ■ 


c 


.(n-1) 


= 6,382 
1,595 

difference IP'”* [== -|-0 =] 7,977 


[d’ou Ton deduit la suite suivante des differeuces premieres, en pai'tant de 

-~ix + 19;?) = — 243,316] 


7,977 

7,977 

7,977 

7,977 

— 243,315 

— 203,430 

— 163,545 

— 123,660 

-235,338 

— 195,453 

— 155,568 

— 115,683 

— 227,361 

— 187,476 

— 147,591 

— 107,706 

— 219,384 

— 179,499 

— 139,614 

— 99,729 

— 211,407 

— 171,522 i 

— 131,637 



7. [Aprfes 0 anudes, la somme k distribuer aux rentiers est 
i ((7 H- 21;r + 21^) = ^ (51120 + 21 • 858,382) = 3457,301 , 
d’ou Ton deduit le tableau suivant] 


1) Toir la note 1 p. 103 et la table p. 106 — 107. 


L. G. D. 
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1 

[Apres 

annees] 

[Somme ; 

\ i 

a : 

! 

distribner] | 

[Nombre 

des 

surviYants] 

Pro 

Cento 

[Apres 

annees] 

[Somme 

a 

distribuer] 

[Nombre 

des 

survivants] 

Pro 

Cento 

0 

3457,301 
243,315 ^ 

639 

5,41 

50 ' 

1377,116 

163,545 

273 

5,04 

5 

3213,986 

235,338 

611 

5,26 

55 

1213,571 

155,568 

226 

5,39 

10 

2978,648 

227,361 

oo 

5,10 

60 

1058,003 

147,591 

175 

6,04 

15 

2751,287 

219,384 

552 

4,98 

65 

910,412 

139,614 

125 

7,28 

20 

2531,903 

211,407 

507 

4,99 

70 

770,798 

131,637 

72 

10,70 

25 

2320,496 

203,430 

468 

4,96 

75 

639,161 

123,670 

32 

19,97 

30 

2117,066 

195,453 

432 

4,90 

80 

515,501 

115,683 

8 

64,47 

35 

1921,613 

187,476 

400 

4,80 

85 

399,818 

107,706 

3 

133,27 

40 

1734,137 

179,499 

362 

4,79 

90 

292,112 

1 

292,11 

45 

1554,638 

171,522 

319 

4,87 





60 

1377,116 








2,127 1,064 

j^Diff4rences deuxiemes = j ^ =J 5,319 

l) Sur le mannscrit d’ExjLER se trouvent a cet endroit des chiffres qni se rapportent an cas 
deja deux fois mentionne dans les notes 1 p. 555 et 1 p. 556. !Noas reproduisons ici I’essentiel 
de ces calculs et developpements , en les disposaut dans nn ordre logique. La th&rie en est 
esquissee au § 9. L, G. D, 


SUE LE CALCUL DES EENTES TONTINIEEES 


559 


differences premieres =Y(a: + 19^) = 209,544 

^ ^ 204,225 

I^Somme k, distribuer = ^ ((7-1- 21a: + 21^) = J 
(51120 -f 21 • 761,688) = 2556 -f- 799,667 = 3355,667 


1 

[Apres 

annees] 

1 1 

[Somme a distribuer] 

[Nombre des 1 
survivants] 

[Pour cent] 

0 

3355,667 

639 

5,25 


209,544 



5 

3146,122 

611 

5,15 


204,225 



10 

2941,897 

584 

5,04 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 


9. Capital = O'; post n annos ad 0 redigendi^) 

Dim[inutio] 

post annos 1 a: 

2 X — z 

3 X — 2z 


n X — (n — 1)0 

tota = tix — z= G. 

1 ' ^ 


1 ) Le manuscrit porte ici un. peu pele-mele avec d'antres cliiffres: 

Four Vdge de 10 ans, (7=51120, ^ = 90, a? = 767-8, 0 = 42. 

Puis Yient une serie de calculs et le commencement d^un tableau analogue a celui du § 16. Nous 
ne reproduisons pas ces cliiffres, parcequlls sont fausses par suite d'une erreur dailleurs assez 
curieuse. En calculant 

a; = I- = 4 ■ 51 120 ; 270 = 757,3 

Euler a omis la virgule, ecrivant 7573 au lieu de 757,3; ce qui entratna 0 = 4-2 au lieu de 



560 


SUE LE CALCDL DES RENTES TONTINIEEES 


Sit 

Erit 


[Aprfes 

annees] 

0 

1 

2 

3 

4 


(w- 1)2 = I a;, (n — l)z = ^x. 
n rt 

nx — -7-oo=(J= 

4 4r 


X = 




n(n — l) 


^ s = nx—G=-G, 


z = 


2C 


Dimin[iition] 


3m 


40 

20 

3m 

3 M (m — 1 ) 


40 

3m 

3 M (m — 1 ) 

40_ 

60 

3m 

^n{n — l) 


3m (w— 1) 
Capital 


C 

C- 

G- 

G- 

G- 


iC 


3m 

80 


20 


3m ' 3m (m — 1) 


12 0 


+ 


60 


3m 3m (m — 1) 


160 




120 


3m 3n(n — l) 


Inter^t 


0 

20 

0 40 

20 60m 

0 80 20 

20 60m ‘ 60m (m—1) 


20 


120 




60 


60 M ' 60m (m — 1) 


[Aprfes 

annees] 

1 

2 

3 


[Somme k] distrib[uer] 


40 

0 



3m 

20 



40 

20 

0 

40 

3m 

Zn(n — 1') ‘ 

20 

60m 

40 

4- 

0 

80 

3m 

Zn{n — l') ' 

20 

60)1 


+ 


20 


60m 60m (m—1) 


z = 4,2 et faussa tous les cMfEres subsequents du tableau. Apres en ayoir calcule les cinq pre- 
mieres lignes, Euler, sans doute a cause de Tinvraisemblance des resultats, s’est aper 9 u de I’erreur 
commise, a biflfe le 3 du a: et le 2 du 0 , puis a ebauche un nouveau tableau en prenant a; == 757 
et ^ = 4. 

Voir aussi la note I p. 568 et le § 8 de ee memoire. 


L. G. D. 
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10. On pent faire en sorte qne les rentes croissent dans une progression 
geometrique: k, I’age de m ans, soit [m] la rente a la premiere annde^) et 

v{m\, v^\m\ etc. 


pour les annees suivantes; soit = 1, et nous aurons [v. § 3] 

Z A 


80 («) == X [w] ((to + 1) -1- Ar (to + 2) -f + 3) + X^v^{m + 4) H ) 

80 (to 1) == X [to -}- 1] ( (to -|- 2) — j- Xv (to -f- 3) -j- A^?^'‘(to -f- 4) -j— • • 


On en tire 


80 (w) 

A [to] 


80 (to + 1) 

A[to+ 1] 


Xv — 1). 


[w] 


80 (to) [to + 1] 80 (to) [to + 1] 

X (to l) (80i/ -f- [to -|- l]) (to l)(80Ai' -j- X [to l]) 


11. Soit v = d’ot 80i/ = 84 [et] Xv = l. Alors*) 

r , 80 (to) [to + 1] 

' ^ (to + 1) (80 + A [to + 1]) 


[d’oti 


84 (to) 


(to+1) + 84 


(to + 1) 

[to + 1] 


^-(«+l) + 84 


(w + 1) 

[to + 1] 


1) Par suite de eette notation Eul^riennb, les crochets [ ] ont dans les paragraphes 10 a 15 
de ce memoire deux significations tres differentes. Ils marquent, en effet, tantot la valeur actuelle 
de certaines rentes viageres, tantot un complement ajoute par I’editeur au texte incomplet du 
brouillon manuscrit. L. G. D. 

2) Dans le manuscrit d^EuLER se trouvent a cet endroit quelques formules sans texte expli- 
catif. On doit les lire comme suit: 

\_Si Von prenait] = 100 [il mendraif] 




100 Zv = 1100 = 4,606 16 {d’ou\ lv = 0,046 


^ = e».o« = l. 


46 


1000 


1 46 * 

2 1000 * 


= 1 4-0,046 + 0,001058 ••• 
= 1,047. 

Leomhardi EntEui Opera omnia 1 7 Commentation es algehraicae 


L. G. D. 
71 
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Dans cette formule, mettons successivement w + 2, m + 3 etc. an lieu 

de n. De la somme des equations ainsi obtenues 


84 { m + 1) 
[»» + l] 


= {pi -f 2) + 84 


(w + 2) 
[m + 2] 


84 (w + 2) 
[m + 2 ] 


(ot + 3) + 84 


(w + 3) 
[jw + 3] 


nous concluons] 


84 ^ = (wi + 1) + (>» + 2) + («i+ 3) H 



^ ^ (»?. -f l) + (m + 2) -1- (w + 3) H 


12. Soit rage w = 90; et 

(?)*) = 8, (m+l) = 6, (w-f2) = 3, (»« + 3) = 2, 

(m + 4) = l, (»^4-5) = 0.^) 

[Comme 84 = 80^ et que (91) + (92) + (93) + (94) -| — • = 12, il vientr] 

[901 = = = 56 

12-20 12 

Soit rage m = 89; et (m) = (89) = 11, d’’ou 

84-11 


[89] 


(90) + (91) + (02) -f” 


84_^i _ m _ 
20 5 


13. [Pour appliquer la derniere formule du § 11, on doit connaltre la 
somme 

(^M 4- 1) -j- (m 2) -f- (»* + 3) -j- • • • 

pour les divers ages m . On dMuit de la table de mortalite de Kersseboom, 
reproduite p. 106 — 107 du present volume, la table suivante.] ‘) 

l) EtTLER modifie id, d’lrne manide arbitraire semble-t-il, la fin de la table de mortalite de 
Kersseboom. Ah lieu des chiffres Kersseboomiens 

(90) = 8, (91) = 6, (92) = 4, (93) = 3, (94)=-= 2, (95) =1, 

Euleii prend ici 

(90) = 8, (91) = 6, (92) = 3, (93) = 2, (94)-= 1, (95) =0. 


L. G. D. 
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Age 

m 

Nombre des 
sarvivants 
(w) 


Age 

m 

Nombre des 
survivants 
(m) 


Age 

m 

Nombre des 
survivants 
(m) 


90 

8 

12 

60 

273 

3714 

30 

507 

15 462 

89 

11 

20 

59 

282 

3987 

29 

516 

15959 

88 

15 

31 

58 

291 

4269 

28 

525 

16475 

87 

20 

46 

57 

301 

4560 

27 

535 

17 000 

86 

26 

66 

56 

310 

4861 

26 

544 

17535 

85 

32 

92 

55 

319 

5171 

25 

552 

18 079 

84 

39 

124 

54 

327 

5490 

24 

559 

18631 

83 

46 

163 

53 

336 

5817 

23 

565 

19190 

82 

54 

209 

52 

345 

6153 

22 

571 

19755 

81 

68 

263 

51 

354 

6498 

21 

577 

20326 

80 

72 

326 

50 

362 

6852 

20 

584 

20903 

79 

82 

398 

49 

370 

7214 

19 

590 

21487 

78 

93 

480 

48 

378 

7 584 

18 

596 

22077 

77 

104 

573 

47 

386 

7962 

17 

601 

22673 

76 

114 

677 

46 

393 

8 348 ! 

16 

606 

23 274 

75 

125 1 

791 

45 

400 

8741 

15 

611 

23880 

74 

135 1 

916 1 

44 

406 

9141 

14 

616 

24491 

73 

145 

1051 

43 

413 

9 547 

13 

621 

26107 

72 

155 

1196 j 

42 

420 

9960 

12 

627 

25728 

71 

! 165 

1351 

41 

426 

10 380 

11 

633 

26355 

70 

1 

175 

1516 

1 

40 

432 

10806 

10 

639 

26988 

69 

185 

1691 I 

39 

439 

11238 

9 

646 

27627 

68 

195 

1876 ' 

38 

446 

11677 

8 

653 

28273 

67 

205 

2071 

37 

454 

12123 

7 

664 

28926 

66 

215 

2276 

36 

461 

12577 

6 

676 

29590 

65 

225 

2491 

35 

468 

13038 

5 

688 

30266 

64 

235 

2716 

34 

475 

13 506 

4 

709 

30954 

63 

245 

2951 

33 

482 

13981 

3 

736 

31663 

62 

254 

3196 

32 

490 

14463 

2 

768 

32 399 

61 

264 

3450 

31 

499 

14953 

1 

804 

33167 

60 

273 

3714 

30 

507 

15452 

0 

1000 

33971 


34971 


1) Les coloniLes de ce taMeau n^ont pas de litres dans le manuscrit et n^y sent poussees que 
jusqu’a Tage de 74 ans. Le fenillet ou Euler a calcule les autres chiffres, de 73 a 0 ans, ne s^est 
pas retrouYe, mais ces nombres figurent par leurs logarithmes dans la table suivante. L. G-, D. 


71 ^ 
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[TABLE INDIQUANT LES RENTES CROISSANTES [m] 
pour me mise unique de 100 eeus^ suivant Vdge m du rentier. 

14. Ayaiit deja trouve (§ 12) que [90] =56 et [89] = 46,2, on determine 
les rentes suivantes en combinant la table ci-dessus avec la dernibre formule 
du § 11. On obtient] 


[87] 

[ 86 ] 

[85] 


[83] 


84- 15 

1260 

■” 31 

31 ~ 

84 • 20 

840 

46 

23 

00 

03 

364 

66 

11 

_ 84 • 32 _ 

672 

92 “ 

“ 23 " — 

84 - 39 

819 _ 

^ 124 “ 

" ir ^ 

_ 84 • 46 

3864 

16 3“ ~ 

163 


40,64 

36,52 

33,09 

29,22 


84-54 


4536 


[80] 


[78] 


”~20”9 

209 

_ 84 • 63 

_ 5292 

~ 263 

263 ~ 

84* 72 

_ 3024 

~ 32~6 

“ 163 “ 

_ 84 • 82 

_ 3444 

“ 398 

~ 199 ~ 

_ 84 • 93 

_ 1953 

“ ’ 480 

~ 120 

_ 84*104 

_ _ 


21,70 

20,12 

18,55 


573 


191 


[76] 


84114 _ 9576 .. 

677 ^ ~ 677 “ 


15. [Par' les logaritbmes, ces rentes croissantes se calcnleront k I’aide de 
la formule 

log [m] = log 84 4- log (w) — log ^ (w + 1) 

, = 1,92428 + log (m) - log + 1) 

dont void I’application pour des ages inferieurs k. 80.] 


2 

3 

' 4 

! ^ 1 

6 

1,92428 

1,92428 

i 1,92428 

1,92428 

1,92428 

2,88536 

2,866 88 

^ 2,85064 

2,83769 

2,82995 

4,80964 

4,79116 

; 4,77492 

4,76187 

4,75423 

4,51056 

4,50058 

j 4,49076 

i 

4,48098 

4,47117 

0,29908 

0,29058 

0,28417 

0,^08^' 

0,28306 

1,991 

1,952 

1,924 

1,909 

1,919 
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7 

* 1,92428 
2,82217 

8 

1,92428 ! 
2,81491 

9 I 

1,92428 
; 2,81023 

10 

1,92428 

2,80550 

12 1) 

1,92428 
i 2,79726 

4,74645 

4,73919 1 

4,73451 

4,72978 

1 4,72154 

4,46132 

4,45137 : 

4,44135 

4,43119 

' 4,41042 

0,28513 

0,28782 

i 0,29316 

0,29859 

~0,31112 

1,928 

1,940 

1,964 

1,988 

2,047 


[21 = 1,991 

[16] = 2,187 

[38] = 3,208 

[60]= 6,174 

[3] = 1,952 

[18] = 2,267 

[40] = 3,358 

[62]= 6,676 

[4] = 1,924 

[20] = 2,346 

[42] = 3,542 

[64]= 7,268 

[5] == 1,909 

[22] 2,428 

[44] = 3,731 

[66]= 7,935 

L6J = 1,919 

[24] = 2,520 

[46] = 3,954 

[68] = 8,731 

[7] = 1,928 

[26] = 2,606 

[48] = 4,187 

[70]= 9,696 

[8] = 1,940 

j 

[28] = 2,677 

j 

[50] = 4,438 

[72] = 10,886 

[9] = 1,964 

[30] = 2,756 

[52] = 4,710 

1 [74] = 12,380 

[10] = 1,988 

[32] = 2,846 

[54] = 5,003 

[76] = 14,144 

[12] = 2,047 

[34] = 2,954 

[56] = 5,367 

[78] = 16,275 

[14] = 2,112 

[36] = 3,079 

1 [58] = 5,726 ! 



16, A lAge de 25 ans, 552 persormes mettent chacun 100 5ciis, ce qui 
fait 55200 ecus, d’oti Ton retranche d’abord la ^ partie, 11040 ecus, pour les 
besoins de la ville, et le reste, 44160 ecus, est place en fond k 5 pour cent, 
d’ob la tontine doit etre fournie. Puisqu’on retire ici d’abord I’avantage 
qu’on attend de cette tontine, il seroit trop, si Ton vouloit encore profiter 
k la fin le fond tout entier. Et partant, je retire du capital outre les in- 
t4r&ts encore la 75“® partie, pour dteindre le capital lorsque les interessans 
auront atteint 100 ans. 

l) Sur le manuscrit, Euleii a continue a aligner ainsi les cMfFres i)our tons les ages pairs: 
14, 16, 18 et ainsi de suite jusqu'a 78. Nous ne reproduisons que le commencement de ees cal- 
culs numeriqaes, eela d'autant plus que quelques fautes s’j sont glissees. En particulier, Euleii 
prend comme nombre des suTvivants 407 (au lieu de 406) pour Page de 44 ans, et 654 (an lieu 
de 653) pour I’age de 8 ans, et ees fautes se sont repercutees dans les cMflEres de la colonne 
2 (w + l). Nous n’avons releve dans le tableau suivant que les resaltats rectifies. L. G. D. 
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Soit done cette diminution annuelle 580 eeus^), et voyons de 5 a 5 ans 
combien on pourra payer a ebaque rentier'. [Le capital est diminue de 
5 . 580 =] 2900 ecus tons les cinq ans {colonne 2). [Aus rentiers survivants 
(colonne 5) on peut distribuer annuellement, outre les interets du capital 
disponible (colonne 3), encore la somme de 580 ecus augnaentee de ses in- 
terets a 5 pour cent, soit 580 -4- 29 =] 609 (colonne 4). [On en deduit par 
division le montant de la rente qui revient k, chacun (colonne 6).] 


Apres 

annees 

1 

1 

Capital C 

r A ' 

Interets 
a 5 pour cent 

1 Somme 
j a distribuer 

ISTombre 

des survivants 

i 

1 Eeute 

j de cbacun 

Eente reelle 
pour cent 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

0 

44160 

2208 

2817 

552 

5,10 


5 

41260 

2063 

2672 

507 

5,27 

5,6 

10 

38360 

1918 

2527 

468 

5,40 

5,10 

15 

35460 

1773 

2382 

432 

5,51 

5,12 

20 

32560 

1628 

2237 

400 1 

5,59 

5,14 

25 

29660 

1483 

2092 

362 

5,78 

5,18 

30 

26760 

1338 

1947 

319 

6,10 

6,0 

35 

23860 

1193 

1802 

273 

6,60 

6,12 

40 

20960 

1048 

1657 

225 

7,36 

7,8 

45 

18060 

903 

1512 

175 

8,64 

8,12 

50 

15160 

758 

1367 

125 

10,94 

10,12 

55 

12260 

613 

1222 

72 

16,97 

16,12 

60 

9360 

468 

1077 

32 

33,66 

32 

65 

6460 

323 

932 

8 

116,50 

100 

70 

3560 

178 

787 

4 

196,75 

150 

. 1 

660 ! 

33 

642 

1 

642,00 

500 


17. Age 80 ans. [Nombre des personnes] 72. [Capital disponible 
7200 — 1440 =] C = 5760. [Duree 100 — 80 = 20 ans, puisque lAge limite des 
rentiers est suppose 100 ans]. Diminution [annuelle 5760 : 20 ==] 228, [en 
5 ans] 1440. 

[En plus des interets du capital C, on pourra done distribuer annuelle- 
ment aux rentiers survivants la somme de 288 ecus augment5e de ses interets 
k 5 pour cent, soit 288 14 ou] 302. [Done, de 5 k 5 ans, on aura:] 

1) II ressort des paragrapkes subsequents et de la fin dn memoire que e’est a dessein qne le 
cbiffre de 588,80 (la 75'^“' partie de 44160) est airondi a 580. 

La mimerotatioii des colonnes a ete ajoutee par Feditenr. Dans les tableaux suivants, les tetes 
de colonne sent souvent abregees ou ineompletes sur le manuscrit d’EraBE. L. 6. D. 
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Apres 

annees 

Capital C 

1 

Interets 

1 Somme Nombre 

1 a distribuer |des survivants 

Rente 

1 


1440 

302 



1 

0 

5760 

288 

1 590 • 

72 i 

1 

CO 

5 

4320 

216 

! 518 

32 

16,19 

10 

2880 

144 

; . 446 

8 

65,7 

15 

1440 

72 

374 

3^) 

1 124 

20 1 

1 0 1 

1 0 

I 302 : 


302 


18. A.ge 70 ans. [Nombre des personnes] 176. [Capital disponible 
17500 — 3500 =] (7 = 14000. [Duree 100 — 70 = 30 ans; v. §16.] Diminution 
annuelle [14000 : 30 =] 466,66 [en 5 ans, en arrondissant,] 2330. 

[En plus des interets du capital C, on pourra done distribuer annuelle- 
ment aux rentiers survivants la somme de 466 ecus augmentee de ses int6rbts 
'a 5 pour cent, soit 466 + 23 =] 489. [Done, de 5 k 5 ans, on aura:] 


Apres 

annees 

1 

1 

Capital C | 

- J 

] 

Interets 

1 

Somme 
a distribuer 

Nombre 
des survivants 

Rente 


2330 

489 




0 

14000 

700 

1189 

175 

6,79 

5 

11670 

583,5 

1072 

125 

8,57 

10 

9 340 

467 

956 

72 

13,22 

15 

7010 

350,5 

839 

32 

26,22 

20 

4680 

234 

723 

8 

90 

25 

2 350 

117,5 

606 

4^) 

151 

30 

20 

1 

490^) 

1 

490^) 


1) Pour etendre jiisqu^a 100 ans le terme de la vie humaine, Euler modifie egalement ici, 
ainsi que dans les tableaux suivants, la table de mortalite de Kersseboom qu^il utilise generale- 
ment. Ces modificatigns ne sont pas toujours les naemes et paraissent arbitraires. Voir la note 1 
p. 562 et les notes 2 p. 574 et 1 p. 575. L. G. D. 

2) Voir la note precedente. L. G. D. 

3) Le manuscrit porte ici 489. L. G. D. 
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19. Age 60 ans. [Nomtre des] personnes 273. Capital dispocible 
27 300 — 5460 = 21840 = G. [Duree 100 — 60 = 40 ans, v. § 16. Diminution 
annuelle 21840 : 40 =] 546, en 5 ans 2730. 

[En plus des interets du capital G, on pourra done distribuer annuelle- 
ment aux rentiers survivants la somme de 546 dcus augmentee de ses in- 
terets k 5 pour cent, soifc] 546 + 27 [= 573 arrondie kj 570. [Done, de 5 k 
5 ans, on aura:] 


Apres 

aiinees 

Capital G 

Interets 

Somme 
a distrilouer 

Nombre 
des survivants 

Eente 


2730 

570 

136 



0 

21840 

1092 

1662 

273 

6,09 

5 

19110 

955,5 

1525 

225 

6,78 

10 

16380 

819 

1389 

175 

7,94 

15 

13650 

682,5 

1252 

125 

10,01 

20 

10920 

546 

1116 

72 

15,5 

25 

8190 

409,5 

979 

82 

30,6 

30 

5460 

273 

843 

8 

105 

35 

2730 

136,5 

706 

4 

176 

40 

0 

0 

569 

1 

560 
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20. Age 50 ans. [Nombre des] personnes 362; a, 100 ecus par socie- 
taire fait 36200. Le capital disponible C[= 36200 — 7240] = 28960. [Duree 
100 — 50 = 50 ans, v. §16.] Dimin[ution annuelle 28960 : 50 =] 579, en cinq 
ans [2895, arrondie a] 2890. 

[En plus des interets du capital G, on pourra done distribuer annuelle- 
ment aux rentiers survivants la somme de 579 ecus augmentee de ses in- 
terbts a 5 pour cent, soit 579 -f 28,9 = 607,9 ou, en arrondissant,] 600. [Done, 
de 5 a 5 ans, on aura:] 


Apres 

ans 

Capital G 

Interets 

Somme | 
a distribuer 

Hombre 
des survivants 

Rente 


2 890 

600 




0 

28960 

1448 

1 2048 

362 

5,66 

5 

26070 

1303 

i 1903 

319 

5,96 

10 

23180 

1159 

1 1759 

i 273 

6,44 

15 

20290 

1014 

1614 j 

1 225 

7,17 

20 

17400 

870 

1470 

175 i 

8,40 

25 

14510 

725 

1325 

125 

10,60 

30 

11620 

581 

1181 

72 

16,40 

35 

8 730 

436 

1036 

32 

32,37 

40 

5840 

292 

892 

8 

111 

45 

2950 

147 

747 

4 

187 

50 

60 

30 

630 1) 

1 

630 0 


1) Le manuscrit porte 600. L. G. D. 
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21. Age 40 ans. [Nombre des] personnes 432; a 100 ecus [par socie- 
taire] fait 43200. Eetranchant la cinquifeme partie [soit 8640, il reste dispo- 
nible] le fond 34560= C. Place a 5 pour cent, [il rapporte en] interets 1728. 
[Duree 100 — 40 = 60 aus v. § 16.] Diminution annuelle [34 560 ; 60 =] 576, en 
cinq ans 2880. 

[En plus des interets du capital G, on pourra done distribuer annuelle- 
ment aux rentiers survivants la somme de 576 ecus augmentee de ses interets 
a 5 pour cent, soit] 576 + 28 = 604. Done, de 5 a 5 ans, on aura: 


Apres 
annees ; 

Capital C 

Interets 

Somme j 
a distribuer | 

Nombre 
des survivants 

Rente 

Rente 


2880 

I 1 

604 


{ 

i 


0 i 

34560 

1728 

2332 5 ' 

1 ^ ! 

432^) 

5,40 



31680 

1584 

2188 

400 

5,47 

5,8 

10 

28 800 ' 

1440 

1 2044 

362 

5,65 

5,14 

15 1 

25 920 

1296 

1900 1 

1 319 

5,95 

5,20 

20 

23040 

1 1152 

1756 

273 

6,43 

6,8 

25 

20160 

1008 

1612 

225 

7,16 

7 

30 

17 280 

864 

1468 

176 

8,39 

8,6 

35 

14400 

720 

1324 

126 

10,59 

10,8 

40 

11520 

1 

576 

1180 

72 

16,39 

16,6 

45 

8 640 

432 

1036 j 

! 

32,38 

32 

50 

5 760 

288 

892 

8 

111 

100 

55 

1 

2 880 

144 

748 1 

4 

187 

150 

60 

i 0 

0 

604 j 

1 

604 

500 


l) Le manuscrit porte ioi le ealcul iatermediaire suivant: 


1728 

576 


426 j 2304 
2130 


5,40 


174 0 


Comme dans le tableau du § 22, Euler preleTe done ici, en plus des interets du capital, la somme de 
576 sans I’augmenter de ses interets. Au Eeu de 2332, E distribue ainsi 2304 et r^partit cette 
somme non pas entre les 432 personnes qui entrent dans la soeiete (432 = ?^), mais entre les 426 
survivants au bout d’une annee (426 =Zn). L. G-. D. 
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22. Age 35 ans. [Nombre des personnes] 468. [Capital disponible 
468 • 80 =] C= 37440. [Duree 100 — 35 = 65 ans, v. § 16. Diminution annuelle 
37440 : 65 =] 576 ecus. [D’ou le tableau suivant.] 


Apres 

annees 

Capital C 

Interets | 

Somme 
a distribuer 

Nombre ! 
des suryiyants 

Rente 

(1) 

(2) 

(3) 1 

(^) ^ 

(5) I 

(6) 


576 

576 i 

1 

29 ; 



1 

37440 

1872 1 

2448 1 

! 

461 ! 

5,31 

2 

36864 

1843 i 

2419 

454 ! 

e o 

0,00 

3 

36288 

1814 j 

2390 j 

446 

5,36 

4 

35712 

1785 j 

2361 i 

439 

5,37 

5 

5-29 

= 145 1 

2332 1 

1 

432 ' 

5,39 



i 







145 



10 



2187 

400 

5,47 

15 



2042 

362 

5,64 

20 



1897 

319 

5,94 

26 



1752 

273 

6,41 

30 



1607 

225 

7,14 

35 



1462 

175 

8,35 

40 



1317 

125 

10,54 

45 



1172 

72 

16,28 

50 



1027 

32 

32 

55 



882 2) 

8 

110 

60 



737 

3 

246 

65 



592 

1 

592 


1) La m^thode suivie par Euler pour la construction de ce tableau differe par deux points 

de celle employee pour les precedents. 1®. En plus de Finteret du capital disponible (7, on distribue 
encore cbaque annee aux survivants la partie du capital initial (soit 576 ecus), et non pas 

cette partie augmentee de ses interets (ce qui ferait 576 + 28,8 ou 604 ecus). 2®. Ayant renaarque 
que la difference constante dans la colonne (4) est de 29, Euler la multiplie par 5 et peut ainsi 
calouler directement les nombres de cette colonne (4), a partir de la cinquieme annee, sans recourir 
aux colonnes (2) et (3). Les numeros de colonne (l), (2), ... (6) ont ete ajoutes par Tediteur. 

L. G. D. 

2) Le manuscrit porte ici 872, et cette erreur se repercute dans les cbiffres suiyants ainsi 
que dans ceux de la colonne (6). Nous avons fait les modifications necessaires. L. G. D. 


72 - 
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23, Age 20 ans. [Nombre des] personnes 584; h 100 [ecus par socie- 
taire] fait 58400. Capital disponible <7 [= 58400 — 11 680] = 46720. [Duree 
100 — 20 = 80 ans, v. §16.] Dimiii[ution] ann[iielle 46720 : 80 =] 584, en cinq 
ans 2920. 

[En plus des interets du capital G, on pourra done distribner annuelle- 
ment aus rentiers survivants la somme de 684 ecus augmentee de ses in- 
terets a 5 pour cent, soit] 684 29 [= 613, arrondie a] 610. [Done, de 5 k 
5 ans, on aura:] 


Apres 

annees 

Capital C 

Interets 

Somme 
a distribuer 

Kombre 
des survivants 

Rente 


2 920 

610 

146 



0 

46 720 

2336 

2946 

584 

5,04 


43800 

2190 

2800 

552 

5,07 

10 

40880 

2044 

2654 

507 

5,23 

15 

37960 

1898 

2508 

468 

5,36 

20 

35040 

1752 

2362 

432 

5,46 

25 

32120 

1606 

2216 

400 

5,54 

30 

29200 

1460 

2070 

j 1 

362 

i 

5,72 

35 

26 280 

1314 

: 1924 ‘ 

319 

6,03 

40 

23360 

! 1168 

i 

1 1778 

273 

6,51 

45 

20440 

1022 

1632 

225 

7,26 

50 

17 520 

1 876 

1486 

176 

8,49 

j ' 

55 

14600 

730 

; 1340 i 

125 

10,72 

60 

11680 

584 

1194 1 

72 

1 

1 16,58 

65 

8760 

438 

1048 1 

32 

32,75 

70 

5 840 

292 

902 ! 

8 

112 

75 

2 920 

146 

756 1 

4 1 

189 

80 

0 

1 0 

610 1 

1 

610 
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24. Age 10 ans. [Nombre des] personnes 639; a 100 [ecus par socie- 
taire] fait 63900 ecus. Capital [disponible] (7= [63 900 — 12780 =] 51120. 
[Duree 100 — 10 = 90 aus, v. § 16.] Dim[mution] ann[uelle 51 120 : 90 =] 568; 
dim[iuution] de cinq ans 2840. 

[En plus des interets du capital C, on pourra done distribuer aunuelle- 
ment aux rentiers survivants la somme de 568 ecus augmentee de ses in- 
terets annuels, soit] 568 28 [= 596, arrondie k] 590. [Done, de 5 k 5 ans, 

on aura:] 


Apres 

annees 

Capital C 

Interets 

Somme 
a distribuer 

Nombre 
des survivants 

Rente 


2 840 

590 

142 



0 

51120 

2556 

3146 

639 

4,92 

5 

48280 

2414 . 

3004 

611 

4,92 

10 

45440 

2272 

2862 

584 

4,90 

16 

42600 

2130 

2720 

552 

4,93 

20 

39760 

1988 

2578 

507 

5,08 

25 

36920 

1846 

2436 

00 

! 5,20 

30 

34080 

1704 

2294 

432 

5,31 

35 

31240 

1562 

2152 

i 400 

5,38 

40 

28400 

1420 

2010 

1 362 

5,55 

45 

25 560 

1278 

1868 

319 

5,85 

50 

22 720 

1136 1 

1726 

273 

6,32 

65 

19880 

994 

1584 

225 

7,04 

60 

17040 

852 

1442 

175 

8,24 

65 

14200 

710 

1300 

125 

10,40 

70 

11360 

568 

1158 

72 

16,08 

75 

8 520 

426 

1016 

32 

31,75 

80 

5 680 

284 

874 

8 

109 

85 

2 840 

142 

732 

4 

183 

90 

0 

0 

590 

1 

590 
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25. Age 5 ans. [Nombre des personnes] 690. Capital disponible C 
[== 69 300 — 13 800] = 55 200. [Duree 100 — 5 = 95 ans, v. § 16.] Diminution] 
ann[iielle 55200 ; 95 =] 581; en cinq ans [2905, arrondie a] 2900. 

[En pins des intergts dn capital G, on pourra done distribner annuelle- 
ment aux rentiers snrvivants la somme de 581 ecus augment4e de ses in- 
terets k 5 pour cent, soit] 581 -1- 29 = 610. [Done, de 5 en 5 ans, on aura:] 


Apres 

ans 

1 

Capital C 

Interets 

i 1 

Somme N ombre | 

a distribuer jdes snrvivants j 

Eente 


2 900 

610 

145 1 



i 

55200 

2760 

3370 I 

i 

690®) 

4,88 

5 

52 300 

2615 

3225 ! 

639 

5,04 

10 

49400 

2470 

3080 

611 

5,04 

15 

46 500 

2325 

2935 

584 

5,02 

20 

43 600 

2180 

2790 

552 

5,05 

25 

40 700 

2035 

2645 

507 

5,21 

o 

CO 

37800 

1890 

2500 

468 

5,34 

35 

34 900 

1745 

2355 

432 

5,45 

40 

32000 

1600 

2210 

400 

5,52 

45 

29100 

1455 

2065 

362 

5,70 

50 

26 200 

1310 

1920 

319 

6,02 

55 

23300 

1165 

1775 

273 

6,50 

60 

20400 

1020 

1630 

225 

7,24 

65 


\ 

1485 

175 

8,49 

70 



1340 

125 

10,72 

75 



1195 

72 

16,60 

80 



1050 

32 

32,81 

85 



905 

8 

113 

90 



760 

4 

190 

95 



615 

1 

615 


1) Dans le mannscrit, les calculs ne sont pousses que jusqu’a 65 ans. Nous avons complete 
le tableau par la methode des differences. Voir la note 1 p. 671. L. Gr. D. 

2) Au lieu de 688. Voir la note 1 p. 567. L. G. D. 
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26. Age 0 arts. [Nombre des] personnes 1200.^) Capital disponible C 
[=120000 — 24000] = 96000. [Durde 100 ans, v. §16.] Dim[ination] anii[uelle] 
= 960, [en cinq ans] 4800. 

[En plus des interets du capital G, on pourra done distribuer annuelle- 
ment aux rentiers survivants la somme de 960 ecus augruentee de ses in- 
terets d’un an, soit] 960 48 [= 1008 ecus, arrondie a] 1000. [Done, de 5 en 

5 ans, on aura:] 


Apres 

annees 

Capital C 

Interets 

Somme 
a distribuer 

ITombre 
des survivants 

Rente-) 


4800 

1000 

240 



0 

96000 

4800 

5800 

1200 1) 

4,83 

5 

91200 

4560 

5560 

690 1) 

8,07 * 

10 

86 400 

4320 

5320 

639 

8,33 

15 

81600 

4080 

5080 

611 

8,31 

20 

76800 

3840 

4840 

* 584 

8,29 

25 

72000 

3600 

4600 

552 

8,33 

30 

67200 

3360 

4360 

507 

8,6 

35 

62400 

3120 

4120 

468 

8,80* 

40 

57600 

2880 

3880 

432 

8,98=^^ 

45 

52 800 : 

2640 

3640 

400 

9,10 

50 



3400 

362 

9,39*- 

55 



3160 

319 

9,91* 

60 



2920 

273 

10,70* 

65 



2680 1 

225 

11,91 

70 



2440 

175 

13,94 

75 



2200 

125 

17,60 

80 



1960 

.72 

27,33 

85 



1720 

32 

53,75* 

90 



1480 

8 

185 * 

95 



1240 

4 

310 * 

100 



1000 

1 

1000 


1) II est curieux qu Euler n’ait pas pris 1000 et 688, comme daas ses autres travaux. Voir 
la note 1 p. 567. L. G. D. 

2) Les chiffres de cette colonne marques d’un asterisque sent dans le manuscrit: 7,94; 8,7; 
8,9; 9,4; 10; 11,5; 53; 182; 400. L. G. D. 
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TABLE 

combien pro cento on payera aux k)ntiniers de cbaque age, 
de 5 a 5 arts, depnis le commencement/) 


Depuis 

age 1 

0 j 

5 

ans 

10 I 
ans 1 

i 

15 

elus 

r 

20 

ans 

25 

ans 

30 ! 

ans i 

1 

35 1 

ans ! 

i 

40 

ans 

45 T 

ans ; 

50 

ans 

55 

ans 

60 

ans 

65 

ans 

70 

ans 

75 

ans 

80 

ans 

la5 

Hi 

5 

1 

4| 

4f 

5 

! 

i 

5 1 

1 

5'i 

1 

51 


5l| 


6 

H 

61 

7 

8 

10 

6 a 10 j 

8 

5 j 

4i 

5 

5 ; 

5l! 

1 

51 

5-| 


5l| 



H 

71 

81 

10 

15 

llal5 1 

j 

8-1 

^ i 

4| 

5 


5l! 

51| 

H 

5i 

5f| 


7 

n 

B1 

10 

18 

40 

16 a 20 1 

H 

5 1 

4i; 

5 


5l| 

511 

5i 

5f 

61- 

7 ! 

8 

9 

12 

20 

50 

80 

21 a 25 i 

' 


5 1 

5 i 

i 

5 


51 

5l! 

H 

H 

7 ^ 

8 

10 

14 

22 

75 

90 

240 

26 a 30 

8^1 

5il 

1 

5 ; 

5 

5ii 

i 

6f 

6 


7 

8 

10 

14i 

24 

72 

100 

300 1 


31a35 

sV 



51 

5fi 

1 

6 1 

61 

7 

8 

10 

15 

241 

70 

110 

400 



36 a 40 


5-1 


51 

6 


7 

8 

10 

15 

25 

72 

120 

450 




41 a 45 

8f 


51 

51 


H 

8 

10 

15 

25 

75 

122 

480 





46 a 50 

9 

5f 

5| 


7 ’ 

81 

10 

15 

25 

75 

125 

490 






51a55 

9^ 

6 

1 61 

I 6^ 

8 

10^ 

I 

15 

25 

75 

125 

500 







56 a 60 

9f 

61 

7 

! 

! B 

10 

15 

25 

75 

125 

500 


! 






61 a 65 

10| 

■ 7 

8 

10 

15 

25 

75 

125 

500 









66 a 70 

111 

- 8 

10 

15 

! 

25 

75 

125 

500 


i 








71 a 75 

13^ 

r 10 

I 

25 

75 

125 

500 

1 

\ 


1 








76 a 80 

16 

15 

i 25 

75 

|l25 

500 




j 








81 a 85 

I 20 

25 

75 

125 

o 

o 



1 


i 








86 a 90 

1 40 

1 

70 

125 

o 

o 




• 


! 

j 


1 






91 a 95 

iloo 

125 

500 



! 




1 

i 

1 








96 a 1001400 

500 




i 

! 













l) Cette table reproduit les ehiffres da manasctit. Euler y resume les nombres des 
tableaux precedents (§ 16 — 26) et d’autres dont on n'a pas retroure le manuscrit. Toutefois, 
il arrondit ces nombres dans un sens farorable a la Caisse, mais sans indiquer d’apres quelles 
normes. L. G. U. 
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27. Dans cet arrangement, rien n’est done incertain, et ce qui Test par 
sa nature, j’en ai temi compte dans le calcul, que I’entrepreneur n’en risque 
rien et qu’il lui doit toujours rester un plus grand profit que suivant rhypo- 
these sur laquelle le calcul est fonde. 

Cette tontine semble avoir plusieurs avantages sur les ordinaires, quoique 
ceui qui arrivent ii, la dernibre vieillesse ne soient pas ici si bien partagfe; 
mais pour les ages mediocres, les rentes sont ici plus considdrables. 

Peut-6tre le projet deviendrait encore plus du goat du public, si Ton 
diminuoit les rentes des vieillards k I’avantage de I’Rge mddiocre. La classe 
de rage de 10 ans semble exiger un tel ebangement, attendu qu’aux premieres 
anndes, on n’est pas ici en dtat d’accorder 5 pour 100. 


Leohhabbi Euleri Opera omnia 1 7 Comnientationes algebraicae 
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INDEX NOMINUM 

QUAE TOMIS 6 ET 7 CONTINENTUR 


Ahrens, W., 7 228 

d’Alembert, J. L., 6 81, 107, 114, 126, 
155—159 
7 408 

Almeloven, 7 532 
Baermann, G. P., 6 22 
Baumann, Chr. J., 7 531, 534 

7 7 y , 

Baumgarten, S. j., 7 524 
Bernoulli, D., 7 262, 280, 286, 425, 459, | 
461, 532 i 

Bernoulli, Jac., 7 278, 458 ! 

Bernoulli, Joh., 6 22, 83, 136 
Bernoulli, N., 6 82, 83 
7 278, 459, 461 
Bertrand, L., 7 28 

Bdelfeld (false I^ielefeld), J. Fr. v., 7 516 
Bierens db Haan, D., 6 21 
Bombelli, R., 6 2, 170 
Bougainville, L. A, de, 6 155 
Cantor, M., 6 2, 170 i 

7 408 

Cardano, H., 6 8, 278 
Casaubon, j. de, 7 532 
Cassini, D., 7 286 
Catlet, a., 6 309, 312 
Colson, L, 6 57 
Condor CET, Marquis DE, 7 409 
Cramer, J. A., 6 22 
7 459, 460, 461 
Davenant, 7 508 
Diderot, 7 408 
Diophantus, 6 288, 295, 312 
EnestrOm, G., 6 26, 83 
7 517, 533, 534, 536 


Enestkoemi4.nus, passira (Index Enestroe- 
mianus Commentationum Euleri) 

Euler, L., . 6 2 (Algeira), 14 (Commen- 
tationes 162 et 163 indicis Enestroe- 
MiANi), 19, 20 (Comment. 41, 406, 560; 
Introd.), 22, 58, 81, 82, 83, 120, 126, 
129, 136 (Comment. 61 et 168; Inirod^, 
158 (Inst. calc, diff.), 159-169, 175, 194, 
247 (Introd^, 262, 265, 267 (Comment. 41), 
276 {Inst. calc, int.), 294 {Introd.-., Com- 
ment. 336), 300, 309 (Comment. 478), 311 
{Introd., Comment. 242 et 445), 312, 315, 
339 {Introd), 356 {Inst. calc, diff), 370 
(Comment. 162, 163, 572, 592, 728, 794; 
Introd.-, Inst. calc, int), 384 (Comment. 
406), 386 (Comment. 532), 394 (Comment. 
465 et 637), 406 (Comment. 406), 426, 
434, 435 (Comment. 30), 447 (Comment. 
406), 465 (Comment. 540; Introd.-, Inst, 
calc, diff), 472 {Introd), 486 (Comment. 
475 et 540; Inst. calc, int), 492, 502, 
504, 506 (Comment. 272; Algeira) 

7 80, 85, 86, 98, 100, 101, 113 (Com- 
ment. 600, 812, 821), 149 (Comment. 158, 
191, 394; Introd), 153, 161, 181, 210, 
212, 214, 227 (Comment. 599), 228, 231, 
238, 246, 409 (Comment. 521, 575, 584, 
663, 726, 768), 426, 507, 508, 513, 518, 
524, 529, 532 {Introd), 533, 534, 535, 
540 {Introd.), 545, 551 (Comment. '335; 
Introd), 553, 558—563, 565, 566, 567, 
570, 571, 575, 576 
Fermat, P. de, 6 311, 495 
7 458 


73 * 
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INDEX NOMINUM 


Pekeo, Sdpione del, 6 170 
Folkes, M., 6 225 

Foncenex, F. D. de, 6 164, 166, 167 
Frederic le Grand, 7 101 
Fredericus II, 7 113 
Fuss, NIC., 7 161, 181 
Fuss, Nic., minor, 6 502, 503, 504 
7 535 

Fuss, P. H. VON, 6 19, 82, 129, 262, 311, 
486, 502 
7 228 

Gauss, C. F., 6 102, 149, 151 
Gerhardt, C. I, 7 1 
Girard, A., 6 21, 265 
Goldbach, Che., 6 19, 83, 129, 175, 262, 
311, 486 

’s Graves ande, G. J., 6 8, 21, 57, 495 

Grew, D., 7 508 

Gdmbel, E. J., 7 533 

Halley, Edm., 7 517 

Henry, Chr., 6 495 

Herodotus, 7 532 

Horatius, 7 277 

Huyoens, Ohr., 7 1, 458, 463, 464 
Jacobi, C. G. J., 7 228 
Kastner, a. G., 6 22 
7 153, 161, 517 

Errsseboom', W., 7 86, 98, 99, 100, 102, 
108, 562, 567 
King, 7 508 
Kramer, 7 532 
Kbitter, j. a., 7 161 
Lagrange, J. L., 6 168, 169, 300, 315 
7 425 et seq. 

Lambert, J. H., 6 263, 274, 275, 350, 360, 
361, 363-365, 367, 384, 386, 397, 448, 449 
liBiBNii!, G. W., 6 21, 136 
7 1 

Lexell, a. j., 7 288 


; Macladrin, C., 6 225 
i Mahnke, D., 6 21 
! Maraldus, 7 286 

' Moivre, Abr. de, 6 8, 43, 83, 117, 171, 
i 172, 194, 339, 436 
i 7 458 

j Montesquieu, 7 524 

I Montmoet, P. E. de, 7 458, 459, 460, 461 
Newton, I., 6 8, 20—22, 26, 30, 32, 35, 36, 
37, 40, 57, 198, 212, 214, 225, 263, 265, 
316, 318, 322, 394, 395, 495 
j Pascal, Bl., 7 458 
I Petty, W., 7 508, 509 
PONTOPPIDAN, E. jtmior, 7 534 
Eodrigues, 0., 6 309 
Eudio, F., 7 149 
Saalschutz, L., 6 265 
Schmidt, P., 7 534 
; SCHOOTEN, Fe. van, 7 458 
Serret, j. a., 6 169, 300 
7 425 

Simpson, Th., 7 458 
Smith, D. E., 7 553 
StIckel, P., 6 126, 267 
7 228 

Strabon, 7 532 

Struyck, N., 7 85, 98, 99, 511 
StissMiLCH, J. P., 7 98, • 161, 507, 511, 516, 
517, 533, 534, 545 
Tannery, P., 6 495 
Tschebyschepf, P. L., 6 504 
7 535 

Yalentin, G., 7 101 
Yan den Hoek, 7 161 
Yandermonde, a. Th., 6 77 
■Wallace, E., 7 524 
Wargentin, P. W., 7 508, 517 
Waring, E., 6 265 
WmsTON, W., 7 524 
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